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Der  Uebersetzer  eines  fremdländischen  Werkes  muss 
sich  zunächst  fragen:  ist  das  Werk  an  sich  werth,  denen, 
die  es  noch  nicht  gekannt  haben,  erschlossen  zu  werden; 
wird  es  sich  neben  den  Producten  der  einheimischen  Literatur 
behaupten,  und  ist  ein  Bedürfniss  vorhanden,  welches  die  Her- 
ausgabe als  wünschenswerth  erscheinen  lässt? 

In  Beziehung  auf  das  vorliegende  Werk  habe  ich  mir 
diese  Fragen  unbedenklich  im  bejahenden  Sinne  beantworten 
können.  Ueber  die  Vorzüglichkeit  des  Poisson' sehen  Werkes 
als  Lehrbuch  der  Mechanik  herrschen  in  competenten  Kreisen 
keine  Zweifel;  auch  neben  neueren  Werken  nimmt  es  heute 
noch  einen  hervorragenden  Platz  ein,  so  dass  eine  deutsche 
Ausgabe  Vielen  willkommen  sein  wird,  zumal  das  Original 
nach  der  zweiten  keine  neuere  Auflage  erfahren  hat  und  im 
Buchhandel  deshalb  nur  schwer  zu  haben  ist. 

Unsere  deutsche  mathematische  Literatur  hat  ja  auch 
über  den  vorliegenden  Gegenstand  manches  treffliche  Werk 
aufzuweisen.  Um  nur  eins  zu  nennen,  gedenke  ich  des 
Werkes  meines  hochverehrten  Lehrers,  des  der  Wissenschaft 
zu  früh  entrissenen  Professor  Kirchhoff.  Indessen  bin  ich 
überzeugt,  dass  Alle,  die  das  letztgenannte  Werk  zum  Gegen- 
stand ihres  Studiums  gemacht  haben,  und  die  mit  mir  seine 
Vorzüge  zu  würdigen  wissen,  meine  Ansicht  theilen  werden, 
dass  es  zu  einem  Lehrbuche  für  den  Anfänger  auf  diesem 
Gebiete  nicht  geeignet  ist. 

Gerade  in  dieser  Beziehung  steht  dem  genannten  und  anderen 
Werken  gegenüber  das  Poisson* sehe  unerreicht  da:  die  Klar- 
heit und  Fasslichkeit  der  Darstellung  ist  es,   die  mich   dazu 
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hinzieht,  das  Buch  denen,   die  es  noch  nicht  gekannt  haben, 
zugänglich  zu  machen.     Wer  das    vorliegende  Werk   durch 
studirt  hat,  wird  aufs  beste  ausgerüstet  sein,  an  alle  übrigen 
Probleme  der  mathematischen  Physik,    zu   der   es  eine  Ein- 
leitung sein  soll,  mit  Erfolg  heran  zu  treten. 

Erst  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Lieferung  erhielt 
ich  Kenntniss  von  der  Existenz  einer  früheren  Uebersetzung 
sowohl  der  ersten  als  der  zweiten  Auflage  des  Originals,  die 
jedoch  noch  in  den  30er  Jahren  vergriffen  und  nicht  wieder 
aufgelegt  worden  sind.  Trotzdem  trage  ich  kein  Bedenken, 
eine  neue  deutsche  Ausgabe  zu  besorgen,  weil  die  zuletztge- 
nannte Uebersetzung  —  und  nur  diese  konnte  auf  meine  Ent- 
schliessung  von  Einfluss  sein  —  sich  fast  wörtlich  an  das 
Original  anschliesst,  so  dass  der  Uebersetzer  auch  offenbare 
kleine  Irrthümer  Poisson's,  die  ich  in  meiner  Arbeit  still- 
schweigend verbessert  habe,  getreulich,  selbst  bis  auf  die 
Druckfehler  in  den  Formeln,  in  sein  Werk  aufgenommen  hat. 
Dem  gegenüber  ist  es  mein  Bestreben  gewesen,  aus  dem 
classischen  Werke  des  berühmten  französischen  Mathematikers 
in  Form  und  Ausdruck  ein  deutsches  Werk  zu  machen. 
Auch  ich  schliesse  mich  dabei  principiell  eng  an  das  Original 
an  und  habe  mir  nur  da  kleine  Aenderungen  erlaubt,  wo  mir 
dieselben  im  Interesse  der  Klarheit  geboten  erschienen  ;  selbst 
die  Abschnitte,  welche  einer  wesentlichen  Umgestaltung  be- 
dürftig sind,  habe  ich  in  den  Text  unverändert  aufgenommen, 
werde  dieselben  aber  in  einem  Anhange  einer  besonderen  Be- 
handlung unterworfen.  Dort  werden  auch  die  früheren  Ueber- 
setzungen  die  erforderliche  Berücksichtigung  finden,  während 
ich  in  dem  vorliegenden  Werke  von  denselben  ganz  absehe,  um 
meiner  Arbeit  nach  jeder  Richtung  hin  die  vollständige  Selbstän- 
digkeit der  Auffassung  zu  wahren. 

Möge  denn  auch  diese  Arbeit  ihren  Theil  dazu  beitragen, 
Lust  und  Liebe  zu  erwecken  und  Verständniss  zu  verbreiten 
für  den  Theil  der  Naturwissenschaft,  der  die  Natur  in  ihrer 
ewigen  Gesetzmässigkeit  betrachtet. 

Dr.  F.  A-I^PfännstieL 
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Seiten  der  Curve,  so  ist  dieser  Winkel  für  den  Punkt  M  das 
Supplement  von  Mmm',  oder  der  Winkel  Tmt,  unter  dem 
die  Tangente  MmT  von  der  folgenden  Tangente  mm't  ge- 
schnitten wird.  Wir  werden  ihn  mit  8  bezeichnen.  Setzen 
wir  voraus,  dass  die  Winkel  a,  ß,  7  sich  inuner  auf  die 
Richtung  MT,  beziehen  und  bezeichnen  wir  sie  in  Bezug  auf 
die  Richtung  m  t  mit  a ,  ß',  7',  so  erhalten  wir  vermöge  der 
Gleichung  (2)  aus  §  9 
sin^  8  =  1  —  (cos  a  cos  a'  -|-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  7  cos  YY 

Nach  dem  Taylor' sehen  Satze  ist  ferner: 

cos  et    =  cosa  -j-  dcosa  -|-  0^^^^^*  +  •  •  • 

cos  ß'  =  cosß  -f-  dcos  ß  +  2  d^coö  ß  +  •  •  • 

cos  7'  =  cosT  +  dcosT  +   ^^d^cosT  -j-  •  •  • 

Substituirt  man  diese  ,Werthe  in  den  Ausdruck  für  sin^  8 
und  beachtet  die  Relation 

cos^  a  +  cos^  ß  4"  cos^  T  =  1 

und  die  durch  Differentiation  daraus  folgende: 

cosa  dcosa  -|-  cosß  dcosß  +  cost  dcosf  =  0 

so  sieht  man,  dass  die  endlichen  Grössen  und  die  unendlich 
kleinen  erster  Ordnung  wegfallen,  so  dass  man,  wenn  man 
unendlich  Kleines  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlässigt, erhält: 

sin^  8  =  —  (cos  a  d^cos  a  -f-  cos  ß  d^cos  ß  +  cos  t  d^cos  t). 

Differenzirt  man  die  vorhergehende  Gleichung,    so   hat 
man  andrerseits: 

cos  a  d^cos  a  +  cos  ß  d^cos  ß  +  cos  ^  d^cos  y 

+  (dcosa)2  4.  (dcos  ß)^  +  (dcos  t)^  =  0, 

wodurch  sich  der  Ausdruck  für  sin^  8  so  gestaltet: 

sin^  8  =  (dcos  a)^  +  (dcos  ß)^  +  (dcos  i)^; 

und  dies  ist  auch  der  Werth  von  8^,  weil  der  unendlich  kleine 
Bogen  8  seinem  Sinus  gleich  ist. 

Die  Differentiale  von  cos  a,  cos  ß,  cos  7  lassen  sich  aus 
den  Formeln  (1)   des    vorhergehenden  Paragraphen   ableiten. 
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Wenn  wir  die  unabhängige  Veränderliche  nicht  näher  speci- 
ficiren,  so  ist: 

,  ds^  d^x  —  dx  ds  d^s 

d  cos  a  = 1— 5 , 

ds* 

und  da 

ds^  =  dx^  +  dy^  +  dz« 

ds  d^s  =  dx  d^  +  dy  d^  +  dz  d^ 

ist,  so  folgt  daraus: 

(1  eos  a  =  -7^  (dy  d^  —  dx  d^)  +  t^  (dz  d*x  —  dx  d^z) 

und  ebenso  ist: 

d  cos  ß  =  -r-g  (dz  d*y  —  dy  d^z)  +  -r-j  (dx  d^y  —  dy  d*x) 

d  cos  Y  =  ;ri  (dx  d^z  —  dz  d*x)  +  t^  (dy  d*z  —  dz  d*y). 

Bildet  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Aus- 
drücke, so  findet  man  nach  einigen  Beductionen,  dass  der 
Ausdruck  für  sin^S  oder  S^  sich  auf  die  Form  bringen  lässt: 

§2  =  1^  ^  (dx  dV  —  dy  d^x)*  +  (dy  d^z  —  dz  d^y)* 

+  (dz  d^x  —  dx  dh)A 

Der  Krümmungskreis  ist  derjenige,  welcher  zwei  auf- 
einander folgende  Seiten  mit  der  Curve  gemein  hat.  Im 
Punkte  m  ist  dieser  Kreis  daher  derjenige,  welcher  durch 
die  drei  Punkte  M,  m  und  m'  geht,  dessen  Centrum  sich  in 
dem  Schnittpunkt  0  der  in  den  Mitten  von  Mm  und  mm'  in 
der  Ebene  dieser  beiden  aufeinander  folgenden  Eleniente  er- 
richteten Senkrechten  befindet,  und  dessen  Radius  mO  ist. 
Wenn  die  beiden  Elemente  als  gleich  vorausgesetzt  werden, 
so  theilt  die  Linie  mO  den  Winkel  Mmm'  in  zwei  gleiche 
Theile;  wir  machen  diese  Annahme,  ohne  Gefahr  zu  laufen, 
dadurch  den  Werth  von  mO  zu  ändern;  denn  es  lässt  sich 
leiclit  zeigen,  dass  das  Verhältniss  der  beiden  unendlich  kleinen 
Seiten  Mm  und  mm'  die  Grösse  des  Radius  nur  unendlich 
wenig  beeinflusst,  so  dass  dieser  derselbe  bleibt,  mag  man 
die  beiden  aufeinander  folgenden  Elemente  gleich  oder  un- 
gleich nehmen. 
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Ist  nun  ds  die  Länge  der  Seiten  Mm  und  mm'  und  be- 
zeichnen wir  mit  p    die  von  mO,  so  ist  die  Projection  von 

p  auf  Mm  gleich  -^  ds,  zo  dass  man  hat: 

o^  ds  =  p  cos  MmO; 
und  da   der  Winkel  MmO  die  Hälfte  des  Supplementes  von 
8  oder  gleich  -^  ic  —  -^   8  ist,  so  folgt  daraus: 

-  ds  =  p  sin  2  8  =  2   p.  8 

wenn  man  den  Bogen  ^  8  an  Stelle  seines  Sinus  setzt. 

Wenn  nun  der  Krümmungsradius  p  auf  irgend  eine 
Weise  gegeben  ist,  so  hat  man 

p 

als  Werth  des  Berührungswinkels;  und  umgekehrt  ist  mit 
Rücksicht  auf  den  vorher  gefundenen  Werth  von  8'  der  von  p : 

ds» 

|^((dxd»y— dyd»x)*+(dyd»z— dzd»y)«+(dzd*x— dxd»z)») 

§  19«  Um  die  Kenntniss  der  inneren  Natur  der  Gurve 
in  dem  beliebigen  Punkte  M  zu  vervollständigen,  müssen  wir 
noch  die  Schmiegungsebene,  d.  h.  die  Ebene  der  beiden 
aufeinander  folgenden  Seiten  Mm  und  mm'  bestimmen.  Da 
diese  durch  den  Punkt  M  geht,  so  lautet  ihre  Gleichung: 

A  (x   -  x)  +  B  (y'  -  y)  +  C  (z   -  z)  =  0 

wo  x',  y',  z  die  laufenden  Goordinaten  sind.  Weil  sie  auch 
durch  die  Punkte  m  und  m'  geht,  so  müssen  die  Differential- 
gleichungen : 

A  dx   4-  B  dy'  +  C  dz'  =  0 

A  dV  +  B  d»y'  +  C  dV  =  0  zugleich 

mit  der  Oleichung  selbst  erfüllt  werden,  wenn  man  darin 
x'  =  X,  y'  =  y,  z'  =  z  setzt,  so  dass  man  hat: 

Adx  +  Bdy  +  Gdz  =  0 

Ad«x  +  Bd»y  +  Cd»z  =  0. 
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Die  Werthe  von  A,  B,  G,  welche  diese  beiden  Gleichungen 
erfüllen,  sind,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt: 

C  =  D  (dx  dV  —  dy  Abi) 

B  =  D  (dz  d»x  —  dx  d>z) 

A  =  D  (dy  d»z  —  dz  d>y), 
wo  D  ein  unbestimmter  Factor  ist.     Indem  man  dieselben  in 
die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  einsetzt  und  den  gemein- 
samen Factor  weglässt,  erhält  man: 

(z'  —  z)  (dx  dV  —  dy  dhi)  +  (y  —  y)  (dz  dhi  —  dx  d«z) 
+  (x'  —  x)  (dy  dh  —  dz  d»y)  =  0. 
Bezeichnet  man  mit  X,  |i,  v  die  Winkel,  welche  die 
Normale  der  Schmiegungsebene  mit  den  durch  M  gezogenen 
Parallelen  zu  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  so  hat  man  nach 
Gl.  (2)  §  17: 

cos  X  =  i:  (dy  d^  —  dz  d'y) 

cos  |t  =  T-  (dz  d*x  —  dx  d^)  (3) 

l 
cos  V  ==  :r-  (dx  d*y  —  dy  dh) 

wenn  man  mit  h'  die  Summe  der  Quadrate  der  drei  Nenner 
bezeichnet. 

Man  kann  auch  den  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Normalen  bestimmen,  der  zugleich 
der  Neigungswinkel  zweier  aufeinander  folgenden  Berührungs- 
ebenen ist,  wie  man  vorher  den  Winkel  zweier  Tangenten 
bestimmt  hat.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  e,  so  ergibt  sich 
ähnlich  wie  im  vorigen  Abschnitt: 

s*  =  (d  cos  X)*  +  (d  cos  |i)'  -|-  (d  cos  v)*. 

§  20»  Der  Erümmungsmittelpunkt  0  befindet  sich  auf 
der  Schmiegungsebene  und  dem  Schnitte  der  beiden  aufeinander 
folgenden  Normalebenen ;  dies  ermöglicht  es,  seine  Cioordinaten 
aus  den  Gleichungen  dieser  drei  Ebenen  zu  bestimmen,  welche 
jetzt  bekannt  sind. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  im  Pimkte  M  ist  nach 
§  17:  (x  -  x)  dx  +  (y  -  y)  dy  +  {z  -  z)  dz  ==  0. 
Die   der  folgenden  Ebene   ergiebt   sich   daraus,    wenn   man 


X    —  X 
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darin  x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz  an  Stelle  von  x,  y,  z  setzt. 
Daher  gehört  das  DiflFerential  der  Gleichung  der  ersten  dieser 
beiden  Ebenen,  in  Bezug  auf  x,  y,  z  genommen,  nämlich: 
(x'  —  x)  d*x  +  (y'  —  y)  d^  +  (z'  —  z)  d^z  =  ds^ 
ihrem  Durchschnitte  an. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 
(x  —  x)  (dx  d*y  —  dy  d^x)  =  (z'  —  z)  (dy  d*z  —  dz  d^y)  —  ds*  dy, 
(y'  —  y)  i^y  d^x  —  dx  d V)  =  {z  —  z)  (dx  d^z  —  dz  d^x)  —  ds^  dx 
und  mit  Rücksicht   auf  die  Gleichung  der  Schraiegungsebene 
ergibt  sich  hieraus: 

z'  —  z  =  -^  ( dy  (dy  d^z  —  dz  d*y)  —  dx  (dz  d*x  —  dx  d^z)  j , 

wenn  man  zur  Abkürzung  mit  p  denselben  Ausdruck  wie  im 
§18  bezeichnet.     Man  erhält  ebenso: 

y'  -  y  =  ^  (dx  (dx  d V  -  dy  d^x)  -  dz  (dy  d*z  -  dz  d^y)) , 

=  ^  (dz  (dz  d^x  —  dx  d*z)  —  dy  (dx  d^y  —  dy  d^x)) , 

wodurch  die  drei  Coordinaten  x',  y',  z  des  Krümmungsmittel- 
punktes 0  bestimmt  sind,  und  mithin  auch  der  Sinn  der 
Krümmung,  von  der  der  Krümmungsradius  nur  die  Grösse 
angiebt.  Addirt  man  die  Quadrate  dieser  Werthe  von  x'  —  x, 
y'  —  y,  z'  —  z  und  reducirt,  so  erhält  man: 

(x    -  x)^  +  (y'  -  y)='  +  {z    -  zY  =  p«. 
Auch  hieraus    folgt,   dass    die  Grösse  p   die  Entfernung 
des  Punktes  0    vom  Punkte  M   oder    der   Krümmungsradius 
MO  ist. 

§  21.  Die  Gleichungen  der  fünf  vorhergehenden  Para- 
graphen enthalten  Alles,  was  sich  auf  die  Richtung  und 
Krümmung  einer  beliebigen  ebenen  oder  doppeltgekrümmten 
Linie  bezieht.  In  Beziehung  auf  eine  beliebige  Oberfläche  hat 
man  auch  die  Krümmung  und  die  Richtung  ihrer  Tangential- 
ebene zu  betrachten;  was  die  Krünunung  anbelangt,  so  ver- 
weise ich  auf  meine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  im 
21^  Heft  des  Journal  de  TEcole  Polytechnique  und  werde 
mich  hier  nur  mit  der  Tangentialebene  und  der  Normale 
befassen. 
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Die  Gleichung  der  Tangentialebene  des  Punktes  M,  dessen 
Coordidaten  x,  y,  z  sind  ist: 

A  (x'  -  x)  +  B  (y'  -  y)  +  C  (z'  -  z)  =  0 
wo  x',  y',  z  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten.  Diese 
Ebene  muss  auch  durch  jeden  anderen  unendlich  nahe  an  M 
liegenden  Punkt  M'  der  Oberfläche  gehen;  daher  muss  diese 
Gleichung  erfüllt  werden  für  x'  =  x  +  dx,  y'  =  y  +  dy» 
z'  =  z  -[-  dz  und  hieraus  folgt: 

A  dx  +  B  dy  +  C  dz  =  0. 
Die  Gleichung  der  Oberfläche  gibt: 

dz  =  p  dx  +  q  dy 
wo  p  und  q  bekannte  Functionen  von  x,  y,  z  sind.    Dadurch 
geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

(A  +  Cp)  dx  +  (B  +  Cq)  dy  =  0; 
und  da  diese  für  alle  Richtungen   der  Geraden  MM'   gelten 
muss,    d.  h.  für  alle  Werthe  von  dx  und  dy,    so  müssen  die 
Coefficienten  dieser  Differentiale   einzeln   gleich  0  sein,   also: 

A  +  Cp  =  0 
B  +  Cq  =  0. 
Setzen  wir  die  Werthe  von  A  und  B,  welche  sich  hieraus 
ergeben  in  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ein  und  lassen 
den  gemeinsamen  Factor  C  fort,  so  erhalten  wir: 

z'  —  z  —  p  (x'  —  x)  —  q  (y    —  y)  =  0. 
Sind  a,  b,  c  die  Winkel,   welche  die  Normale  im  Punkte  M 
mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  so  ist  nach  Gl.  (2)  im  §  17 


Of\Q. 

a  — 
b  — 
cos  c 

p 

t»Ucj 

r 

V 
V 

l" 

cos 

+  p* 

q 

q* 

1 

+  P* 
1 

+ 

q* 

(4) 


V    1  +  p^  +  q' 
Die  Wurzel  ist  in  diesen  drei  Formeln   positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  der  Theil  der  Normale,  den  man  betrachten  will, 
einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  mit  einer  der  positiven 
z-Axe  parallelen  durch  M  gehenden  Linie  bildet. 
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Bezeichnen   wir   mit  o»   das  Oberflächenelement,    dessen 
Projection  auf  die  xy-£bene  dx  dy  ist,  so  hat  man 

dx  dy  =  _  <o  cos  c, 

je  nachdem  c  spitz  oder  stumpf  ist;  denn  dieses  nach  jeder 
Richtung  unendlich  kleine  Element  liegt  in  der  Tangential- 
ebene, deren  Neigung  gegen  die  xy-Ebene  der  Winkel  c  oder 
sein  Supplement  ist;  und  der  Satz  des  §  10  gilt  auch  für 
eine  unendlich  kleine  ebene  Fläche.     Hiemach  hat  man: 

ö)  =  dx  dy  /rTT*~T~?, 
wo  die  Wurzel  immer  postitiv  zu  nehmen  ist. 

Sei  L  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z  und 

L  =  0 
die  Gleichung  der  zu  betrachtenden  Fläche;   differenzirt  man 
dieselbe  nach  x,  resp.  y  so  erhält  man: 

6L    .        6L        . 

ÖL    ,        6L        . 

Setzen  wir  hieraus   die  Werthe   von   p   und   q   in   die 
Gleichung  der  Tangentialebene  ein,  so  geht  diese  über  in: 


(X   _  I)  g  +  (y- 


^)  ^  +  (^- 


und  die  Gleichungen  (4)  verwandeln  sich  in: 

6x 
6L 


cos  a  =  V 


oos  b  =  V 


cos  c  =  V 


ÖL 
bz 


(5) 


wo  zur  Abkürzung 


V  = 


t/ (i)' + iW + (S) 


gesetzt  ist. 
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§  22«  Ich  schliesse  hier  eine  Bemerkung  an,  die  ffir 
die  Herleitung  entsprechender,  für  verschiedene  Axen  gelten- 
der, Formeln  aus  einander  von  Nutzen  sein  wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  irgend  einem  Problem  die  Ver- 
hältnisse in  Bezug  auf  alle  drei  Axen  dieselben  sind.  Hat 
man  dann  eine  Oleichung  X  =  0  in  Beziehung  auf  die  x-Axe, 
so  stehen  derselben  zwei  ähnliche,  Y  ==  0  und  Z  =  0  in 
Beziehung  auf  die  y-  resp.  z-Axe  zur  Seite,  welche  sich  aus 
der  Gleichung  X  =  0  durch  einfache  Buchstabenvertauschung 
herleiten  lassen.   Man  hat  dabei  folgendermassen  zu  verfahren. 

Man  setze  in  X  alle  Grössen,  welche  sich  auf  die  x-Axe 
beziehen  an  Stelle  der  entsprechenden  auf  die  y-Axe  bezüg- 
lichen Grössen,  darauf  diese  an  Stelle  der  auf  die  z-Axe  sich 
beziehenden  und  endlich  die  letzteren  an  Stelle  der  ersten, 
d.  h.  der  auf  die  x-Axe  bezüglichen.  Durch  diese  cyklische 
Vertauschung  erhält  man  Z  aus  X;  durch  eine  zweite  auf  Z 
angewendete  Vertauschung  derselben  Art  erhält  man  Y,  und 
durch   eine  dritte  auf  Y  angewendete  findet  man  X  wieder. 

^enn  es  sich  z.  B.  um  die  Gleichungen  (3)  des  §  19 
handelt,  deren  erste  der  x-Axe,  deren  zweite  der  y-Axe  und 
deren  dritte  der  z-Axe  entspricht,  so  schreibe  ich  in  eine  Linie 
aber  in  zwei  Gruppen  die  Coordinaten  x,  y,  z  und  die  Winkel 
X,  [i,  V  die  ihnen  entsprechen;  dann  vertausche  ich  in  beiden 
Gruppen  gleichmässig  diese  sechs  Grössen  in  einer  zweiten 
Reihe;  also: 

X,  y,  z,       ^*  ^  V, 

z,  X,  y,  V,  X,  (i; 

hierauf  ersetze  ich  in  der  ersten  der  Gl.  (3)  jede  Grösse  der 
oberen  Zeile  durch  die  darunter  stehende  der  zweiten ;  durch 
diese  Vertauschung  ändert  sich  h  nicht  und  man  erhält  die 
dritte  Gleichung  (3).  Ersetzt  man  hierin  wieder  die  Grössen 
der  oberen  Zeile  durch  die  darunter  stehenden  der  zweiten, 
so  erhält  man  die  zweite  Gl.  (3)  und  indem  man  mit  dieser 
Gleichung  ebenso  verfährt,  kommt  man  zu  der  ersten  Gl.  (3) 
zurück,  von  der  man  ausgegangen  ist. 

Jede  dieser  Operationen  ist  gleichbedeutend  mit  einer 
Veränderung  der  Goordinatenaxen,    bei   der  man   zuerst   die 
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xy-Ebene  sich  so  um  die  z-Axe  drehen  lässt,  dass  die  posi- 
tive x-Axe  auf  die  positive  y-Axe,  diese  aber  auf  die  nega- 
tive x-Axe  fallt ;  darauf  dreht  man  die  neue  yz-Ebene  so  um 
die  neue  x-Axe,  dass  die  positive  y-Axe  auf  die  positive 
z-Axe  und  diese  auf  die  ursprüngliche  positive  x-Axe  fallt. 
Auf  diese  Weise  hat  schliesslich  jede  positive  Coordinatenaxe 
den  Platz  einer  anderen  positiven  Axe  eingenommen.  Diesem 
Umstände  ist  es  zu  verdanken,  dass  sich  die  Gleichungen, 
die  sich  auf  die  drei  Coordinatenaxen  beziehen  durch  blosse 
Buchstabenvertauschung  ohne  Zeichenänderung  aus  einander 
herleiten  lassen. 

§  23.  Noch  eine  Bemerkung  sei  mir  gestattet,  mit  der 
ich  diese  Einleitung  schliessen  will. 

Die  Gleichungen,  welche  wir  zu  betrachten  haben  werden, 
enthalten  unbenannte  Zahlen,  wie  die  Zahl  :r,  die  Logarithmen, 
die  trigonometrischen  Functionen  etc.;  sie  enthalten  auch 
andere  Grössen  verschiedener  Art,  die  darin  auch  durch  Zahlon 
dargestellt  sind,  welche  ihr  Verhältniss  zu  willkürlich  ge- 
wählten Einheiten  ausdrücken,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
jede  Einheit  für  alle  Grössen  ein  und  derselben  Art  dieselbe 
ist.  Aendert  sich  nun  die  Grösse  einer  oder  mehrerer  Ein- 
heiten, so  werden  sich  die  Zahlen,  welche  die  entsprechenden 
Grössen  ausdrücken,  im  umgekehrten  Verhältnisse  jener 
Einheiten  ändern ;  und  trotz  dieser  ganz  willkürlichen  Aende- 
rung  müssen  die  Gleichungen,  welche  sie  enthalten,  bestehen 
bleiben.  Es  muss  daher  ihre  Form  gewissen  Bedingungen 
genügen,  die  in  jedem  besonderen  Falle  sich  leicht  ergeben, 
und  die  man  die  Bedingungen  der  Homogenität  der  Grössen 
nennt.  Jede  Gleichung,  die  denselben  nicht  genügt,  ist  schon 
deshalb  unrichtig  und  zu  verwerfen. 

Sei  also  F  eine  gegebene  Function,  und  sei 
F(f,  f  .  .  .  1,  r  .  .  .  m,  m'  .  .  .  t,  t'  .  .  .)  =  0      (a) 
wo  f,  f  .  .  .  Kräfte,  1,  1'  .  .  .  Strecken,  m,  m'  .  .  .  Massen, 
t,  t'  .  .  .  Zeiten  bedeuten.     Wenn    man    mit    n,   n',   n",  n'" 
unbenannte  Zahlen  bezeichnet  und  dann 

die  Einheit  der  Kraft  in  dem  Verhältniss  von  1  :  n, 
die  Längeneinheit  »      »  ^  „     1  :  n', 
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die  Masseneinheit        in  dem  Verhältniss  von  1  :  n", 
die  Einheit   der  Zeit    „      n  „  »     1  :  n'" 

verkleinert,  so  werden  die  Zahlen  f,  f  .  .  .  1,  T  .  .  .  m,  m'  .  .  . 
,  t  .  .  .  ni,  ni  .  .  .  n  1,  n  i  .  .  .  n  ni,  n  m  .  .  .  n   t,  n    t  ... 

und  die  Gleichung  (a)  muss  noch  bestehen,   d.   h.   man  muss 

noch  haben: 

F(nf,  nf  .  .  .  n'l,  nT  .  .  .  n"m,  n"m'  .  .  .  n'"t,  n"'t'  .  .  .)  =  0, 

welches  auch  die  Werthe  von  n,  n',  n",  n'"  sein  mögen. 

Wenn  die  Gleichung  (a)  Flächen  s,  s'  .  .  .  und  Volumina 
V,  v'  .  .  .  enthielt,  so  müssen  deren  Dimensionen  auf  dieselbe 
Einheit  wie  die  Linien  1,  1'  .  .  .  bezogen  sein,  und  diese  Grössen 
8,  s'  .  .  .  V,  v'  .  .  .  werden  folglich  durch  die  Aenderung  dieser 
Einheit  übergehen  in  n'^s,  n'^s'  .  .  .  und  n'^v,  n'*v'  .  .  . 

Die  Gleichung  des  §  18  welche  den  Werth  von  f»  angibt, 
genügt  offenbar  dieser  Bedingung ;  denn  sie  enthält  nur  end- 
liche oder  unendlich  kleine  Linien  p,  ds,  dx,  dy,  dz,  d*x,  d^y, 
d^z,  und  wenn  man  die  Längeneinheit  ändert  und  in  der  ange- 
gebenen Weise  jede  dieser  Linien  mit  derselben  Zahl  n'  multi- 
plicirt,  so  verschwindet  diese  Zahl  und  die  Gleichung  wird 
nicht  geändert.  Die  Gleichung  desselben  Paragraphen,  welche 
den  Werth  von  8^  ausdrückt,  genügt  gleichfalls  der  Homo- 
genitätsbedingung, wenn  man  beachtet,  dass  S*  eine  unbe- 
nannte Zahl  ist,  die  sich  ebenso  wenig  wie  der  durch  die 
Gleichung  dargestellte  Werth  mit  der  Grösse  der  Längen- 
einheit ändert. 

Es  ist  nicht  möglich,  dass  die  Gleichung  (a)  nur  eine 
einzige  Grösse  einer  Art  enthält ;  entliält  sie  aber  zwei,  z.  B. 
zwei  Kräfte  f  uml  f ,  und  löst  man  sie  in  Bezug  auf  die  eine 
davon  auf,  wodurch  man  erhält: 

f  =  <&(f,  1,  r  .  .  .  m,  m'  .  ,  .  t,  t'  .  .  .) 
so  ist  die  Homogenitätsbedingung  die,  dass  f  ein  Factor  sämmt- 
licher  Glieder  der  neuen  Funktion  4>  ist ;  mit  anderen  Worten : 
es  muss 

f  =  N.f 

sein,  wo  N  einen  Factor  bedeutet,  der  keine  Grösse  von  der 
Art  von  f  und  f  enthält  und  sich  daher  niclit  mit  der 
Einheit  der  Kraft  ändert. 
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Manchmal  scheint  der  Homogenitatsbedingung  der  Grössen 
nicht  genügt  zu  sein,  weil  man  als  Einheit  der  Kraft  eine 
der  Kräfte,  welche  man  in  dem  Probleme  betrachtet,  oder 
als  Längeneinheit  die  Entfernung  zweier  materieller  Punkte, 
oder  als  Masseneinheit  die  Masse  eines  der  Körper  des 
Problems  etc.  genommen  hat.  Wenn  man  dann  aber  diese 
Einheiten  willkürlich  ändert,  und  wenn  die  neuen  Einheiten 
der  Kraft,  Länge,  Masse  und  Zeit  in  den  alten  ausgedrückt 
(p,  X,  (L,  6  sind,  so  werden  die  anderen  Grössen  der  ver- 
schiedenen Art,  welche  in  der  Gl.  (a)  vorkommen: 


ff           1     r          mm' 
und  man  hat: 

t     t' 

p,/f     f            11'            mm' 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

t    t'.\ 

—  0 

4>  ((p,  f,  f  .  .  .,  X,  1,  r  .  .  .,  [x,  m,  m'  .  . 

.,     V,    b,   L     .   • 

.)-0 

eine  Gleichung,  welche  jetzt  der  Homogenitätsbedingung  ge- 
nügen muss.  $  ist  hier  eine  Funktion,  welche  sich  in  jedem 
einzelnen  Falle  aus  der  gegebenen  Funktion  F  herleiten  lässt. 


ERSTES  BUCH. 


Statik. 

Erster  TheiL 

Csp.  I. 

Von  der  Zusammensetzung  und  dem  Gleichgewichte 
der  KräftCt  welche  auf  einen  Punkt  wirken. 

§  IS4.  Wenn  ein  materieller  Punkt  der  gleichzeitigen 
Einwirkung  mehrerer  Kräfte  unterworfen  ist,  die  sich  nicht 
gegenseitig  das  Oleichgewicht  halten,  so  bewegt  er  sich  nach 
einer  bestimmten  Richtung  hin,  und  man  kann  die  Bewegung, 
die  er  annimmt,  einer  einzigen  Kraft  zuschreiben,  welche  in 
dieser  Richtung  wirkt.  Diese  Kraft  nennt  man  die  Resul- 
tante der  Kräfte,  welche  den  Punkt  in  Bewegung  gesetzt 
haben,  und  die  Kräfte  selbst  werden  dieComponenten  der 
resultirenden  Kraft  genannt.  Bringt  man  die  Resultante  im 
entgegengesetzten  Sinne  ihrer  Richtung  an,  so  hält  sie  den 
Componenten  das  Gleichgewicht,  weil  sie  dem  Punkte  eine 
Bewegung  zu  ertheilen  bestrebt  ist,  welche  gleich  aber  ent- 
gegengesetzt derjenigen  ist,  die  der  Punkt  durch  die  gleich- 
zeitige Wirkung  der  Componenten  erhalten  würde,  und  weil 
mithin  kein  Grund  vorhanden  ist,  dass  er  sich  eher  nach  der 
einen  Seite  als  nach  der  anderen  bewegen  müsste. 

Wenn  alle  Componenten  in  einer  einzigen  graden  Linie 
wirken  und  in  demselben  Sinne  gerichtet  sind,  so  folgt  aus 
der  Definition,  die  wir  von  dem  Maasse  der  Kräfte  gegeben 
haben  (§  5),  dass  die  Resultante  gleich  ihrer  Summe  ist. 
Wird  der  bewegliche  Punkt  von  zwei  Kräften  beeinflusst, 
welche  einander  genau  entgegengesetzt  sind,    so  denke  man 

Pfannstiel,  Poüaon's  Lehrbuch  der  Mechanik.  3 
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sich  die  grössere  in  zwei  andere  zerlegt,  von  denen  die  eine 
der  gegebenen  kleineren  Kraft  gleich  ist.  Diese  beiden  Kräfte 
werden  sich  dann  gegenseitig  aufheben,  und  die  Resultante 
ist  in  diesem  Falle  der  Ueberschuss  der  gegebenen  grösseren 
Kraft  über  die  kleinere.  Aus  diesen  beiden  Sätzen  ziehen 
wir  den  Schluss,  dass,  wenn  eine  beliebige  Anzahl  von 
Gomponenten  in  einer  geraden  Linie,  aber  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  auf  einen  Punkt  wirken,  die  Resultante 
gleich  der  Summe  derer,  die  in  einem  Sinne  wirken,  ver- 
mindert um  die  Summe  derer,  welche  im  entgegengesetzten 
Sinne  wirken,  sein,  und  dass  sie  in  dem  Sinne  der  grösseren 
dieser  beiden  Summen  wirken  muss.  Wenn  die  beiden  Summen 
gleich  sind,  so  ist  die  Resultante  gleich  0,  und  die  gegebenen 
Kräfte  halten  sich  das  Gleichgewicht. 

§  25.  Noch  in  einem  andern  Falle  kann  man  sehr  leicht 
die  Grösse  und  Richtung  der  Resultante  bestimmen.  Seien 
MA,  MB,  MG  (Fig.  5)  die  Richtungen  von  drei  gleichen  auf 
den  Punkt  M  wirkenden  Kräften;  die  drei  Kräfte  sollen  in 
einer  Ebene  liegen  und  die  drei  Winkel  AMB,  BMC,  CMA 
unter  einander  gleich,  d.  h.  jeder  gleich  120^  sein;  der  Punkt 
M  wird  dann  in  Ruhe  bleiben;  denn  es  ist  kein  Grund  vor- 
handen, dass  er  aus  der  Ebene  der  drei  Kräfte  herausginge, 
noch  dass  er  sich  mehr  in  den  einen  als  in  den  anderen  der 
drei  Winkel  hineinbewegte.  Jede  der  drei  Kräfte  muss  daher 
gleich  und  entgegengesetzt  der  Resultante  der  beiden  anderen 
sein.  Nimmt  man  nun  auf  den  Richtungen  MA  und  MB  von 
zweien  derselben  gleiche  Strecken  MG  und  MH  an,  um  ihre 
Intensitäten  darzustellen  imd  vervollständigt  das  Parallelo- 
gramm GMHK  so  fällt  die  Diagonale  MK  in  die  Verlängerung 
MD  von  MG ;  der  Winkel  MGK  ist  gleich  60^  wie  jeder  der 
beiden  anderen  Winkel  desselben  Dreiecks,  welches  ein  gleich- 
seitiges ist;  es  ist  daher  MK  =  MG  und  mithin  stellt  die 
Diagonale  MK  des  aus  den  beiden  Kräften  MG  und  MH 
construirten  Parallelogramms  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
die  Resultante  dieser  beiden  Kräfte  dar. 

Dieser  Satz  ist  in  einem  anderen  enthalten,  den  wir  zuerst 
für   den  Fall   zweier   gleicher  Strafte  beweisen  wollen,    die 
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einen  beliebigen  Winkel  mit  einander  bilden,    und  den  wir 
dann  auf  ungleiche  Kräfte  ausdehnen  wollen. 

§  26«  Die  Resultante  von  zwei  gleichen  Kräften  theilt 
immer  den  Winkel  zwischen  ihren  Richtungen  in  zwei  gleiche 
Theile;  denn  es  ist  kein  Ornnd  dafür  vorhanden,  dass  sie^der 
einen  dieser  beiden  Kräfte  näher  liegen  sollte  als  der  andern  ; 
und  ebensowenig  dafür,  dass  sie  aus  der  Ebene  derselben 
nach  einer  Seite  herausgehen  sollte;  ihre  Richtung  ist  daher 
bekannt  und  wir  haben  nur  ihre  Grösse  zu  bestimmen. 

Seien  MA  und  MB  (Fig.  6)  die  Richtungen  der  Gompo- 
nenten,  deren  gemeinsamen  Werth  wir  mit  P  bezeichnen 
wollen.  Sei  femer  2x  der  Winkel  AMB  und  MD  die  Rich- 
tung der  Resultante,  so  dass 

AMD  =  BMD  =  X 
ist.     Ihre  Intensität  kann  nur  von  den  Grössen  P  und  x  ab- 
hängen; bezeichnen  wir  dieselbe  mit  R,  so  sei 

R  =  f(P,x). 

In  dieser  Gleichimg  sind  R  und  P  die  einzigen  Grössen, 
deren  numerischer  Werth  sich  mit  der  Einheit  der  Kraft 
ändert;  nach  dem  Prinzip  der  Homogenität  der  Grössen 
{§  23)  muss  daher  die  Funktion  f(P,x)  sich  in  der  Form 
P.  ^(x)  darsteUeu  lassen.     Wir  haben  also 

R  =  P.  (p(x) 
und    es    ist    unsre    Aufgabe    die    Function    ^(x)    näher    zu 
bestimmen. 

Zu  dem  Ende  ziehen  wir  durch  den  Punkt  M  die  vier 
Linien  MA',  MA",  MB'  und  MB",  so  dass 

A'MA  =  A"MA  =  B'MB  =  B"MB  =  z  ist. 

Wir  zerlegen  darauf  die  Kraft  P,  deren  Richtung  MA 
ist,  in  zwei  gleiche  Kräfte,  welche  die  Richtungen  MA'  und 
MA"  haben,  d.  h.  wir  betrachten  P  als  die  Resultante  zweier 
gleicher  Kräfte,  deren  Grösse  unbekannt  ist,  und  welche  in 
der  Richtung  MA'  resp.  MA"  wirken.  Bezeichnen  wir  den 
unbekannten  Werth  derselben  mit  Q,  so  ist 

P  =  Q.  ?(z), 
da  zwischen  P,  Q  und  z  dieselbe  Relation  besteht,  wie  zwischen 

R,  P  und  X.    Ebenso  zerlegen  wir  die  Kraft  P,  deren  Richtung 

3* 
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MB  ist,  in  zwei  Kräfte  Q,  welche  in  den  Bidhiongen  MB' 
und  MB''  wirken;  dann  sind  die  beiden  Kräfte  P  durch  die 
vier  Strafte  Q  ersetzt;  mithin  muss  die  Resultante  dieser  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  mit  der  Kraft  R,  der  Resultante 
der  beiden  Kräfte  P  zusammenfallen. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  Q'  die  Resultante  der  Kräfte  Q 
in  den  Richtungen  MA'  und  MB'  und  bemerken,  dass  der 
Winkel  A'MD  =  B'MD  =  x  —  z  ist,  so  muss  diese  Kraft 
die  Richtung  MD  haben,  und  ihre  Grösse  ist: 

Q'  =  Q.  y(x  —  z). 

Da  femer  A"MD  =  B"MD  =  x  +  z,  so  hat  die  Resul- 
tante Q"  der  beiden  anderen  Kräfte  Q  dieselbe  Richtung  MD 
und  ist 

Q"  =  Q.  (p(x  +  z). 

Die  Resultante  von  Q'  und  Q",  die  zugleich  die  Resul- 
tante   der   vier  Kräfte  Q    ist,    ist   daher   die  Summe    dieser 

beiden  Kräfte  und  es  muss  folglich 

R  =  Q'  +  Q" 

sein.     Es  ist  aber  auch 

R  =  P.  (p(x)  =  Q.  ^(z).  y(x). 
Substituirt  man  daher  diesen  Werth  von  R  und  die  von  Q' 
und  Q"  in  die  obige  Gleichung  und  lässt  den   gemeinsamen 
Factor  Q  fort,  so  erhält  man 

(p(x)  f{z)  =  fix  +  z)  +  ?(x  —  z)  (1) 

und  diese  Functionalgleichung  ist  zu  lösen,  um  die  Form  von 
^(x)  zu  bestimmen. 

§  27.    Die  Function 

^x)  =  2.  cos  ax 
genügt  dieser  Gleichung.    Denn  es  ist 

f(z)  =  2.  cos  az, 
^x  -|-  z)  =  2.  cos  a(x  +  z), 
f(x  —  z)  =  2.  cos  a(x  —  z); 
und  wenn  man  diese  Werthe  einsetzt  in  die  Gl.  (1),  so  erhält 
man  die  bekannte  Formel: 

2  cos  ax.  cos  az  =  cos  a(x  +  z)  +  cos  a(x  —  z). 
Ich  behaupte  nun,  dass  dies  die  einzige  Form  der  Funktion 
f(x)  ist|  die  der  Gl.  (1)  Genüge  leistet,  und  dass  überdies  in 
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dem  vorliegenden  Probleme  die  Gonstante  a  gleich  der  Einheit 
ist,  so  dass  wir  zu  setzen  haben: 

9(x)  =  2.  cos  X.  (2) 

Dies  wird  ersichtlich  wenn  wir  x  =  0  setzen ;  denn  dann 
fallen  die  Richtungen  der  beiden  Kräfte  P  zusammen  und 
die  Resultante  R  wird  gleich  2  P,  wozu  erforderlich  ist,  dass 
^(x  =  0)  =  2  ist.  Nehmen  wir  nun  einmal  an,  dass  es 
einen  anderen  Werth  a  von  x  gebe,  fOr  welchen  auch 
tf{a)  =  2  cos  a  ist;  dann,  behaupte  ich,  besteht  die  Ol.  (2) 

für  alle  Werthe  2a,  3a,  4a  .  .  .  -a,  ^a,  ga  .  .  .  von  x 

und  allgemein  für  x  =  — -,  (8) 

wo  m  und  n  ganz  beliebige  Zahlen  sind.  Wenn  nämlich  die 
Gl.  (2)  für  die  drei  Winkel  x,  z,  x  —  z  richtig  ist,  so  dass 
man  hat: 

^(x)  =  2  cos  X,  f{z)  =  2  cos  z,  (p(x  —  z)  =  2  cos  (x  — -  z), 
so  gilt  sie  auch  für  einen  vierten  Winkel  x  -|-  z ;  denn  nach 
Gl.  (1)  hat  man  dann: 

y(x  +  z)  ==  4  cos  X  cos  z  —  2  cos  (x  —  z), 
eine  Gleichung,  die  sich  auf  ^x  -|-  z)  =  2  cos  (x  +  z) 
reducirt.  Wenn  daher  die  Gl.  (2)  für  x  =  0  und  x  =  a 
gilt  so  folgt  daraus,  dass  sie  auch  für  x  ==  2a  gilt;  wird 
sie  für  X  =  a  und  x  ==  2a  erfüllt,  so  gilt  sie  auch  ftr 
X  =  3a  und  so  fort,  allgemein  für  x  =  ma. 
Setzen  wir  nun  ma  =  ß,  so  ist 

(p(ß)  =  2  cos  ß 
und  daraus   schliessen  wir,    dass    die  Gl.   (2)  auch    gilt   für 

X  =  -g  ß;  dann  setzen  wir  x  =  z  =  ^  ß>  so  göht  die  Gl. 

(1)  über  in: 

[t(|  ß)]  =  2  cos  ß  +  2 
woraus  folgt: 

?{^  ß)  =  2  cos  i  ß. 
Setzen  wir  darauf  x  =  z  =  ;j  ß,  so  folgt  aus  Gl.  (1)  und 
der  letaiten: 
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[f{i  ß)]'=  2  cos  i  ß   +   2 

9(1  ß)   =  2  COB  i  ß. 

und  es  lässt  sich,    indem  man  so  fortfährt,    die  Richtigkeit 

der  Gl.  (2)  för  x  =  ^- ,   d.   h.   für  alle  in  der  Formel   (3) 

enthaltenen  Werthe  von  x  zeigen. 

Da  nun  die  Zahlen  m  und  n  beliebig  gross  und  sogar 
unendlich  werden  dürfen,  so  kann  man  diese  Werthe  von  x 
in  unendlich  kleinen  Intervallen  wachsen  lassen.  Die  Formel 
(3)  enthält  daher  alle  möglichen  Werthe  des  Winkels  x  und 
die  Gl.  (2)  ist  vollständig  bewiesen,  wenn  sie  nur  für  einen 
besonderen  Werth  x  =  a,  dor  von  0  verschieden  ist,  richtig 
ist.  Nach  dem  Satze  des  §  25  ist  aber  die  Resultante  R 
gleich  P,  wenn  x  =  60^  ist.    Man  hat  daher  in  diesem  Falle : 

fp(x)  =  1  =  2.  cos  60® ; 
mithin  findet  die  Gl.   (2)  statt  für  x  =  60®  und  folglich  für 
alle  Werthe  von  x. 

%  28.     Nach  dieser  Gleichung  hat  man  also 

R  =  2P  cos  X 
und  wenn  man  daher  die  Resultante  R  und  die  beiden  Gom- 
ponenten  P  wie  in  §  25  durch  Strecken  auf  ihren  Richtungen 
von  ihrem  Angriffspunkte  aus  darstellt,  so  wird  die  Kraft  R 
das  Doppelte  der  Projection  von  P  auf  ihre  Richtung  sein, 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  Diagonale  des  Rhombus,  den 
man  über  den  beiden  Kräften  P  construiren  kann. 

Seien  jetzt  zwei  ungleiche  Kräfte  P  und  Q  an  dem  Punkte 
M  (Fig.  7)  in  den  Richtungen  MA  und  MB  angebracht;  ihre 
Grösse,  auf  den  Richtungen  dargestellt,  sei  MG  und  MH.  Wir 
vervollständigen  das  Parallelogramm  MGKH  und  unterscheiden 
nun  die  zwei  Fälle,  dass  der  Winkel  AMB  ein  rechter,  oder 
ein  spitzer  oder  stumpfer  ist.  Im  ersten  Falle  ziehen  wir 
die  beiden  Diagonalen  MK  und  GH,  die  sich  im  Punkte  L 
schneiden.  Durch  die  Punkte  G  und  H  ziehen  wir  Parallele 
zu  ML,  welche  die  durch  den  Punkt  M  gehende  Parallele  zu 
GH  in  N  und  0   treffen.    Der  Punkt  L  ist   die  Mitte   von 
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ME  und  von  OH,  und,  da  im  Rechtecke  die  Diagonalen  gleich 
sind,  so  folgt  daraus: 

GL  =  LH  =  ML. 
Die  beiden  Parallelogramme  GLMN  und  HLMO  sind  daher 
Rhomben;  mithin  kann  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die 
Kraft  MG  als  die  Resultante  der  Kräfte  MN  und  ML  ange- 
sehen werden,  und  ebenso  die  Kraft  MH  als  Resultante  von 
MO  und  ML.  Ersetzen  wir  daher  die  beiden  gegebenen 
Kräfte  durch  ihre  Componenten,  so  haben  wir  an  Stelle  der 
Kräfte  MG  und  MH  die  vier  Kräfte:  MN,  MO,  ML,  ML. 
Von  diesen  heben  MN  und  MO  einander  auf,  weil  sie 
gleich  sind  und  genau  entgegengesetzte  Richtungen  haben, 
während  die  beiden  Kräfte  ML  eine  Resultante  haben,  die 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  MK 
dargestellt  wird. 

Im  zweiten  Falle  ziehen  wir  durch  die  Punkte  G,  H  und 
M  (Fig.  8)  die  Senkrechten  GE,  HF  und  XY  zur  Diagonale 
MK  und  durch  G  und  H  die  Linien  GN  und  HO  parallel  zu 
MK.  Die  beiden  Parallelogramme  GEMN  und  HFMO  sind 
dann  Rechtecke,  deren  Seiten  MN  und  MO  als  Höhen  der 
congruenten  Dreiecke  GMK  und  HMK  gleich  sind.  Nach 
dem  zuletzt  gefundenen  Resultate  darf  man  die  Kräfte  MG 
und  MH  durch  die  zu  einander  rechtwinkligen  Componenten 
ME  und  MN,  MF  und  MO  ersetzen ;  sie  sind  mit  diesen  vier 
Kräften  gleichwirkend.  Von  diesen  heben  sich  aberMN  und 
MO  gegenseitig  auf,  da  sie  gleich  sind  und  entgegengesetzte 
Richtungen  haben,  während  sich  ME  und  MF,  welche  in  ein 
und  derselben  Richtung  wirken  zu  den  Resultanten  MF  +  ME 
oder,  da  ME  =  FE  ist,  zu  MK  zusammensetzen;  d.  h.  die 
Kräfte  MG  und  MH  haben  eine  Resultante,  die  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  MK  dargestellt  wird. 

Hiermit  haben  wir  gefunden,  dass  die  Resultante  zweier 
auf  denselben  Punkt  wirkenden  Kräfte,'  welche  durch  Strecken 
auf  ihren  Richtungen  von  diesem  Punkte  aus  dargestellt 
werden,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  die  Diagonale  des 
Parallelogramms  ist,  dessen  Seiten  die  beiden  gegebenen 
Kräfte  sind. 
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§  29.  Aus  diesem  Satze  lässt  sich  unmittelbar  eine 
Anzahl  von  Folgerungen  ableiten. 

Zunächst  sieht  man,  dass  alle  Fragen,  die  man  bezüglich 
der  Zusammensetzung  zweier  Kräfte  in  eine  einzige,  oder  der 
Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  andere  stellen  kann,  sich  auf 
die  Berechnung  eines  Dreiecks  zurückführen  lassen.  In  der 
That  werden  die  Resultante  und  die  beiden  Componenten 
ihrer  Grösse  nach  durch  die  drei  Seiten  MK,  MG  und  GK  des  ' 
Dreiecks  MGK  dargestellt;  und  die  Winkel  dieses  Dreiecks 
sind  die,  welche  die  Resultante  mit  jeder  der  Componenten 
bildet,  und  das  Supplement  des  von  den  Componenten  einge* 
schlossenen  Winkels.  Wenn  daher  von  diesen  sechs  Stücken, 
den  drei  Kräften  und  den  drei  von  ihren  Richtungen  gebil- 
deten Winkeln,  drei  gegeben  sind,  so  findet  man  die  drei 
anderen  durch  Berechnung  des  Dreiecks  MGK;  zugleich  ist 
daraus  ersichtlich,  dass  wenigstens  eine  Kraft  unter  den  ge- 
gebenen Stücken  sein  muss. 

Seien  z.  B.  P  und  Q  die  Werthe  der  beiden  Componenten 
und  m  der  Winkel,  den  ihre  Richtungen  mit  einander  bilden; 
gesucht  wird  ihre  Resultante  R  und  der  Winkel  x,  den  die- 
selbe mit  der  Kraft  P  bildet.  Man  hat  dann  zur  Bestimmung 
von  R  die  Gleichung: 

R»  =  P«  +  Q«  +  2  PQ  cos  m 

und  X  findet  man  aus  der  Proportion : 

sin  X  :  sin  m  =  Q  :  R. 
Wenn  zwischen  drei  Kräften  P,  Q,  S,  die  auf  einen 
Punkt  M  (Fig.  9)  in  den  Richtungen  MA,  MB,  MC  wirken, 
Gleichgewicht  stattfinden  soll,  so  muss  jede  dieser  Kräfte 
gleich  und  genau  entgegengesetzt  sein  der  Resultante  der 
beiden  andern;  und  da  diese  Resultante  in  der  Ebene  der 
beiden  Kräfte  liegt,  so  folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  drei 
gegebenen  Kräfte  auch  in  einer  einzigen  Ebene  liegen  müssen. 
Sei  MD  die  Verlängerung  von  MC;  die  Resultante  von  P 
und  Q  muss  in  die  Richtung  MD  fallen,  und  wenn  man  sie 
mit  R  bezeichnet,  so  muss  R  =  S  sein.  Vergleicht  man 
andrerseits  die  Kraft  R  mit  jeder  ihrer  Componenten,  so  hat 
man  nach  dem  Vorhergehenden: 
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B :  Q  =  sin  AHB :  sin  AMD 
B :  P  =  sin  AMB  :  sin  BMD. 
Da  aber 

sin  AMD  =  sin  AMC  und  sin  BMD  =  sin  BMC 
ist,  so  folgt  daraus: 

S  :  Q  :  P  =  sin  AMB  :  sin  AMC  :  sin  BMC, 

und  diese  Gleichung  zeigt,  dass,  wenn  drei  auf  einen  Punkt 
wirkende  Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  eine  jede  von  ihnen 
durch  den  Sinus  des  von  den  Richtungen  der  beiden  anderen 
gebildeten  Winkels  dargestellt  werden  kann. 

Vom  Punkte  0  auf  der  Richtung  der  Resultante  R  oder 
ihrer  Verlängerung  fällen  wir  Senkrechte  OE  und  OF  auf  die 
Richtungen  der  Componenten  P  und  Q;  es  ist  dann 

OE  =  MO  sin  AMD 
OF  =  MO  sin  BMD. 

Wenn  man  daher  mit  MO  die  beiden  letzten  Terme  der 
Proportion 

P:Q  =  sin  BMDrsin  AMD 
multiplicirt,  so  erhält  man: 

P  :  Q  =  OF  :  OE, 

d.  h.  die  Componenten  sind  umgekehrt  proportional  den  Lothen, 
welche  man  auf  ihre  Richtungen  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Resultante  fällt.  Umgekehrt:  wenn  die  Componenten  P 
und  Q  umgekehrt  proportional  den  Perpendikeln  OE  und  OF 
sind,  die  man  von  einem  Punkte  0  ihrer  Ebene  auf  ihre 
Richtungen  gefällt  hat,  so  liegt  dieser  Punkt  in  der  Richtung 
ihrer  Resultante;  denn  wenn  man  die  beiden  letzten  Glieder 
der  letzten  Proportion  durch  MO  dividirt,  so  erhält  man  die 
vorhergehende,  welche  diese  Richtung  bestimmt. 

§  30«  Nachdem  wir  die  Resultante  zweier  Kräfte  zu 
berechnen  gelernt  haben,  ist  es  leicht,  auch  diejenige  einer 
beliebigen  Anzahl  von  Kräften  zu  finden,  welche  alle  auf  den- 
selben Punkt  wirken  und  in  einer  oder  mehreren  Ebenen 
liegen.  Man  nimmt  zunächst  die  Resultante  von  zwei  Kräften, 
setzt  diesiB  mit  einer  dritten  Kraft  zusammen  und  erhält  auf 
diese  Weise  eine  zweite  Resultante ;  diese  setzt  man  mit  einer 
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vierten  Kraft  zusammen  und  fährt  so  fort,  bis  man  die  sämmt- 
lichen  gegebenen  Kräfte  erschöpft  hat. 

Wenn  man  aus  den  Strecken,  welche  die  gegebenen 
Kräfte  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  darstellen,  durch 
parallele  Verschiebung  derselben  eine  gebrochene  Linie  dar- 
stellt, so  ergibt  sich  aus  der  soeben  beschriebenen  Construc- 
tion  der  Resultante,  dass  diese  durch  diejenige  Strecke  dar- 
gestellt wird,  welche  die  beiden  äussersten  Punkte  dieser 
gebrochenen  Linie  mit  einander  verbindet  und  so  die  gebrochene 
Linie  zu  einem  Polygone  schliesst.  Die  Reihenfolge,  in  welcher 
man  die  genannten  Strecken  aneinandersetzt  ist  dabei  gleich- 
gültig. Wenn  dieselben  schon  ein  geschlossenes  Polygon  er- 
geben, so  ist  die  Resultante  gleich  0,  und  die  gegebenen 
Kräfte  befinden  sich  im  Gleichgewicht. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  der  gegebenen  Kräfte  drei  sind, 
welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  ihre  Resultante  der  Grösse 
und  Richtung  nach  die  Diagonale  des  Parallelepipedums  ist, 
von  dem  diese  Kräfte  die  drei  aneinanderstossenden  Kanten 
bilden. 

§  31.  Man  kann  diese  Zurückführung  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Kräften  auf  eine  einzige  auf  eine  einfachere 
Weise  bewerkstelligen,  wenn  man  zunächst  den  besonderen 
Fall  betrachtet,  dass  man  drei  rechtwinklige  Kräfte  hat.  Auf 
diesen  lässt  sich  alsdann  der  allgemeine  Fall  zurückführen. 
Seien  X,  Y,  Z  die  drei  zu  einander  senkrechten  Com- 
ponenten,  R  ihre  Resultante,  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  diese 
mit  X,  Y,  Z  bildet.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  R  die 
Diagonale  des  Parallepipedums,  von  welchem  X,  Y,  Z  die  drei 
zusammenstossenden  Seiten  sind;  da  nun  dieses  Parallele- 
pipedum  ein  rechtwinkliges  ist,  so  haben  wir 

R«  =  X*  +  Y«  4-  Z».  (a) 

Verbindet  man  den  Endpunkt  der  Diagonale  mit  denen  der 
Seiten  X,  Y,  Z,  so  entstehen  drei  rechtwinklige  Dreiecke, 
deren  gemeinsame  Hypotenuse  R  ist,  und  daraus  folgt: 

X  =  R  cos  a 

Y  =  R  cos  b  (b) 

Z  =.  R  cos  c, 
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Gleichungen,  welche  mit  der  vorhergehenden  im  Einklänge 
stehen,  da  nach  §  6  die  drei  Winkel  a,  b,  c  durch  die 
Oleichuug 

cos*  a  +  cos*  b  +  cos'  c  =  1 
mit  einander  verbunden  sind. 

Wenn  die  Componenten  X,  Y,  Z  gegeben  sind,  so  lehrt 
uns  die  Gleichung  (a)  die  Resultante  der  Grösse  nach  kennen, 
und  die  Gleichungen  (b)  bestimmen  ihre  Richtung  durch  die 
drei  Winkel  a,  b,  c ;  wenn  dagegen  die  Kraft  R  gegeben  ist^ 
und  es  sich  darum  handelt,  dieselbe  in  drei  auf  einander  senk- 
rechte Kräfte  X,  Y,  Z  zu.  zerlegen,  die  mit  ihr  gegebene 
Winkel  a,  b,  c  bilden,  so  sind  diese  Kräfte  der  Grösse  nach 
durch  die  Gleichungen  (b)  unmittelbar  bestimmt. 

Wenn  eine  der  Componenten,  z.  B.  Z  gleich  0  ist,  so 
ist  R  nur  die  Resultante  der  beiden  Kräfte  X  und  Y;  sie 
liegt  alsdann  in  der  Ebene  dieser  Kräfte,  und  ihre  Richtung 
hängt  nur  von  den  Winkeln  a  und  b  ab.  Diese  Winkel  und 
die  Grösse  von  R  sind  in  diesem  Falle  durch  die  Gleichungen 

R«  =  X*  +  Y«,    X  =  R  cos  a,    Y  =  R  cos  b 
bestimmt. 

§  32«  Sei  nun  M  (Fig.  1)  der  Angriffspunkt  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  gegebenen  Kräften;  dieselben  mögen  mit 
P,  P',  P"  etc.  bezeichnet  werden ;  femer  sei  MD  die  Richtung 
der  Kraft  P.  Es  ist  nicht  nöthig  die  Richtungen  der  andern 
Kräfte  in  der  Figur  anzugeben.  Wir  bezeichnen  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  MD  mit  den  drei  rechtwinkligen,  im 
Uebrigen  willkürlich  durch  den  Punkt  M  gezogenen  Axen 
MA,  MB,  MC  bildet,  mit  a,  ß,  7.  Seien  ferner  «',  ß',  7'  die 
Winkel,  welche  P',  a",  ß",  7"  diejenigen,  welche  P"  mit  den- 
selben Axen  bildet  «tc.  Alle  diese  Winkel  sind  gegeben  und 
müssen  sich  zwischen  0®  bis  180®  bewegen  (§  7)  wenn  die 
Kräfte  P,  P',  P"  etc.  alle  möglichen  Lagen  um  den  Punkt  M 
herum  einnehmen  sollen. 

Wir  zerlegen  jede  dieser  Kräfte  in  drei  andere,  welche 
die  Richtungen  der  Axen  MA,  MB,  MC  haben.  Die  Compo- 
nenten der  Kraft  P  werden  sein: 

P  cos  a,  P  cos  ß,  P  cos  t, 
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die  von  P': 

P'  cos  a',  P'  cos  ß',  P'  cos  y'  etc. 
und  diese  Gomponenten  wirken  in  der  Richtung  der  Axen 
oder  ihrer  Verlängerungen,  je  nachdem  sie  positiv  oder 
negativ  sind.  Wenn  z.  B.  die  Richtung  MD  so  wie  die  Axe 
MC  über  der  Ebene  der  AMB  der  beiden  andern  Axen  liegt, 
sucht  die  Gompohente  P  cos  t  der  Kraft  P  den  Punkt  M  zu 
heben,  d.  h.  sie  wirkt  in  der  Richtung  MC;  und  in  diesem 
Falle  ist  P  cos  t  eine  positive  Grösse,  weil  y  <C  90®  ist.  Wenn 
dagegen  die  Richtung  MD  unter  die  Ebene  AMB  fällt,  so 
wird  Y  >  90®  sein;  die  Componente  P  cos  y  wird  negativ 
werden,  und  zugleich  wird  sie  den  Punkt  M  herunter  zu 
drücken  streben,  d.  h.  sie  wird  in  Richtung  der  Verlänge- 
rung von  MC  wirken.  Berücksichtigt  man  daher  die  Vor- 
zeichen der  Componenten,  so  kann  man  nach  §  24  alle 
Strafte,  die  in  Richtung  einer  Axe  und  ihrer  Verlängerung 
wirken,  durch  Addition  zu  einer  einzigen  vereinigen. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  Kräfte  P,  P',  P"  etc. 
durch  drei  zu  einander  senkrechte  ersetzen;  bezeichnen  wir 
diese  mit  X,  Y,  Z,  so  haben  wir: 

X  =  P  cos  a  -|-  P'  cos  a  +  P"  cos  a"  -|-  .  •  • 

Y  =  P  cos  ß  4-  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  +  .  .  .     I     (c) 

Z  =  P  cos  Y  +  P'  cos  y'  +  P"  cos  y"  +  •  .  • 

Die  Werthe  von  X,  Y,  Z  können  positiv  oder  negativ 
sein,  und  ihre  Vorzeichen  geben  den  Sinn  ihrer  Wirkung  an. 
Wenn  die  Kraft  X  positiv  ist,  so  wirkt  sie  im  Sinn  der  Axe 
MA,  oder  im  Sinn  der  positiven  Componenten  P  cos  a  etc ; 
ist  sie  negativ,  so  wirkt  sie  im  Sinne  der  Verlängerung  von 
MA,  d.  h.  im  Sinne  der  negativen  Componenten ;  und  dasselbe 
gilt  für  die  Kräfte  Y  und  Z. 

Sei  nun  R  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte  P,  P', 
P"  etc.,  mithin  auch  der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z;  seien  femer 
a,  b,  c  die  Winkel,  welche  ihre  noch  unbekannte  Richtung 
mit  den  drei  Axen  MA,  MB,  MC  bildet.  Die  Werthe  von 
R,  a,  b,  c  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  ge- 
geben, in  denen  an  Stelle  von  X,  Y,  Z  die  Ausdrücke  (c)  zu 
setzen  sind.    Die  Winkel  a,  b,  c  können  spitz  oder  stumpf 
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sein;  da  die  Kraft  B  immer  eine  positive  Grösse  ist,  so 
müssen  die  Vorzeichen  ihrer  Cosinus  nach  den  Gleichungen  (b) 
mit  denen  der  Kräfte  X,  Y,  Z  übereinstimmen,  imd  hier- 
durch ist  die  Resultante  R  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
vollständig  bestimmt. 

§  33.     Die  Grösse  der  Resultante  R   kann   nicht  von 

der  willkürlichen  Richtung  der  Axen  MA,  MB,  MC  abhängen; 

sie  hängt  nur  ab  von  der  Grösse  der  gegebenen  Kräfte   und 

der  Winkel,  welche  von  diesen  Richtungen  gebildet  werden; 

und   man   kann   in   der  That   einen  Ausdruck    dafür   finden, 

welcher  nur  diese  Grössen  enthält. 

Bezeichnen  wir  mit  PMF,  PMP",  P'MF'  etc.  die  Winkel, 

zwischen   den  Richtungen  P  und  P',    P  und  P",    P'  und  P" 

etc.     Nach  Gl.  (2)  §  9  ist  dann: 

cos  PMP'  =  cos  a  cos  a'  -(-  cos  ß  cos  ß'  +  cos  t  cos  7' 
cos  PMP"  =  cos  a  cos  a"  +  cos  ß  cos  ß"  +  cos  7  cos  7 
cos  P'M"  =  cos  a  cos  a"  -|~  cos  ß'  cos  ß"  +  cos  7'  cos  7 

etc.  Und  daneben: 

cos^a  4"  cos^ß  4"  cos*  7  =  1 
cos^  a  +  cos*ß'  +  cos*  7'  =  1 
cos*a"-|-cos*ß"  +  cos*7"=  1   etc. 
Mit  Berücksichtigung   dieser  Formeln   geht   die  Gl.   (a), 

wenn  man  darin  für  X,  Y,  Z  ihre  Werthe  aus  (c)  einsetzt, 

über  in: 

Ra  =  pa  4.  p'2  ^  p'-a  ^      ^  2PP' cos  PMP' 
+  2PP"  cos  PMP"  +  2P'P"  cos  PMP"  +  . . . 
ein  Ausdruck,   welcher   keine  Beziehung   auf   das   gewählte 
Axensystem  enthält. 

Es  lässt  sich  ferner  aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c) 
eine  Eigenschaft  der  Resultante  herleiten,  welche  uns  in 
der  Folge  von  Nutzen  sein  wird. 

Ziehen  wir  in  beliebiger  Richtung  durch  den  Punkt  M 
eine  beliebige  Gerade  MO.  Seien  g,  h,  k  die  Winkel  AMO, 
BMO,  CMO,  welche  diese  Grade  mit  den  drei  Axen  MA,  MB, 
MC  macht.  Bezeichnen  wir  mit  RMO,  PMO,  P'MO  etc.  die 
Winkel,  welche  die  Richtungen .  der  Kräfte  R,  P,  P',  P"  etc. 
mit  derselben  Graden  MO  bilden;  dann  ist 


46  Statik.    L 

COS  RMO  =  cos  g  cos  a  +  cos  h  cos  b  4~  cos  k  cos  c 

cos  PMO  =  cos  g  cos  a  +  cos  h  cos  ß  +  cos  k  cos  y 

cos  P'MO  =  cos  g  cos  a'  -f-  cos  h  cos  ß'  +  cos  k  cos  Y 

u.  s.  w.     Aus  der  ersten  dieser  Formeln  folgt  mit  Rücksicht 

auf  die  Gleichungen  (b) 

R  cos  RMO  =  X  cos  g  +  Y  cos  h  +  Z  cos  k ; 
und  mit  Hülfe  der  folgenden  Formeln   erhält   man   aus   den 
Gleichungen  (c),  wenn  man  dieselben  resp.  mit  cos  g,    cos  h 
und  cos  k  multiplicirt  und  dann  addirt: 

R  cos  RMO  =  P  cos  PMO  +  P'  cos  P'MO  +  •  •  .. 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Componente  der  Resultante  R 
nach  einer  beliebigen  Richtung  MO  gleich  der  Summe  der 
Gomponenten  von  P,  P',  P"  etc.  nach  dieser  Richtung  ist. 
Projiciren  wir  nun  die  Strecke  MO  auf  die  Richtungen 
der  Kräfte  R,  P,  P',  P"  etc.  und  nennen  ihre  Projectionen 
r,  p,  p',  p"  etc.,  so  dass 

r  =  MO  cos  RMO 
p  =  MO  cos  PMO 
p'  =  MO  cos  P'MO  etc. 
ist  —  wo  r,  p,  p'  .  .  .  positiv  oder  negativ  werden,  je  nach- 
dem  die  Projection   in  Richtung   der  Euraft   oder   ihrer  Ver- 
längerung fallt  —  so  geht  die  obige  Gleichung  durch  Multi- 
plication  über  in: 

Rr  =  Pp  +  P'p  +  P"p  '  +  .  .  .  (d) 

und    diese  Gleichung   bringt  die  Eigenschaft    der  Resultante 
zum  Ausdruck,  die  wir  zeigen  wollten. 

§  36.  Damit  die  Kräfte  P,  P',  P '  .  .  .  sich  im  Gleich- 
gewichte befinden,  genügt  es,  dass  ihre  Resultante  R  gleich  0 
ist;  aber  diese  Bedingung  muss  auch  nothwendig  erfüllt 
sein,  wenn  der  Angriffspunkt  M  gänzlich  frei  ist.  Die 
Gleichung  R  =  0  oder  X^  +  Y^  +  Z^  =  0  fordert  aber,  dass 
gleichzeitig  X  =  0,  Y  =  0,  Z  =  0  ist,  oder  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (c)  dass: 

P  cos  a  -|-  P'  cos  a  -\-  P"  cos  a"  -j-  •  -  .  =0 
P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  +  .  .  .  =0  (e) 

P  cos  T  +  P'  cos  7'  +  P    cos  7"  +  .  .  .  =0 
Dies  sind  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
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für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  vollkommen 
freien  materiellen  Punkte.  In  diesem  Falle  muss  jede  der 
Kräfte,  welche  auf  denselben  wirken,  gleich  und  genau  ent- 
gegengesetzt der  Resultante  aller  übrigen  Kräfte  sein.  Es 
lässt  sich  dies  wirklich  leicht  zeigen. 

Sei  R'  die  Resultante  der  Kräfte  P',  P"  etc.;  seien 
femer  a',  b',  c'  die  Winkel,  welche  dieselbe  mit  den  Axen 
MA,  MB,  MC  bildet,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

X'  =  P'  cos  a'  +  P '  cos  a"  -[-  .  .  • 
Y'  =  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  +  .  .  . 
Z'  =  P'  cos  Y  +  P"  cos  t"  +  .  .  . 
Dann  ist,  nach  §  32: 

X'  =  R'  cos  a',     Y'  =  R'  cos  b',     Z'  ^=  R'  cos  c' 
und  folglich  nach  den  Bedingungsgleichungen: 

P  cos  a  =  —  R'  cos  a' 

P  cos  ß  =  —  R'  cos  b' 

P  cos  7  =  —  R'  cos  c 

Quadriren  und  addiren  wir  diese  Gleichungen,    so   folgt  mit 

Rücksicht  auf  §  6 

P2  =  R:»    also: 
P  =  +  R'. 

Da  jedoch  die  Kräfte  an  sich  positive  Grössen  sind,  so  müssen 
wir  P  ^  R'  setzen.  Die  vorhergehenden  Gleichungen  gehen 
dann  über  in: 

cos  a  =  —  cos  a' 

cos  ß  =  —  cos  b' 

cos  7  =  —  cos  c 
mithin  sind  die  Winkel  a,  ß,  7  die  Supplemente  von  a',  b',  c' 
und  entsprechen  nach  §  7   einer  Kraft,    deren  Richtung  die 
Verlängerung  von  R'  ist.    Damit  ist  aber  unser  Satz  bewiesen. 

§  36.  Wenn  der  Punkt  M,  auf  den  die  Kräfte  P,  P', 
P"  etc.  wirken,  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  Ober- 
fläche zu  bleiben,  so  ist  zum  Gleichgewichte  nicht  erforderlich, 
dass  die  Resultante  gleich  0  sei;  es  genügt,  dass  dieselbe  gegen 
diese  Oberfläche  senkrecht  gerichtet  ist,  weil  sie  dann  den 
Punkt  M  in  keiner  Richtung  zum  Gleiten  bringt;  diese  Be- 
dingung muss  aber  nothwendig  erfüllt  sein;    denn  wenn  sie 
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es  nicht  wäre,  so  liesse  sich  die  Resultante  in  zwei  Kräfte 
zerlegen,  von  denen  die  eine  normal  gegen  die  Fläche  ge- 
richtet ist  und  mithin  durch  deren  Festigkeit  aufgehoben 
wird,  während  die  andere  tangential  gerichtet  ist  und  den 
Punkt  zum  Gleiten  bringen  würde.  Man  hat  daher  in  jedem 
Falle  nur  die  Richtung  der  Resultante  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  . 
zu  bestimmen,  und  zuzusehen,  ob  diese  normal  zur  gegebenen 
Fläche  ist,  um  zu  wissen,  ob  Gleichgewicht  vorhanden  ist. 
Indessen  ist  es  besser,  die  Gleichgewichtsbedingungen,  wie 
wir  es  soeben  für  einen  freien  Punkt  gethan  haben,  durch 
Gleichungen  zwischen  den  gegebenen  Stücken  des  Problems 
auszudrücken. 

Die  normale  Componente  jeder  auf  den  Punkt  M  wirken- 
den Kraft  wird  durch  den  Widerstand  der  Fläche  aufgehoben. 
Daher  können  wir  diesen  Widerstand  als  eine  Kraft  ansehen, 
welche  der  Sunune  der  vernichteten  Kräfte  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist.  Man  darf  daher  von  der  gegebenen  Fläche 
absehen  und  den  Punkt  als  vollkommen  frei  betrachten,  wenn 
man  den  gegebenen  Kräften  P,  P',  P"  .  .  .  eine  neue  hinzu- 
fugt, die  von  unbekannter  Grösse  und  senkrecht  gegen  diese 
Fläche  gerichtet  ist. 

Sei  diese  Kraft  N,  und  seien  X,  [jl,  v  die  Winkel,  welche 
ihre  Richtung  mit  den  Azen  MA,  MB,  MG  bildet.  Jede  der 
Gleichgewichts-Gleichungen,  die  wir  gefunden  haben,  muss 
dann  um  einen  neuen  Term  vermehrt  werden,  so  dass  die 
Gleichungen  (c)  übergehen  in: 

N  cos  X  +  P  cos  a  +  P'  cos  a'  +  . . .  =  0 
N  cos  (1  +  P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  . . .  =  0 
N  cos  V  -f-  P  cos  7  +  P  cos  y'  +  . . .  =  0 

Bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  drei  Coordinaten  von 
M  in  Bezug  auf  das  Axensystem  MA,  MB,  MG,  und 
mit  L  ==  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche.  Da  die 
Richtung  der  Kraft  N  nach  unsrer  Voraussetzung  die  der 
Normalen  im  Punkte  M  ist,  so  haben  wir  nach  Gl.  (5) 
im  §  21: 
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\  TT    ^^ 

COS  X  =  V  7— 

ex 

cos  ü.  ==  V  7 — 

cy 

COS  V   =   V  7 — 

cz 

1 


wo  V  = 


-f 


v^ä'+m'+m'-^- 


Das  Vorzeichen  von  V  ist  unbekannt,  weil  man  von 
vornherein  nicht  weiss,  nach  welcher  Seite  der  Normale  die 
Kraft  N  gerichtet  sein  muss;  aberV  verschwindet,  wenn  man 
N  aus  den  Gleichungen  (f)  eliminirt;  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichungen  (c),  findet  man  nämlich  aus  (f): 

ex  oy  ox  8z  ' 

als  die  beiden  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  an  einem  materiellen  Punkte,  der  ge- 
zwungen ist,  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben. 

Wenn  die  Lage  des  Punktes  auf  der  Fläche  nicht  be- 
kannt ist,  so  dienen  die  Gleichungen  (g)  in  Verbindung  mit 
der  gegebenen  Gleichung  L  =  0  dazu,  die  Goordinaten  der 
verschiedenen  Punkte  dieser  Fläche  zu  bestimmen,  in  denen 
der  bewegliche  Punkt  im  Gleichgewicht  bleiben  kann.  Wenn 
seine  Lage  gegeben  ist,  so  hat  man  nur  zu  prüfen,  ob  die 
Coordinaten  x,  y,  z  des  Angriffspunktes  der  gegebenen  Kräfte 
den  Gleichungen  (g)  genügen.  In  diesem  Falle  vereinfachen 
sich  die  Gleichungen,  wenn  man  die  eine  der  Axen  MA,  MB, 
MC  z.  B.  MA  mit  einem  der  beiden  Theile  der  Normale  zu- 
sammenfallen lässt;  dann  wird 

cosX  =  -hl,     cos  (1  =  0,     cosv  =  0, 
und  die  Gleichungen  (f)  gehen  über  in: 

+  N  +  P  cos  a  +  P'  cos  a  -{■  P"  cos  a"  -f-    .    ==  0, 

P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  H =  0, 

P  cos  T  +  P  cos  7'  +  P"  cos  t"  +    •  •  =  0, 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,    was   übrigens   physi- 

Pftonstiel,  Poisson^i«  Lehrbuch  der  Mechanik.  4 
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kaiisch  an  sich  klar  ist,  dass  für  die  Componenten  der  auf 
den  Punkt  wirkenden  Kräfte  in  der  Tangentialebene  der 
Fläche  die  Gleichgewichtsbedingungen  dieselben  sind,  als 
wenn  die  Fläche  gar  nicht  da  wäre. 

Der  Widerstand  N,  welchen  die  Fläche  den  Kräften  P, 
P\  P''  etc.  entgegengesetzt,  ist  gleich  und  entgegengesetzt 
dem  Drucke,  welchen  sie  von  denselben  erleidet.  Nach  den 
Gleichungen  (f)  ist  im  Gleichgewichtszustande  dieser  Druck 
die  Resultante  der  Kräfte  selbst.  In  der  Praxis  kann  man 
seine  Grösse  vermittelst  der  Gleichung  (a)  berechnen,  um  zu 
entscheiden,  ob  die  Fläche  denselben  aushalten  kann.  Wenn 
der  bewegliche  Punkt  nur  auf  dieser  Fläche  ruht,  —  wenn 
diese  z.  B.  die  Oberfläche  eines  festen  Körpers  ist  —  so  mus8 
überdies  der  Sinn  dieses  Druckes  ein  solcher  sein,  dass  der 
Punkt  gegen  die  Fläche  angedrückt  wird.  Diese  Bedingung 
lässt  sich  nicht  durch  eine  Gleichung  ausdrücken,  und  man 
muss  in  jedem  Falle  prüfen,  ob  sie  erfüllt  ist,  indem  man  die 
Richtung  dieser  Kraft  nach  den  Gleichungen  (b)  bestimmt. 
Diese  Untersuchung  vereinfacht  sich  bei  Anwendung  der 
ersten  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Theil  der  Normalen,  mit 
welchem  wir  dieAxeMA  haben  zusammenfallen  lassen,  nach 
der  concaven  Seite  der  Fläche  zu  liege.  Man  weiss,  ob  die 
gebenen  Winkel  a,  a',  a"  etc.  spitz  oder  stumpf  sind,  und 
das  Vorzeichen  der  Summe  X  der  nach  dieser  Geraden  ge- 
richteten Componenten  ist  bekannt.  Da  die  Grösse  N  positiv 
ist,    muss   man   in   der  Gleichung,    um  die  es  sich  handelt, 

d.  h.  in 

+  N4-X  =  0, 

das  Zeichen  —  oder  +  vor  N  nehmen,  je  nachdem  die 
Sunmie  X  positiv  oder  negativ  ist.  Im  ersten  Falle  hat 
man  cos  X  =  —  1,  und  derN  entgegengesetzte  Druck  hat  die 
Richtung  MA ;  im  zweiten  Falle  ist  cos  X  =  1  und  der  Druck 
wird  in  Richtung  der  Verlängerung  dieses  bestimmten  Theils 
der  Normale  wirken. 

§  38,  Wenn  der  materielle  Punkt  M,  auf  welchen  die 
Kräfte  P,  P',  P"  etc.  wirken,    gezwungen   ist,    auf  zwei  ge- 
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gebenen  Flächen,  also  auf  ihrer  Durchschnittscurve  zu  bleiben, 
so  genügt  es,  damit  Gleichgewicht  stattfinde,  dass  die  Resul- 
tante aller  Kräfte  sich  in  zwei  zu  den  gegebenen  Flächen 
senkrechte  Kräfte  zerlegen  lässt,  welche  durch  den  Wider- 
stand derselben  aufgehoben  werden.  Fügt  man  daher  den 
Kräften  P,  P'  .  .  .  zwei  zu  diesen  Flächen  normale,  ihrer 
Grösse  nach  aber  unbekannte  Kräfte  hinzu,  so  kann  man  von 
den  Flächen  absehen  und  den  beweglichen  Punkt  als  voll- 
kommen ft*ei  betrachten. 

Sind  N  und  N'  diese  neuen  Kräfte;  X,  [i,  v  resp.  X',  (t', 
v'  die  Winkel,  welche  ihre  Richtungen  mit  den  Axen  MA, 
MB,  MC  bilden,  so  werden  die  Gleichungen  (e) 

N  cos  X  +  N'  cos  X'  +  P  cos  a  -j-  P'  cos  a'  +  -  .  .  =  0, 
N  cos  [j.  +  N'  cos  {jl'  +  P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  •  •     ==  0,    (h) 
N  cos  V  +  N'  cos  v'  +  P  cos  T  +  P  cos  7'  -f-  *  •  •  ==  0. 

Bezeichnen  wir  femer  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes 
M  in  Beziehung  auf  ein  den  Richtungen  MA,  MB  und  MC 
paralleles  Axensystem,  und  mit  L  =  0  und  L'  =  0  die 
Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Flächen,  so  sind  die 
Werthe  von  cos  X,  cos  |i  und  cos  v  dieselben  wie  vorher  und 
die  von  cos  X',  cos  (i',  cos  v'  gehen  aus  jenen  hervor,  wenn 
man  darin  L'  an  Stelle  von  L  setzt.  Wenn  man  diese  Werthe 
in  die  drei  Gleichungen  (h)  einsetzt  und  darauf  N  und  N' 
daraus  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichgewichtsbedingung, 
welcher  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  genügen  müssen. 
Ist  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  auf  dem  Durchschnitt 
der  beiden  Flächen  nicht  gegeben,  so  bestinmit  diese  Gleich- 
gewichtsbedingung in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  L  =  0 
L'  =  0  seine  drei  Coordinaten  x,  y,  z. 

Wenn  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  auf  der  Curve 
gegeben  ist,  so  erhält  man  die  Gleichgewichtsbedingung  für 
die  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  indem  man  die  Axen  MB  und  MC, 
denen  die  Winkel  |i,  ß,  ß'  .  .  .  und  v,  7,  y'  •  .  .  entsprechen 
in  der  Ebene  der  Normale  der  beiden  gegebenen  Flächen 
nimmt.  Die  dritte  Axe  MA  fällt  dann  mit  der  Tangente  der 
Schnittcurve  zusammen;  sie  steht  daher  auf  den  normalen 
Kräften  N  und  N'    senkrecht,    so   dass   man   hat:    X  =  90®, 

4* 
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X'  =  90^  und,  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (h) 

P  cos  a  -|-  P'  cos  a  +  P"  cos  a"  -] =0, 

als  gesuchte  Gleichgewichtsbedingung. 

Diese  Gleichung  spricht  aus,  dass  die  Summe  der  Compo- 
nenten  von  P,  P' . . .  in  Richtung  der  Tangente  der  Durch- 
schnittscurve  gleich  0  ist;  dies  ist  in  der  That  erforderlich, 
wenn  der  Punkt  M  auf  dieser  Curve  nicht  gleiten  soll.  Hat 
man  sich  überzeugt,  dass  sie  erfüllt  ist,  so  bestimmt  man  die 
Werthe  der  Kräfte  N  und  N'  und  den  Sinn,  in  welchem  sie 
wirken,  vermittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  (h).  Nimmt 
man  darauf  zwei  Kräfte  an,  welche  N  und  N'  gleich  und 
entgegengesetzt  sind  und  vereinigt  diese  nach  der  Regel  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte  zu  einer  einzigen,  so  ist  diese  die 
Resultante  der  Kräfte  P,  P' . . .  und  gibt  den  Druck  an, 
welcher  senkrecht  auf  die  gegebene  Curve  ausgeübt  wird. 

§  39.  Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man:  wenn  der 
materielle  Punkt  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  Curve 
sich  zu  bewegen,  so  ist  eine  Gleichgewichtsbedingung  zu  er- 
füllen; ist  seine  Bewegung  auf  eine  gegebene  Fläche  be- 
schränkt, so  ist  für  das  Gleichgewicht  erforderlich,  dass  zwei 
Bedingungen,  und  ist  er  ganz  frei,  dass  drei  Bedingungen 
erfüllt  werden,  so  dass  sich  die  Zahl  der  Bedingungs- 
gleichungn  in  demMaasse  wie  die  Freiheit  der  Bewegung  des 
Punktes  vermehrt.  Diese  verschiedenen  Gleichungen  sind  in 
einer  einzigen  Formel  enthalten,  welche  wir  in  der  Folge  als 
die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung  kennen  lernen  werden, 
die  auf  jedes  beliebige  System  materieller  Punkte  anwend- 
bar ist. 

Um  diese  Formel  zu  erhalten  denken  wir  uns,  dass  der 
materielle  Punkt  von  einem  Punkte  M,  seiner  Gleichgewichts- 
lage, nach  einem  unendlich  nahen  Punkte  0  versetzt  werde, 
und,  zwar  so,  dass  die  Yerrückung  mit  den  Bedingungen,  denen 
der  bewegliche  Punkt  unterworfen  ist,  im  Einklang  steht. 
Wir  bezeichnen  mit  r,  p,  p' . . .  die  Projectionen  der  unendlich 
kleinen  Strecken  MO  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  R,  P, 
P' . . .  in  der  ersten  Lage  des  bewegten  Punktes  und  be- 
trachten jede  dieser  Projectionen  als  positiv  oder  negativ,  je 
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nachdem  sie  in  die  Richtung  der  betreffenden  Kraft  selbst, 
oder  in  ihre  Verlängerung  fällt.  Ist  nun  die  Kraft  R  die 
Resultante  der  Kräfte  P,  P',  P"  . . .  so  ist  das  Product  R  r 
für  den  Fall  des  Gleichgewichts  stets  gleich  0:  fCb*  einen 
ganz  freien  Punkt,  weil  dann  die  Resultante  R  gleich  0  sein 
muss,  und  auch  fQr  einen  Punkt  der  gezwungen  ist  sich  auf 
einer  gegebenen  Fläche  oder  Gurve  zu  bewegen,  weil  in 
diesem  Fall  die  Resultante  die  Richtung  der  Normalen  hat, 
während  die  Verschiebung  MO  in  der  Tangentialebene  oder 
der  Tangente  liegt,  so  dass  ihre  Projection  r  auf  die  Richtung 
R  gleich  0  ist.  Nach  der  Gleichung  (d),  die  wir  vorher  ent- 
wickelt haben,  und  welche  ungeändert  gültig  bleibt»  wenn  die 
Linie  MO  unendlich  klein  ist,  muss  daher 

pp + p'p'  +  p"p"  + — 0  (i) 

sein,  sobald  die  Kräfte  P,  P',  P"  . . .  sich  im  Gleichgewichte 
befinden.  Umgekehrt  findet  Gleichgewicht  statt,  sobald  diese 
Gleichung  für  alle  möglichen  Verschiebungen  eines  mate- 
riellen Punktes  eifüllt  ist,  mag  derselbe  nun  ganz  frei,  oder 
gezwungen  sein,  auf  einer  gegebenen  Fläche  oder  Gurve 
zu  bleiben. 

Man  nennt  virtuelle  Geschwindigkeit  eines  im 
Gleichgewicht  befindlichen  materiellen  Punktes  jede  unendlich 
kleine  Linie  MO,  die  man  ihn  beschreiben  lassen  kann  im 
Einklang  mit  den  Bedingungen,  denen  er  unterworfen  ist;  und 
der  Satz  vom  Gleichgewichte,  der  in  der  soeben  abgeleiteten 
Gleichung  enthalten  ist,  und  auf  den  wir  später  zurück- 
kommen werden,  heisst  das  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten. 

Wenden  wir  dasselbe  der  Reihe  nach  an  auf  einen  ganz 
freien  Punkt,  auf  einen  solchen,  dessen  Beweglichkeit  auf 
eine  gegebene  Fläche  oder  endlich  auf  eine  gegebene  Gurve 
beschränkt  ist,  so  werden  wir  ohne  Schwierigkeit  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen, die  wir  vorher  erhalten  haben,  wieder 
erhalten.  Die  Gleichungen  (e)  ergeben  sich  aus  der  Formel  (i) 
wenn  man  für  MO  die  Verschiebung  von  M  auf  den  Axen 
MA,  MB,  MG  nimmt;  die  Gleichgewichtsbedingungen,  die  zu 
erfüllen   sind,   wenn  der  Punkt  auf  einer  gegebenen  Fläche 
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bleiben  muss,  erhält  man,  wenn  man  die  Verschiebung  auf 
zwei  in  der  Tangentialebene  liegenden  Axen  betrachtet;  und 
die  Formel  (i)  liefert  unmittelbar  die  Gleichgewichtsbedingung 
für  einen  Punkt,  der  sich  nur  auf  einer  gegebenen  Curve  be- 
wegen kann,  wenn  man  für  MO  das  Curvenelement  setzt,  und 
für  p,  p',  p" . . .  die  Projectionen  dieses  Elementes  auf  die 
Richtungen  der  Kräfte  P,  P',  P"  etc.  Wenn  die  Winkel, 
welche  diese  Richtungen  mit  der  Tangente  bilden,  mit  a,  a', 
a"  . . .  bezeichnet  werden,  so  hat  man  alsdann 

p  =  MO  cos  a,  p'  =  MO  cos  a,  p"  =  MO  cos  a"  .  . . 

und  die  Oleichung  (i)  geht,  wenn  man  noch  den  gemeinsamen 
Factor  MO  fortlässt,  über  in 

P  cos  a  +  P'  cos  CL  -f-  P"  cos  a"  -| =  0, 

dieselbe  Gleichung,  die  wir  auch  oben  gefunden  haben. 


Cap.  II. 

Vom  Glelehgewiehte  am  Hebel. 

§  40.  Wir  betrachten  hier  einen  Hebel  als  eine  gerade 
oder  krumme  Linie  EGF  (Fig.  10),  welche  nicht  dehnbar,  mid 
überhaupt  von  unveränderlicher  Gestalt  ist  und  sich  nur  in 
einer  Ebene  um  einen  festen  Punkt  C,  den  Unterstützungs- 
punkt, drehen  kann.  Gewöhnlich  wirken  nur  zwei  Kräfte  an 
dieser  Maschine,  von  denen  die  eine  die  andere  im  Gleich- 
gewicht zu  halten  sucht;  die  erstere  heisst  die  Kraft,  die 
andere  die  Last.  Der  grösseren  Allgemeinheit  halber  nehmen 
wir  jedoch  an,  dass  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften,  in  der 
Ebene  des  Hebels  liegend,  in  verschiedenen  Punkten  dieser 
Linie  angreifen,  und  es  handelt  sich  nun  darum,  ihre  Gleich- 
gewichtsbedingungen zu  finden. 

Ich  beabsichtige  nicht,  die  Gesetze  des  Gleichgewichts, 
welche  hier  entwickelt  werden,  in  dem  vorliegenden  Werke 
auf  die  verschiedenen  Maschinen  anzuwenden.  Was  die  ein- 
fachen Maschinen  anbelangt,  so  verweise  ich  auf  die  „Traites 
^lementaires  de  Statique'' ;  das  Gesetz  vom  Gleichgewichte  am 
Hebel  ist  aber  ein  Prinzip  der  Mechanik,  und  wir  müssen  uns 
daher  hier  damit  beschäftigen;  wir  werden  sehen,  wie  dieses 
Princip  mit  dem  der  Zusammensetzung  der  auf  einen  ein- 
zelnen Punkt  wirkenden  Kräfte  zusammenhängt. 

§  41.  Wenn  mehrere  Kräfte  an  einem  Körper  von  un- 
veränderlicher Gestalt  angebracht  sind,  so  kann  man  den 
Angriffspunkt  jeder  dieser  Kräfte  in  einen  anderen  in  ihrer 
Richtung  liegenden  Punkt  des  Körpers  verlegen.  Wenn  z.  B. 
eine  gegebene  Kraft  P  in  dem  Endpunkte  E  des  Hebels  an- 
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greift  und  in  der  Richtung  AE  wirkt,  und  wenn  M  ein  anderer 
mit  dem  Hebel  fest  verbundener  Punkt  dieser  Richtung  ist,  so 
dai-f  man  die  Kraft  P  durch  eine  andere  ihr  gleiche  Kraft 
ersetzen,  die  auf  den  Punkt  M  in  der  Richtung  MA  wirkt. 
Denken  wir  uns,  um  dies  einzusehen,  zunächst  zwei  einander 
gleiche  Kräfte  im  Punkte  M  angebracht,  von  denen  die  eine 
in  der  Richtung  MA,  die  andere  in  der  genau  entgegen- 
gesetzten Richtung  MA'  wirkt;  ist  nun  jede  dieser  Kräfte 
gleich  P,  so  wird  die,  welche  nach  MA'  wirkt,  die  auf  den 
Punkt  E  in  der  Richtung  EA  wirkende  Kraft  P  aufheben, 
weil  diese  beiden  gleichen  Kräfte  an  den  Enden  der  unausdehn- 
baren Graden  ME  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken;  es 
bleibt  daher  nur  die  am  Punkte  M  in  der  Richtung  MA 
wirkende  Kraft  P  übrig,  und  durch  diese  ist  somit  die  ge- 
gebene Kraft  P  im  Punkte  E  ersetzt. 

Die  Kräfte  wirken  oft  mittelbar  auf  die  Körper,  welche 
sie  bewegen  oder  zu  bewegen  streben,  indem  sie  dieselben 
entweder  an  einem  Faden  ziehen  oder  vermittelst  einer  gegen 
die  Oberfläche  gelehnten  Stange  schieben.  Dieser  Faden  oder 
diese  Stange  dehnt  sich  aus  oder  drückt  sich  zusammen ;  erst 
wenn  sie  aufgehört  haben,  sich  zu  verlängern  oder  zu  ver- 
kürzen, kann  man  sie  als  unveränderliche  Linien  betrachten, 
die  die  Richtungen  der  Kräfte  darstellen.  Die  Wirkung  ist 
alsdann  dieselbe,  als  wenn  die  Kräfte  direct  auf  diejenigen 
Punkte  der  Oberfläche  des  beweglichen  Körpers  wirkten,  in 
denen  ihn  jene  Linien  treffen.  Auch  der  Hebel  ist  nicht 
eine  Linie  von  unveränderlicher  Gestalt,  wie  wir  hier  voraus- 
setzen ;  es  ist  eine  Stange,  die  sich,  wenn  auch  noch  so  wenig, 
biegt  und  sich  um  ein  Geringes  ausdehnt  oder  zusammenzieht, 
je  nach  den  Bjräften,  welche  daran  angebracht  sind.  Die 
Gestalt  die  er  annimmt,  würde  von  vornherein  sehr  schwierig 
zu  bestimmen  sein;  aber  immer  tritt  ein  Zeitpunkt  ein,  von 
dem  an  man  ihn  als  unveränderlich  betrachten  kann;  und 
erst  auf  die  Gestalt,  die  er  in  diesem  Zustand  hat,  und  die 
im  Allgemeinen  von  seiner  natürlichen  sehr  wenig  verschieden 
sein  wird,  beziehen  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen,  um 
deren  Auffindung  es  sich  handelt. 
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§  42.  Nehmen  wir  an,  dass  eine  zweite  Kraft  Q  am 
anderen  Ende  F  des  Hebels  in  der  Kichtung  FB  wirke,  und 
dass  die  beiden  Richtungen  EA  und  FB  in  der  Ebene  liegen, 
in  der  sich  der  Hebel  drehen  kann;  diese  beiden  Richtungen 
werden  sich  in  einem  gewissen  Punkte  M  treifen,  den  man, 
wie  wir  vorher  gezeigt  haben,  als  den  gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt  von  P  und  Q  ansehen  darf.  Dann  kann  man 
nach  der  Regel  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  die  Resultante 
dieser  beiden  Kräfte  bestimmen,  welche  gleichfalls  im  Punkte 
M  angreift.  Damit  diese  nun  aufgehoben  werde  und  der 
Hebel  im  Gleichgewichte  bleibe,  ist  es  nöthig,  dass  ihre  Rich- 
tung durch  den  Stützpunkt  C  geht;  und  dies  genügt  auch: 
denn  wenn  man  sich  die  Kraft  in  ihrer  Richtung  bis  dahin 
verschoben  denkt,  so  wird  sie  durch  den  Widerstand  dieses 
festen  Punktes  aufgehoben.  Fällt  man  vom  Punkte  C  Perpen- 
dikel CG  und  CH  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q,  so 
hat  man  nach  §  29  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

P  :  Q  =  CH  :  CG, 

und  umgekehrt  findet  Gleichgewicht  statt,  wenn  diese  Pro- 
portion besteht.  Bezeichnet  man  daher  die  Perpendikel  CG 
und  CH  mit  p  und  q  so  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung: 

Pp  =  Qq. 

Man  bezeichnet  als  „Moment  einer  Kraft  in  Be- 
ziehung auf  einen  Punkf  das  Product  dieser  Kraft  und 
der  von  dem  Punkte  auf  ihre  Richtung  gefällten  Senkrechten. 
Mithin  ist  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  am  Hebel  die, 
dass  die  Momente  der  Kraft  und  der  Last  in  Beziehung  auf 
den  Stützpunkt  gleich  sind ;  dabei  wird  natürlich  vorausgesetzt, 
dass  jede  der  beiden  Kräfte  den  Hebel  im  entgegengesetzten 
Sinne  wie  die  andere  zu  drehen  sucht. 

Wenn  die  Linien  CG  und  CH  fest  mit  dem  Hebel  ver- 
bunden sind,  so  können  wir  G  und  H  als  Angriffspunkte  der 
Eräfte  P  und  Q  wählen  und  den  Hebel  von  beliebiger  Gestalt 
ECF  durch  den  Winkelhebel  GCH  (Fig.  11)  ersetzen.  Die 
Perpendikel  CG  und  CH  heissen  die  Hebelarme  der  Kraft 
und  der  Last. 
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Die    Gleichgewichtsbedingung    ist    unabhängig    von    der 
Grösse  des  Winkels  GCH;   dies  lässt  sich  auch  a  priori  ein- 
sehen.    In  der  That,  beschreibt  man  vom  Punkte  C  aus  mit 
dem  Radius  CH  einen  Kreisbogen  HH\  nimmt  denselben  als 
mit  dem  Hebel  fest  verbunden  an  und  bringt  in  H'  zwei  der 
Kraft  Q  gleiche  und  in  der  Tangente  dieses  Punktes  in  den 
entgegengesetzten  Richtungen  H'B'  und  H'B"  wirkende  Kräfte 
an,   so  wird  offenbar  die  Kraft  Q  in  der  Richtung  H'B"  von 
der  Kraft  Q   in   der  Richtung  HB   aufgehoben.     Denn  diese 
beiden  Kräfte  suchen  das  System  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen zu  drehen,  und  es  ist  kein  Grund  vorhanden,  dass  es 
der  einen  mehr  als  der  anderen  folgen  sollte.     Von  den  drei 
Kräften   Q   bleibt  mithin  als   wirkend  nur  die   in  Richtung 
H'B'  übrig:  die  gegebene  Kraft  Q  ist  durch  die   letztere  er- 
setzt,  ohne  dass  sich  am  Gleichgewicht  dadurch  etwas  hätte 
ändern  können,    während  der  Winkel  GCH  in  den  grösseren 
oder  kleineren  Winkel  GCH'  übergegangen  ist. 

Durch  diese  Veränderung  kann  der  Winkel,  den  die 
beiden  Hebelarme  mit  einander  bilden,  gleich  180^  oder  gleich 
0  werden ;  dann  geht  der  Hebel  in  eine  Gerade  über,  und  die 
Kraft  und  die  Last  werden  zu  parallelen  in  gleichem  oder  in 
entgegengesetztem  Sinne  gerichteten  Kräften ;  zu  ihrem  Gleich- 
gewichte ist  erforderiich,  dass  ihre  Grössen  zu  einander  im 
umgekehrten  Verhältnisse  stehen,  wie  die  Längen  ihrer 
Hebelarme. 

§  43.  Wenn  man  mit  R  die  Resultante  der  beiden  im 
Punkte  M  (Fig.  10)  sich  treffenden  Kräfte  P  und  Q  bezeichnet, 
und  mit  m  den  von  ihren  Richtungen  gebildeten  Winkel  AMB 
so  ist  nach  §  29 

R«  =  P«  4-  Q«  +  2PQ  cos  m; 

und  der  Werth  von  R  stellt  den  Druck  dar,  den  der  Stütz- 
punkt C  im  Gleichgewichtszustande  auszuhalten  hat.  In 
diesem  Punkte  angebracht  wird  die  Kraft  R  die  Richtung  CD 
haben,  die  Verlängerung  von  MC.  Die  Pig.  10  setzt  den 
Punkt  G  als  zvnschen  den  Angriffspunkten  E  und  F  der  Kraft 
und  der  Last  gelegen  voraus.   Das  Gegentheil  ist  bei  Fig.  12 
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der  Fall;  aber  die  Ueberlegungen,  welche  wir  soeben  ge- 
macht haben,  gelten  für  beide  Fälle.  Der  Unterschied 
besteht  nur  darin,  dass  im  ersten  Falle  die  Kräfte  P  und  Q 
auf  zwei  verschiedenen  Seiten  des  Hebels  wirken  und  der 
Winkel  AMB  spitz  ist,  während  die  Kräfte  im  zweiten  Falle 
auf  derselben  Seite  wirken  und  der  Winkel  AMB  stumpf  ist. 

Wenn  die  drei  Punkte  E,  F,  C  dieselben  bleiben,  während 

der  Schnittpunkt  der  drei  Kräfte  P,   Q,   R   in's  Unendliche 

rückt,  so  werden  diese  Kräfte  parallel.    Im  Falle  der  Fig.  10 

wird    dann    der    Winkel    m    unendlich    klein;     man    hat 

cos  m  =  1  und  folglich: 

R  =  p  +  Q. 

Im  zweiten  Falle  wird  das  Supplement  des  Winkels  m  un- 
endlich klein;  es  wird  also  cos  m  =  —  1  und 

R  =  Q  -  P, 

wenn  P  <C  Q  ist.  Mithin  ist  die  Resultante  zweier  paralleler 
Kräfte  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem  diese 
Kräfte  in  demselben  Sinne  oder  in  entgegengesetztem  wii^ken ; 
wenn  ihre  Richtungen  entgegengesetzt  sind,  wirkt  die  Resul- 
tante im  Sinne  der  grösseren.  In  beiden  Fällen  stehen  die 
Componenten  P  und  Q  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  ein- 
ander, wie  ihre  Entfernungen  CG  und  CH  von  der  Resultante. 
Zieht  man  nun  eine  gemeinsame  Senkrechte  zu  den  drei 
parallelen  Kräften  und  nennt  a  den  Theil  OH  dieser  Geraden 
(Fig.  13  und  14)  zwischen  den  beiden  Componenten  P  und  Q, 
und  X  die  Entfernung  CH  der  Resultante  R  von  der  grösseren 
Componente  Q,  so  ist: 

P  :  Q  =  X  :  a  +  X, 
wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem P    und   Q    in    demselben  (Fig.    13)    oder   in    entgegen- 
gesetztem Sinne  (Fig.  14)  wirken.     Es  folgt  daraus: 

P  :  Q  +  P  =  X  :  a, 
und  mithin: 

_      aP 

^  ~  Q  +  P' 

eine  Gleichung,  die  die  Lage  der  Resultante  bestimmt,  deren 
Grösse  Q  +  P  ist. 
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%  44.  Wenn  die  Kräfte  P  und  Q  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken  und  sich  sehr  wenig  von  einander  unterscheiden, 
so  wird  ihre  Resultante,  die  immer  im  Sinne  der  grösseren 
wirkt,  in  sehr  grosser  Entfernung  von  den  gegebenen  Kräften 
liegen.  Wenn  dieselben  aber  genau  gleich  sind,  so  wird 
diese  Entfernung  unendlich ;  dies  deutet  an,  dass  zwei  gleiche, 
parallel  und  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtete  Kräfte 
nicht  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden  können;  und 
in  der  That  wäre  auch  kein  Grund  vorhanden,  warum  diese 
Kraft  mehr  in  einer  als  in  einer  anderen  Richtung  wirken 
sollte. 

Wenn  zwei  Kräfte  der  genannten  Art  an  den  Endpunkten 
einer  Graden  GH  (Fig.  15)  wirken,  so  werden  sie  dieselbe 
um  ihre  Mitte  K  drehen,  eine  Wirkung  die  offenbar  durch 
eine  einzige  Kraft  nicht  hervorgebracht  werden  konnte.  Man 
kann  dieselben  auf  unendlich  viele  verschiedene  Weisen  durch 
zwei  andere  Kräfte  derselben  Art  ersetzen ;  denn  man  ändert 
nichts  an  ihrer  Wirkung,  wenn  man  z.  B.  in  den  Punkten 
G  und  H  in  den  Verlängerungen  GE  und  HE  der  Geraden 
GH  zwei  gleiche  Kräfte  von  beliebiger  Grösse  anbringt;  nun 
sind  aber  die  Resultante  von  GA  und  GE  und  die  von  HB 
und  HF  wieder  gleiche,  parallel  und  in  entgegengesetztem 
Sinne  gerichtete  Kräfte  GC  und  HD  und  diese  Resultanten 
ersetzen  die  ursprünglichen  Kräfte  GA  und  HB.  Nennt  man 
P  die  gemeinschaftliche  Grösse  der  beiden  Kräfte  und  a  ihre 
Entfernung  von  einander,  so  ändern  sich  diese  Grössen  beide, 
wenn  man  die  beschriebene  Operation  vornimmt;  aber  ihr 
Product  aP  wird,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  constant 
bleiben. 

§  46.  Uebrigens  ist  dieser  besondere  Fall  der  einzige, 
in  welchem  ein  System  einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften 
P,  P',  P"  .  .  .  die  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  fest  mit 
einander  verbundene  materielle  Punkte  wirken,  sich  nicht  auf 
eine  einzige  Kraft  zurückfuhren  lässt.  In  der  That,  mögen 
die  beiden  Kräfte  P  und  P'  sich  in  einem  Punkte  treffen, 
oder  mögen  sie  parallel  sein:  man  kann  sie  durch  eine  Kraft 
Q  ersetzen  nach  der  Regel  vom  Parallelogranun  der  Kräfte 
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oder  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten.  Diese 
erste  Resultante  Q  vereinigt  man  mit  P"  in  derselben  Weise 
zu  einer  Kraft  Q',  diese  letztere  mit  P'"  zu  einer  Kraft  Q" 
und  so  weiter,  bis  man  alle  gegebenen  Kräfte  auf  zwei 
zurückgeführt  hat,  die  sich  ihrerseits  zu  einer  einzigen  Kraft 
R  vereinigen  lassen,  wenn  sie  nicht  zu  dem  Ausnahmefall 
gehören,  um  den  es  sich  handelt. 

In  dem  allgemeinen  Fall  ist  diese  Kraft  R  die  Resultante 
der  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"  etc.;  und  wenn  man  den 
Componenten  eine  Kraft  R'  =  R  hinzufügt,  die  R  genau 
entgegengesetzt  jst,  so  wird  sich  das  System  im  Oleichgewicht 
befinden.  Die  Grösse  von  R  und  ihre  Lage  in  der  Ebene 
der  gegebenen  Kräfte  hängt  keineswegs  von  der  Reihenfolge, 
in  der  man  die  Kräfte  mit  einander  vereinigt  hat,  ab.  Denn 
wenn  man  diese  Reihenfolge  ändert,  und  man  käme  zu  einer 
Kraft  S,  die  der  Grösse  oder  Richtung  nach  von  R  verschieden 
wäre,  so  müsste  die  eine  dieser  beiden  Kräfte,  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommen,  der  anderen  das  Gleichgewicht 
halten,  was  nicht  möglich  ist. 

Soll  nun  zwischen  den  Kräften  P,  P',  P"  .  .  .,  die  auf 
einen  in  ihrer  Ebene  liegenden  Hebel  wirken,  Gleichgewicht 
herrschen,  so  müssen  sie  sich  zunächst  auf  eine  einzige  Kraft 
reduciren  lassen;  denn  wenn  sie  zwei  nicht  reductibele 
parallele  Kräfte  S  und  S'  lieferten,  und  S'  wäre  die  dem 
Stützpunkte  am  nächsten  liegende,  so  könnte  man  S'  in  zwei 
parallele  und  in  demselben  Sinne  wirkende  Kräfte  Q  und  Q' 
zerlegen,  von  denen  die  erste  S  genau  entgegengesetzt  wäre, 
während  die  zweite  durch  den  Stützpunkt  ginge.  Diese 
Componenten  wären  beide  kleiner  als  S'  oder  S,  die  Kraft  Q' 
würde  aufgehoben  und  es  bliebe  nur  eine  Kraft  S  —  Q  übrig, 
welche  den  Hebel  in  dem  Sinne  von  S  drehen  würde.  Wenn 
die  gegebenen  Kräfte  sich  dagegen  zu  einer  einzigen  Kraft  R 
vereinigen  lassen,  so  muss  diese  nun  überdies  durch  den 
Unterstützungspunkt  des  Hebels  gehen,  wenn  Gleichgewicht 
stattfinden  soll.  Diese  Bedingung  lässt  sich  durch  eine 
Gleichung  ausdrücken,  vermittelst  eines  Satzes,  den  wir  nun 
entwickeln  wollen. 
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§  46.  Betrachten  wir  zunächst  nur  zwei  Kräfte  und 
ihre  Resultante.  Das  Moment  dieser  Resultante  in  Beziehung 
auf  einen  in  der  Ebene  der  drei  Kräfte  liegenden  Punkt,  das 
Rotationscentrum,  ist  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz 
der  Momente  der  beiden  Componenten  in  Beziehung  auf  den- 
selben Punkt :  gleich  der  Differenz,  wenn  das  Rotationscentrum 
in  dem  Winkel  der  Componenten  liegt  oder  in  dem  Scheitel- 
winkel desselben;  gleich  der  Summe,  wenn  dieser  Punkt 
ausserhalb  der  beiden  Winkel  liegt. 

Seien,  um  dies  einzusehen,  P  und  P'  die  beiden  Kräfte, 
MA  und  MA'  (Fig.  16  und  17)  ihre  Richtungen,  Q  ihre 
Resultante  in  der  Richtung  MB,  C  das  Rotationscentrum, 
p,  p',  q  die  vom  Punkte  C  auf  die  Richtungen  von  P,  P',  Q 
gefällten  Perpendikel  Ca,  Ca',  Cb.  Wir  zerlegen  jede  dieser 
drei  Kräfte  in  zwei  andere,  die  in  die  Richtung  von  MC  und 
der  darauf  Senkrechten  KMK'  fallen,  und  betrachten  die  senk- 
rechten Componenten.     Es  ist  offenbar 

cos  BMK  =  sin  BMC  =  ^, 

c 

wenn  man  mit  c  die  Länge  der  Strecke  MC  bezeichnet;  da- 
her wird  die  Componente  von  Q  in  der  Richtung  MK  gleich 

—  sein ;  ebenso  werden  die  zu  MC  senkrechten  Componenten 

Pp  P'p' 

von  P  und  P'   gleich  -  -  und     --  sein.     Sie  wirken  in   ent- 

c  c 

gegengesetztem  Sinne,  wenn  die  Linie  MC  den  Winkel  AMA' 
durchschneidet,  dagegen  in  demselben  Sinne,  wenn  sie  ausserhalb 
dieses  Winkels  fällt.  Nun  muss  aber  die  Summe  dieser  Com- 
ponenten im  zweiten  Falle,  oder  der  Ueberschuss  der  grösseren 
über  die  kleinere  im  ersten,  die  Componente  von  Q  aus- 
machen, da  Q  die  Resultante  von  P  und  P'  ist;  nehmen  wir 
also  die  Componente  von  P  grösser  an  als  die  von  P'  und 
lassen  den  gemeinschaftlichen  Divisor  c  weg,  so  erhalten  wir . 

Qq  =  Pp  +  Py, 

was  wir  zeigen  wollten. 

Denken  wir  uns,  dass  der  Punkt  C  fest  sei  uud  dass  die 
Perpendikel  Ca,  Ca,  Cb  ein  unveränderliches  System   bilden. 
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SO  können  die  Kräfte  P,  P',  Q,  die  wir  uns  in  die  Endpunkte 
dieser  Strecken  a,  a',  b  verschoben  denken  dürfen,  nur  eine 
Rotationsbewegung  um  das  Rotationscentrum  hervorbringen. 
Nun  zeigt  aber  die  Betrachtung  der  Fig.  17,  welcher  das 
obere  Zeichen  in  der  vorhergehenden  Gleichung  entspricht, 
dass,  wenn  der  Punkt  C  ausserhalb  des  Winkels  AMA'  und 
seines  Scheitelwinkels  liegt,  die  drei  Kräfte  P,  P',  Q  ihre 
Angriffspunkte  in  demselben  Sini^e  um  den  Punkt  G  zu  drehen 
suchen;  wenn  dagegen  dieser  Punkt  in  einem  dieser  beiden 
Winkel  liegt,  so  zeigt  die  Fig.  16,  die  dem  unteren  Zeichen 
in  der  Gleichung  entspricht,  dass  die  Kräfte  P  und  P'  die 
Punkte  a  und  a'  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen 
streben;  und  man  sieht  auch,  dass  in  diesem  Fall  die  Resul- 
tante Q  ihren  Angriffspunkt  in  demselben  Sinne  wie  die 
Componente  mit  dem  grösseren  Momente  zu  bewegen  sucht. 
Nach  dieser  Bemerkung  kommt  der  Satz,  den  wir  beweisen 
wollten,  darauf  hinaus:  dass  das  Moment  der  Resultante  zweier 
Kräfte  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  Momente 
dieser  beiden  Kräfte  ist,  je  nachdem  die  Componenten  ihre 
Angriffspunkte  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
um  das  Rotationscentrum  zu  bewegen  suchen,  und  dass  die 
Resultante  eine  Drehung  im  Sinne  der  Componente  mit  dem 
grösseren  Drehungsmomente  anstrebt. 

Wenn  dieser  Satz  für  Kräfte  gilt,  deren  Richtungen  einen 
beliebigen  Winkel  bilden,  so  muss  er  auch  Geltung  behalten, 
wenn  jene  Richtungen  parallel  werden;  wirklich  lässt  sich 
diese  Folgerung  leicht  aus  der  Zusammensetzung  der  Kräfte 
dieser  Art  (§  43)  ableiten. 

§  47,.  Der  Vortheil,  den  diese  letzte  Fassung  des 
Satzes  bietet,  liegt  darin,  dass  sich  derselbe  leicht  auf  eine 
beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  P',  P"  .  .  .,  ausdehnen  lässt, 
die  in  einer  Ebene  liegen.  Sehen  wir  das  Rotationscentrum 
als  einen  festen  Punkt  an,  um  welchen  die  Kräfte  das  System 
ihrer  unter  einander  auf  unwandelbare  Weise  verbundenen 
Angriffspunkte  zu  drehen  streben,  so  ist  das  Moment  der 
Resultante  gleich  der  Summe  der  Momente  der  Kräfte,  die 
eine  Drehung  in  demselben  Sinne  wie  sie  erstreben,  weniger 
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der  Summe  der  Momente  der  Kräfte,  die  eine  Drehung  im 
entgegengesetzten  Sinne  hervorzubringen  suchen. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  in's  Auge  zu 
fassen  an,  dass  die  drei  ersten  Kräfte  P,  P',  P"  in  ein 
und  demselben  Sinne,  dagegen  alle  anderen  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  drehen.  Nehmen  wir  die  Reihe  von  Reduc- 
tionen  des  §  45  vor.  Sei  Q  die  Resultante  von  P  und  P', 
und  Q'  die  von  Q  und  P",  oder  von  P,  P',  P".  Seien  femer 
P»  P  >  P  »  Q»  ^  <iiö  vom  Rotationscentrum  auf  die  Richtungen 
von  P,  P',  P",  Q,  Q'  gefällten  Senkrechten.  Dann  ist  wie 
wir  gesehen  haben: 

Qq  =  Pp  +  P  P', 
Q'q=  Qq+PV, 
mithin:  Q'q  =  Pp  +  P'p  +  P"p". 

Bezeichnen  wir  mit  Q^  die  Resultante  aller  übrigen  Kräfte 
P'",  P""  etc.,  mit  Qi  die  vom  Rotationscentrum  auf  ihre  Rich- 
tung gefällte  Senkrechte  und  mit  p'",  p""  die  von  demselben 
Punkte  auf  die  Richtungen  von  P'",  P""  etc.  gefällten  Perpen- 
dikel, so  ist  auch 

iqi  =  Pp   +P  p    +•• 

Nun  ist  aber  die  Resultante  R  aller  gegebenen  Kräfte  die 
der  beiden  Kräfte  Q'  und  Q^ ;  wenn  man  daher  mit  r  die 
Senkrechte  vom  Rotationscentrum  auf  die  Richtung  von  R 
bezeichnet  und  berücksichtigt,  dass  die  Kräfte  Q'  und  Q,  in 
entgegengesetztem  Sinne  drehen,  so  wird 

Rr  =  +  (Q'q'  ~  QiqJ  sein, 

je  nachdem  Q'q'  §  Qiqj  ist.  Im  ersten  Falle  sucht  die 
Kraft  R  in  demselben  Sinne  wie  Q'  zu  drehen,  mithin  in 
demselben  Sinne  wie  die  drei  Kräfte  P,  P',  P".  Nehmen 
wir  an,  dass  dieser  erste  Fall  vorliege,  und  setzen  wir  für 
Q'q'  und  Qjqi  ihre  Werthe  ein,  so  erhalten  wir: 

Rr  =  Pp  +  Py  +  P' p"  -  P'-p'"  -  F'Y"'  •  •  •,      (1) 

eine  Gleichung,  welche  den  Satz  den  wir  beweisen  wollten, 
ausspricht. 

Ist  nun  das  Rotationscentruni  der  Stützpunkt  des  Hebels 
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an  welchem  die  Kräfte  P,  P',  P"  etc.  wirken,  so  muss, 
wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll, 

Pp  +  Fp  +  P"p  '  -  Vy  —  P"'p  "  _  .  .  .  =  0,     (2) 

sein,  da  in  diesem  Falle  die  Kräfte  nach  §  45  eine  Resul- 
tante haben  müssen,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  für 
welche  alsor  =  0  ist. 

§  48«  Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  verallgemeinem, 
wenn  man  durch  Zerlegungen  und  neue  Zusanmiensetzungen 
die  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  durch  andere  Kräfte  S,  S',  S"  .  .  . 
ersetzt,  die  zusammengenommen  den  gegebenen  äquivalent 
sind.  Bezeichnen  wir  mit  s,  s',  s"  .  .  .  die  vom  Rotations- 
centrum auf  die  Richtungen  von  S,  S',  S"  .  .  .  gefällten 
Perpendikel,  so  findet  man  durch  dieselbe  Ueberlegung,  wie 
im  vorigen  Paragraphen, 

Ss+SV+S'V'+  .  .  .^Pp  +  py+py^FY'-  •  •  -,(3) 

worin  die  Momente  der  Kräfte,  S,  S'  .  .  .  welche  eine 
Drehung  in  demselben  Sinne  wie  P,  P',  P"  bewirken,  als 
positiv  zu  betrachten  sind,  während  wir  den  Momenten  der- 
jenigen, welche  im  gleichen  Sinne  wie  P",  P""  etc.  wirken, 
das  negative  Vorzeichen  geben  müssen. 

Der  Special  fall,  in  dem  die  Kräfte  P,  P',  P"  etc.  sich 
nicht  auf  eine  einzige  zurückführen  lassen,  ist  in  dieser  letzten 
Gleichung  mit  enthalten.  Seien  zum  Beispiel  die  das  System 
ersetzenden  Kräfte  S  und  S'  zwei  gleiche,  parallele  und  nicht 
reductibele  Kräfte,  und  sei  ihr.  Abstand  von  einander  h. 
Wenn  nun  das  Rotationscentrum  zwischen  ihren  Richtungen 
liegt,  so  hat  man  s  +  s'  =  h;  sie  erstreben  dann  eine 
Drehung  in  ein  und  demselben  Sinne  um  diesen  Punkt  und  man 
hat  daher  ihren  Momenten  gleiche  Vorzeichen  zu  geben  und 

erhält : 

Ss  +  S's'  =  Sh. 

Liegt  dagegen  das  Rotationscentrum  nicht  zwischen  S  und  S' 
und  ist  s  >  s',  so  ist  s  —  s'  =  h,  die  beiden  Kräfte  drehen 
in  entgegengesetztem  Sinne  und  man  hat  dem  Momente  von 
S  das  eine  und  dem  von  S'  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
zu  geben;  es  ist  dann  wieder 

Pfanngtiel,  Poisson*«  Lehrbuch  der  Mechanik.  5 
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Ss  —  S's'  =  Sh 

und  mithin  lautet  die  Gleichung  (3)  in  allen  Fällen 

Sh  =  Pp  +  Py  +  P"p"  —  P"  p'"  —  ■  .  . 

Da  die  rechte  Seite  aus  lauter  gegebenen  Grössen  besteht, 
so  folgt  daraus,  dass,  wenn  die  Werthe  von  S  und  h  sich 
ändern,  ihr  Product  immer  constant  bleiben  muss,  wie  wir 
schon  oben  gesagt  haben. 

Es  geht  auch  aus  dieser  letzten  Gleichung  hervor,  dass, 
wenn  ihre  rechte  Seite  gleich  0  ist,  die  gegebenen  Kräfte 
sich  nicht  in  dem  Ausnahmefall  befinden  können,  sich  nicht 
auf  eine  einzige  zurückführen  zu  lassen.  Daraus  folgt, 
dass  die  Gl.  (2)  jedesmal  anzeigt,  dass  die  Kräfte  P,  P',  P" 
etc.  eine  einzige  Resultante  haben,  und  dass  diese  durch  das 
Rotationscentrum  geht.  Daher  ist  sie  die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  am  Hebel, 
dessen  Stützpunkt  das  Rotationscentrum  ist.  Die  Resultante 
R,  die  man  durch  die  Reihe  von  Reductionen  (§  45)  erhält, 
gibt  den  Druck  an,  den  der  Unterstützungspunkt  auszuhalten 
hat ;  wenn  diese  Resultante  gleich  0  ist,  so  befinden  sich  die 
Kräfte  P,  P',  P"  etc.  in  ihrer  Ebene  im  Gleichgewicht  auch 
ohne  Zuhülfenahme  dieses  festen  Punktes. 

§  49#  Die  Gleichgewichtsbedingung  für  einen  Hebel 
lässt  sich  auch  durch  eine  Gleichung  ausdrücken,  die  der 
Formel  (i)  des  §  39  entspricht. 

Seien  zum  Beispiel  M,  M',  M"  (Fig.  18)  die  AngriJBfspunkte 
der  drei  Kräfte  P,  P',  P",  die  auf  den  Hebel  ECF  in  den 
Richtungen  MA,  M'A',  M"A"  in  seiner  Ebene  wirken.  Lassen 
wir  den  Hebel  sich  unendlich  wenig  um  seinen  Stützpunkt  C 
drehen,  so  dass  M,  M',  M"  in  m,  m',  m"  zu  liegen  kommen. 
Nach  der  Definition  des  §  39  sind  die  unendlich  kleinen 
Bogen  Mm,  M'm',  M"m",  die  man  als  grade  Linien  ansehen 
darf,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Angriffspunkte  M, 
M',  M"  der  drei  betrachteten  Kräfte.  Wir  fällen  von  m,  m', 
m"  Senkrechte  ma,  m'a',  m"a"  auf  die  Graden  MA,  M'A', 
M"A"  oder  ihre  Verlängerungen ;  Ma  ist  dann  die  Protection 
von  Mm  auf  die  Richtung  der  Kraft  P,  die  den  Hebel  in  dem 
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Sinne  zu  drehen  strebt,  in  welchem  die  Drehung  wirklich 
stattfand ;  M'a'  und  M"a"  sind  die  Projectionen  von  M'm'  und 
M"m"  auf  die  Verlängerungen  der  beiden  anderen  Kräfte  P' 
und  P",  die  den  Hebel  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen 
streben.  Aus  diesem  Grunde  betrachten  wir  die  erste  dieser 
Projectionen  als  positive,  die  beiden  anderen  als  negative 
Grössen.     Wir  wollen  dieselben  mit  p,  p\  p"  bezeichnen. 

Alsdann  ist  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten die  Summe  der  gegebenen  Kräfte,  eine  jede  multi- 
plicirt  mit  der  so  definirten  Projection  der  virtuellen 
Geschwindigkeit  ihres  Angriffspunktes,  im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes gleich  0 ;  und  umgekehrt  findet  Gleichgewicht  statt, 
wenn  diese  Summe  gleich  0  ist,  so  dass  die  Gleichgewichts- 
bedingung des  Hebels  diese  ist: 

Fp  +  rp  -f  P'Y  =  0 ;  (4) 

In  der  That  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  dieselbe  mit  der- 
jenigen, die  wir  aus  der  Betrachtung  der  Momente  abgeleitet 
haben,  übereinstimmt. 

Bezeichnen  wir,  um  dies  einzusehen,  mit  p,  p',  p"  die 
Perpendikel  CG,  CG',  CG"  die  wir  aus  C  auf  die  Richtungen 
der  Kräfte  P,  P',  P"  gefällt  haben;  mit  c,  c',  c"  die  Ab- 
stände CM,  CM',  CM"  ihrer  Angriffspunkte  vom  Punkte  C; 
und  mit  t,  7',  t"  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  Mm,  M'm', 
M"m".  Da  der  unendlich  kleine  Bogen  Mm  für  seine  Tangente 
gesetzt  werden  kann,  so  sind  die  Seiten  der  Dreiecke  M  m  a 
und  CMG  senkrecht  aufeinander,  und  die  Dreiecke  sind  daher 
ähnlich;  es  ist  daher: 

Ma:Mm  =  CG  :  CM; 
und  da 

Ma  =  p.   Mm  =  7,   CG  =  p,   CM  =  c, 

so  folgt  daraus 

p  = 

c 

Ebenso  hat  man 

p  —  -.    p ^. 

wenn    man    beriicksichti.gt,    dass    p     und    p"    zufolge    unsrer 

5* 
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Annahme  negative  Grössen  sind.  Da  überdies  die  Gestalt  des 
Hebels  als  unveränderlich  vorausgesetzt  wird,  so  entsprechen 
die  drei  Bogen  Mm,  M'm',  M"m",  die  zu  gleicher  Zeit  be- 
schrieben werden,  demselben  Winkel;  und  wenn  man  sie 
durch  ihre  zugehörigen  Radien  dividirt,  so  erhält  man  drei 
gleiche  Quotienten.  Bezeichnen  wir  mit  6  die  gemeinschaft- 
liche Grösse  dieses  Quotienten,  so  ist  also 

1  =  1  =  :l  =  ö 

c         c         c 
und  mithin: 

^  =  pö,     p'  =  -  p-e,     p"  =  _  p"e. 

Setzt  man  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  ein,  und 
unterdrückt  den  gemeinschaftlichen  Factor  6,  so  geht  dieselbe 
über  in: 

Pp-P'p'-P"p''  =  0; 

und  dies  ist  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  Hebel  in 
dem  betrachteten  Falle.  Umgekehrt  geht  diese  Gleichung 
durch  Multiplication  mit  6  in  die  Gleichung  (4)  über. 

Die  Ueberlegung  bleibt  offenbar  dieselbe,  und  liefert  ein 
ähnliches  Resultat,  welches  auch  die  Anzahl  der  gegebenen 
Kräfte  P,  P',  P"  etc.  und  der  Sinn,  in  dem  sie  den  Hebel 
zu  drehen  streben,  sein  mag. 
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Cap.  III. 

Von  der  Zusammensetzung  und  dem  Gleichgewichte 

paralleler  Kräfte. 

§  50.  Die  Zusammensetzung  der  parallelen  Kräfte  er- 
gibt sich,  wie  wir  oben  gesehen  haben  (§  43)  aus  der  Regel 
vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  wenn  man  die  gegebenen 
Kräfte  als  solche  ansieht,  deren  Richtungen  sich  im  Unend- 
lichen treffen ;  indem  man  sich  immer  auf  diese  Regel  stützt, 
kann  man  die  Resultante  zweier  paralleler  Kräfte  noch  auf 
eine  andere  Weise  finden,  deren  Kenntniss  von  Nutzen 
sein  wird. 

Seien  P  und  Q  die  beiden  Kräfte,  welche  auf  die 
Punkte  E  und  F  der  unbiegsamen  Graden  EF  in  den  parallelen 
Richtungen  EA  und  FB  in  gleichem  (Fig.  19)  oder  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  (Fig.  20)  wirken.  Man  wird  an  der 
Wirkung  dieses  Systems  von  Kräften  nichts  ändern,  wenn 
man  an  den  Endpunkten  dieser  Graden  zwei  gleiche  Kräfte 
anbringt,  die  in  Richtung  der  Verlängerungen  EC  und  FD 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken  und  deren  gemeinsame 
Grösse  mit  S  bezeichnet  werden  möge.  Die  Resultante  der 
auf  den  Punkt  E  wirkenden  Kräfte  P  und  S  wird  eine  Kraft 
P'  in  Richtung  der  innerhalb  des  Winkel  AEC  fallenden 
Graden  E A'  sein ;  ebenso  ist  die  Resultante  der  Kräfte  Q  und 
S,  welche  im  Punkte  F  angreifen,  eine  Kraft  Q'  in  Richtung 
der  im  Winkel  BFD  liegenden  Graden  FB';  und  wenn  man 
von  dem  Falle  des  §  44  absieht,  wo  die  gegebenen  Kräfte 
P  und  Q  gleich  und  im  entgegengesetzten  Sinne  wirkend 
sind,  so  werden  die  beiden  Linien  EA'  und  FB'  niemals 
parallel  sein.     Denkt  man  sich  nun  ihren  Durchschnittspunkt 
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K  unveränderlich  mit  der  Graden  EF  verbunden,  so  darf  man 
denselben  (§  41)  als  den  gemeinschaftlichen  Angriffspunkt 
der  beiden  Kräfte  P'  und  Q'  ansehen.  Durch  den  Punkt  K 
ziehen  wir  die  Geraden  ET'  und  KH  parallel  zu  EF  und 
der  Richtung  der  Kräfte  P  und  Q  und  zerlegen  jede  der 
Kräfte  P'  und  Q'  in  Richtung  dieser  Parallelen :  offenbar  muss 
man  anf  diese  Weise  die  Componenten  S  und  P  in  den 
Strecken  KE'  und  KH  und  die  Componenten  S  und  Q  in  den 
Strecken  KF'  und  KH  (Fig.  19)  oder  KF'  und  KH'  (Fig.  20) 
wieder  erhalten.  Wir  haben  daher  dieselben  vier  Kräfte  wie 
vorher,  jetzt  aber  alle  an  demselben  Punkte  K  angreifend. 
Da  die  beiden  Kräfte  S  sich  gegenseitig  aufheben,  so  bleiben 
nur  P  und  Q  übrig,  und  diese  liegen  in  einer  Graden  KH 
im  Falle  der  Fig.  19,  oder  in  dieser  Graden  KH  und  ihrer 
Verlängerung  KH'  im  Falle  der  Fig.  20,  in  welcher  Q  als 
die  grössere  der  beiden  gegebenen  Kräfte  gezeichnet  ist.  Es 
ist  daher  die  Resultante  dieser  beiden  Kräfte  ihnen  parallel, 
und  wenn  wir  dieselbe  mit  R  bezeichnen,  so  haben  wir 

R  =  Q  +  P, 

je  nachdem  sie  beide  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem 
Sinne  gerichtet  sind. 

Um  den  Punkt  0  zu  bestimmen,  in  welchem  die  Resul- 
tante die  Linie  EF  oder  ihre  Verlängerung  schneidet,  seien 
E'  und  F'  die  Schnittpunkte  der  Linien  AE  und  BF  mit 
E'F'.  Die  Vierecke  EE'KO  und  FF'KO  sind  Parallelogramme, 
und    wenn    man    ihre    Diagonalen    KE    und   KF    zieht,    so 

hat  man 

S  :  P  =  EO  :  KO, 

S  :  Q  =  FO  :  KO, 
woraus  folgt: 

P:Q  =  FO:EO; 

und  dadurch  ist  die  Lage  des  Punktes  0  bestimmt,   den  wir 
als  Angriffspunkt  der  Resultanten  R  anzusehen  haben. 
Es  folgt  daraus  femer: 

P  :  Q  ±  P  =  FO  :  EF, 
Q :  Q  +  P  =  EO  :  EF, 

wo  sich  die  oberen  Zeichen  auf  die  Fig.  19,  die  unteren  auf 
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Fig.   20   beziehen;   mit  Rücksicht  auf  den   oben  gefundenen 
Werth  von  R  hat  man  demnach  in  beiden  Fällen: 

P:Q:R  =  FO:EO  :EF; 

d.  h.  jede  der  drei  Kräfte  P,  Q,  R  ist  proportional  dem  Ab- 
stände der  Angriffspunkte  der  beiden  anderen  von  einander. 
Diese  Proportion,  und  mithin  die  Lage  des  Punkes  0,  ist 
unabhängig  von  dem  Winkel,  unter  dem  die  Richtungen  der 
gegebenen  Kräfte  von  der  Linie  EF  geschnitten  werden; 
diese  kann  eine  beliebige  Grade  sein,  durch  deren  Endpunkte 
die  beiden  Richtungen  gehen. 

§  51.  Wir  sind  jetzt  im  Stande  ohne  Schwierigkeit 
alle  Aufgaben  zu  lösen,  die  sich  uns  über  die  Zusammen- 
setzung zweier  paralleler  Kräfte  zu  einer  einzigen,  und  über 
die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  parallele  Kräfte  bieten 
mögen.  Auf  Einzelheiten  wollen  wir  hier  nicht  eingehen; 
ebenso  wenig  brauchen  wir  auf  den  Specialfall  zweier  nicht 
genau  entgegengesetzter  gleicher  und  paralleler  Kräfte  zurück- 
zukommen, den  wir  bei  der  vorhergehenden  Untersuchung 
ausschliessen  mussten,  und  der  im  §  44  hinlänglich  erörtert 
worden  ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  einer  beliebigen 
Anzahl  paralleler  Kräfte,  von  denen  die  einen  in  einem  ge- 
wissen Sinne,  die  anderen  im  entgegengesetzten  wirken, 
einerlei,  ob  sie  in  einer  einzigen  Ebene  liegen  oder  nicht; 
ihre  Angriffspunkte  seien  auf  eine  unveränderliche  Weise  mit 
einander  verbunden,  wie  zum  Beispiel  die  verschiedenen 
Punkte  eines  festen  Körpers. 

Denkt  man  sich  zwei  dieser  Kräfte  zu  einer  einzigen 
vereinigt,  darauf  diese  mit  einer  dritten  wieder  zu  einer  ein- 
zigen und  so  weiter,  so  gelangt  man  endlich  zur  Resultante 
aller  gegebenen  Kräfte,  der  Grösse  und  Lage  nach,  wenn 
nicht  die  beiden  letzten  Kräfte,  die  man  zu  vereinigen  hat, 
auf  den  Ausnahmefall  des  §  44  führen.  Diese  Resultante 
wird  offenbar  der  gemeinsamen  Richtung  der  Componenten 
parallel  sein;  ausserdem  ist  sie  gleich  der  Summe  der  in 
dem  einen,   weniger    der  Summe    der   im    entgegengesetzten 
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Sinne  wirkenden  Kräfte  und  wirkt  im  Sinne  der  grösseren 
dieser  beiden  Summen.  Sieht  man  daher  die  einen  als 
positive,  die  anderen  als  negative  Grössen  an  (§  11),  be- 
zeichnet dieselben  mit  P,  P',  P"  .  .  .  und  ilire  Resultante 
mit  Ry  so  ist  stets: 

R  =  p  +  P'  +  P"  +  .  .  . 

§  52«  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  sich  um  ihre  An- 
griffspunkte drehen,  ohne  dass  der  Parallelismus  gestört  wird, 
so  dreht  sich  die  Resultante  gleichfalls  um  ihren  Angriffis- 
punkt;  denn  die  Lage  dieses  letzteren,  welche  man  durch 
Vereinigung  der  gegebenen  Kräfte  in  der  oben  angegebenen 
Weise  findet,  ist  unabhängig  von  der  gemeinsamen  Richtung 
der  Kräfte  und  ändert  sich  daher  nicht  mit  dieser. 

Seien  zima  Beispiel  drei  Kräfte  P,  P',  P"  mit  den  Rich- 
tungen MA,  M'A',  M"A"  (Fig.  21)  gegeben.  Sei  zunächst 
NB  die  Richtung  der  Resultante  P  +  P  der  beiden  Kräfte 
P  und  P';  femer  N'B'  die  Richtung  der  Resultante  von 
P  +  P'  und  P";  in  der  Figur  ist  diese  letztere  Kraft  P" 
als  im  entgegengesetzten  Sinne  von  P  und  P'  wirkend  und 
grösser  als  die  Summe  P  +  P'  angenommen.  Es  mögen  sich 
nun  die  drei  Kräfte  P,  P',  P"  um  die  Punkte  M,  M',  M" 
drehen,  während  sie  parallel  bleiben  und  der  relative  Sinn 
ihrer  Wirkung  sich  nicht  ändert,  bis  sie  in  die  Lage  Ma, 
M'a',  M"a"  kommen.  In  diesem  neuen  Zustande  wird  die 
Resultante  der  Kräfte  P  und  P'  die  Grade  MM'  in  demselben 
Punkte  N  wie  vorher  treffen,  da  die  Lage  dieses  Punktes 
nur  von  dem  Grössenverhältniss  der  Componenten,  nicht  aber 
von  dem  Winkel  abhängt,  den  die  Grade  MM'  mit  ihren 
Richtungen  bildet  (§  50);  jene  Resultante  wird  jetzt  die  zu 
Ma  und  M'a  parallele  Richtung  Nb  haben  und  noch  gleich 
P  +  P'  sein.  Durch  die  nämliche  Ueberlegung  findet  man, 
dass  die  Resultante  von  P  +  P'  und  P"  die  Verlängerung 
der  Graden  NM  in  demselben  Punkte  N'  wie  vorher  treffen 
und  die  mit  Nb  parallele  Richtung  N'b'  haben  muss.  Wenn 
also  die  drei  Strafte  P,  P',  P"  sich  um  ihre  Angriffspunkte 
M,  M',  M"  drehen,  so  dreht  sich  ihre  Resultante  gleichfalls 
um  einen  bestimmten  Punkt  N'. 
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§  53.  Wir  wollen  als  „Centrum  der  parallelen  Kräfte* 
den  Punkt  bezeichnen,  in  welchem  sich  alle  die  Richtungen 
schneiden,  die  die  Resultante  nach  und  nach  annimmt,  wenn 
die  Componenten  sich  um  ihre  als  unveränderlich  angenom- 
menen Angriffspunkte  drehen. 

Wir  werden  in  der  Folge  sehen,  welche  wichtige  Rolle 
das  Centrum  paralleler  Kräfte  spielt,  besonders  in  den  Unter- 
suchungen, welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Be- 
wegimg der  schweren  Körper  beziehen.  Es  lässt  sich  jetzt 
schon  einsehen,  dass  ein  Körper,  der  von  beliebigen  parallelen 
Kräften  beeinflusst  wird,  sich  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht 
befinden  muss,  sobald  das  Centrum  jener  Kräfte  als  fest 
vorausgesetzt  wird,  wenn  nur  die  Kräfte  einander  parallel 
bleiben,  und  ihre  Angriffspunkte  sich  nicht  ändern;  denn 
dann  geht  die  Resultante  stets  durch  den  testen  Punkt  und 
wird  daher  aufgehoben. 

■ 

Die  Coordinaten  des  Centrums  der  parallelen  Kräfte, 
bezogen  auf  drei  rechtwinklige  Axen,  hängen,  wie  wir  sehen 
werden,  von  den  Producten  dieser  Kräfte  und  der  Coordinaten 
ihrer  Angriffspunkte  ab.  Weil  diese  Producte  häufig  auf- 
treten, hat  man  ihnen  einen  besonderen  Namen  gegeben;  man 
nennt  das  Moment  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine 
Ebene  das  Product  aus  dieser  Kraft  multiplicirt  mit  dem 
Abstand  ihres  Angriffspunktes  von  dieser  Ebene.  Bezeichnet 
also  P  die  Grösse  einer  Kraft,  die  auf  einen  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x,  y,  z  wirkt,  so  sind  die  Producte  Pz,  Py,  Px 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  die  xy-,  xz-  und  yz-Ebene. 
Diese  Momente  dürfen  nicht  verwechselt  werden  mit  den  im 
§  42  definierten  Momenten  in  Beziehung  auf  einen  Punkt. 
Diese  hängen  von  der  Richtung  der  Kraft  ab  und  sind  von 
ihrem  Angriffspunkte  unabhängig,  während  die  Momente  in 
Beziehung  auf  eine  Ebene  gerade  von  der  Lage  des  Angriffs- 
punktes abhängen,  dagegen  von  der  Richtung  der  Kraft  un- 
abhängig sind.  Man  gebraucht  die  letzteren  nur  in  dem  Falle 
paralleler  Kräfte;  dieselben  sind  positive  oder  negative 
Grössen,  je  nach  dem  Vorzeichen  der  Kraft  und  der  Coordi- 
naten ihres  Angriffspunktes. 
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§  64.  Seien  M,  M',  M"  etc.  (Fig.  22)  die  AngriflFs- 
punkte  der  parallelen  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  deren  Richtungen 
wir  nicht  näher  anzugeben  brauchen.  Seien  Ox,  Oy,  Oz  die 
willkürlich  gewählten  rechtwinkligen  Goordinatenaxen,  x,  y,  z 
die  Coordinaten  von  M,  x',  y',  z'  die  von  M',  x",  y",  z"  die 
von  M"  etc.,  und  seien  alle  diese  Coordinaten  und  Kräfte 
gegebene  positive  oder  negative  Grössen.  Seien  ferner  Q,  Q' , 
Q"  die  Projectionen  der  Punkte  M,  M',  M"  .  .  .  auf  die  xy- 
Ebene,  so  dass  man  hat: 

MQ  =  z,      M'Q'  =  z',      M"Q"  =  z"  •  •  • ; 

es  handelt  sich  darum,  die  Coordinaten  x^  y^  z^  des  Centrums 
der  parallelen  Kräfte  zu  bestimmen. 

Die  Resultante  P  +  P'  der  beiden  Kräfte  P  und  P' 
trifft  einen  Punkt  N  der  Geraden  MM'  oder  ihrer  Verlänge- 
rung, je  nachdem  diese  beiden  Kräfte  dasselbe  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben;  aber  in  beiden  Fällen  ist 

P'  :  P  +  P'  =  MN  :  MM'. 

Sei  K  die  Projection  von  N  auf  die  xy-Ebene.  Durch  den 
Punkt  M  ziehen  wir  die  Gerade  MGH  parallel  zu  QKQ', 
welche  die  Linien  NK  und  M'Q'  in  den  Punkten  6  und  H 
schneidet,  so  dass  man  hat: 

MQ  =  GK  =  HQ'. 
Es  ist  auch 

MN:MM'  =  NG:M'H; 

und  aus  dieser  Proportion,  verbunden  mit  der  vorigen,  folgt : 

(P  +  P')  NG  =  P'.M'H. 

Addiren  wir  hierzu  die  identische  Gleichung 

(P  +  P')  GK  =  P.MQ  +  P'.HQ' ; 
so  kommt: 

(P  +  P')  NK  =  P.MQ  +  P'.M'Q'  =  Pz  +  P'z'. 

Die  Resultante  der  beiden  Kräfte  P  +  P'  und  P"  trifft 
die  Linie  NM"  oder  ihre  Verlängerung  (je  nachdem  diese 
beiden  Kräfte  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben)  im  Punkte  N';  und  wenn  K'  die  Projection  von  N' 
auf  die  xy-Ebene  ist,  so  findet  man  ganz  wie  vorher: 

(P  +  P'  +  P")  N'K'  =  (P  -f  P')  NK  +  P"z" ; 
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also ' 

(P  4.  P'  +  p')  N'K'  =  Pz  +  PV  +  P'z'. 

So  fahrt  man  fort,  bis  man  alle  gegebenen  Kräfte  P,  P', 
P"  etc.  erschöpft  hat;  ist  R  die  Resultante  aller,  so  hat 
hat  man  endlich: 

Rz,  =  Pz  +  Pz'  +  P'z"  H 

Die  Figur  22  setzt  voraus,  dass  alle  Punkte  M,  M',  M" 
etc.,  N,  N',  N"  etc.,  auf  derselben  Seite  der  xy-Ebene  liegen, 
oder  dass  ihre  z-Ordinaten  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben; 
es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass,  wenn  die  vorige 
Gleichung  in  diesem  Falle  richtig  ist,  sie  auch  richtig  sein 
muss,  wenn  diese  Ordinaten  theils  positiv,  theils  negativ  sind. 
Verschieben  wir,  um  dies  einzusehen,  die  xy-Ebene  parallel 
mit  sich  selbst  bis  zu  einem  beliebigen  Abstand  h  von  ihrer 
ursprünglichen  Lage.  In  Beziehung  auf  diese  neue  Ebene 
seien  Z,  Z',  Z"  die  Goordinaten  von  M,  M',  M"  und  Zj  die 
des  Gentrums  der  parallelen  Kräfte,  so  dass  man  hat: 

Zj  =  Zj  —  h,      Z  =  z  —  h,      Z'  =  z'  —  h  •  •  •     etc. 

Zieht  man  nun  von  der  vorhergehenden  Gleichung  die  iden- 
tische Gleichung: 

Rh  =  Ph  +  Fh  +  F'h  H 

ab,  so  erhält  man: 

RZj  =  PZ  +  PZ'  +  P'Z"  H 

eine  Gleichung,  in  welcher  die  Ordinaten  Z,  Z',  Z"  .  .  .  posi- 
tiv oder  negativ  sein  können. 

Man  sieht  daher,  dass  in  allen  Fällen  das  Moment  der 
Resultante  einer  beliebigen  Anzahl  von  parallelen  Kräften 
gleich  ist  der  Summe  der  Momente  dieser  Kräfte  in  Be- 
ziehung auf  dieselbe  Ebene. 

§  55«  Bilden  wir  die  Momente  in  Beziehung  auf  die 
drei  Coordinatenebenen,  so  haben  wir  nach  Obigem: 

Rxi  =  Px  +  P'x  +  P 'x'  H I 

Ry^  =  Py  +  P'y'  +  P'-y'  +       •  (O 

Rz,  =  Pz  +  Pz'  +  P"z"  H ) 

und  da 

R  =  P  +  F  +  P"  -I (2) 
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ist,  80  sind  die  drei  Coordinaten  des  Centrums  der  parallelen 
Kräfte  vollständig  bestimmt.  Ziehen  wir  durch  diesen  Punkt 
eine  Linie,  parallel  zu  den  gegebenen  Kräften,  in  dem  durch 
das  Vorzeichen  von  R  bezeichneteh  Sinne,  so  haben  wir  die 
Richtung  der  Resultante. 

Diese  vier  Gleichungen  sind  der  allgemeinste  Ausdruck 
der  Theorie  der  parallelen  Kräfte. 

Die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  ist 
gleich  0  in  Beziehung  auf  jede  durch  das  Centrum  der 
parallelen  Kräft^e  gehende  Ebene;  denn  wenn  man  diese  als 
xy-Ebene  wählt,  so  ist  z,  =  0  und  folglich. 

Pz  +  PV  +  P"z"  H =0. 

In  dem  Specialfalle,  wo  P,  P',  P"  .  .  .  sich  auf  zwei 
gleiche  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkende  Kräfte  redu- 
ciren,  ist  ihre  Summe  R  =  0;  daher  werden  die  Werthe 
von  Xj  y\  Zj  unendlich.  Das  Centrum  der  parallelen  Kräfte 
liegt  also  dann  im  Unendlichen,  oder  mit  anderen  Worten: 
dieses  .Centrum  existirt  nicht,  ebenso  wenig  wie  eine  Resultante. 

§  66.  Wenn  alle  Angriffspunkte  M,  M',  M"  .  .  .  der 
gegebenen  Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  so  muss  offenbar 
das  Centrum  der  parallelen  Kräfte  seiner  Natur  nach  (§  52) 
sich  gleichfalls  in  dieser  Ebene  befinden ;  man  kann  dies  auch 
aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  schliessen. 

Bezeichnen  wir  mit  a,  b,  c  drei  gegebene  Constanten, 
so  ist  in  diesem  Falle: 

z   =  ax  +  by  +  c« 

z    =  ax'  -|-  by'  +  c, 

z"  =  ax"+  by"+  c, 
etc. 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  z,  z\  z'  etc.,  in  die  dritte 
Gleichung  (1)  ein,  so  kommt: 

Rzj  =  (Px  +  P'x  +  P"x"  H )  a 

+  (Py  +  P  y'  +  P"y"  +  •  •  •)  b 

+  (P  +  P'  +  P"  +  •  •  •)  c. 

Vermöge  der  beiden  anderen  Gleichungen  (1)  und  der  Gleichung 
(2)  kann  man  die  Coefficienten  von  a,  b,  c  durch  Rx^^  Ry^  und 
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K    ersetzen;    unterdrückt    man    hierauf    den    gemeinsamen 
Factor  R,  so  erhält  man: 

Zj  =  axj  +  byi  +  c; 

woraus  hervorgeht,   dass  das  Centrum   der  parallelen  Kräfte 
der  Ebene  der  Punkte  M,  M',  M"  etc.  angehört. 

Wenn  alle  diese  Punkte  auf  einer  Linie  liegen,  so  be- 
findet sich  das  Centrum  auch  auf  derselben,  und  es  genügt 
die  erste  Gleichung  (1)  um  seine  Lage  zu  bestimmen,  wenn 
man  die  Grade  zur  x-Axe  nimmt.  Wenn  ausserdem  die 
Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  senkrecht  auf  dieser  Graden  stehen, 
so  fallen  die  Momente,  die  wir  jetzt  betrachten,  mit  den 
Momenten  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  zusammen,  welcher 
hier  der  Anfang  der  Abscissen  x  ist,  und  die  erste  Gleichung 
(1)  fallt  mit  der  Gleichung  (1)  des  §  47  zusammen.  Es  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  unter  den  gegebenen  Kräften  P,  P',  P" 
etc.  diejenigen,  welche  eine  Drehung  um  den  Punkt  0  in 
demselben  Sinne  wie  die  Resultante  R  erstreben,  alle  die 
Kräfte  sind,  welche  dasselbe  Vorzeichen  haben  wie  ihre 
Entfernungen  x,  x',  x"  .  .  .  von  diesem  Punkte,  während 
diejenigen,  die  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  streben, 
die  Kräfte  sind,  die  das  entgegengesetzte  Zeichen  der 
betreffenden  Entfernungen  haben;  infolgedessen  sind  die 
Momente  der  ersteren  zn  addiren,  die  der  letzteren  zu  subtra- 
hiren,  gemäss   der  Darlegung  des  angeführten  Paragraphen. 

§  57«  Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  parallele 
Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  ergeben  sich  leicht  aus  der  Theorie, 
die  wir  soeben  auseinandergesetzt  haben. 

Wenn  kein  fester  Punkt  in  dem  Systeme  vorhanden  ist, 
so  ist  zum  Gleichgewichte  erforderlich,  dass,  wenn  man  eine 
dieser  Kräfte,  z.  B.  die  Kraft  P,  absondert,  alle  anderen  eine 
Resultante  haben,  die  P  gleich  und  genau  entgegengesetzt 
ist.  Sei  R'  die  Resultante  der  Kräfte  P',  P"  .  .  .;  da  die 
Kräfte  P  und  R'  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  müssen 
sie  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  da  sie  gleich 
sind,  so  muss  demnach 

p  -]-  K'  =  0 
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sein.  Aber  R'  ist  die  Summe  der  Componenten  P'  P"  .  .  .; 
daraus  folgt  als  erste  Gleichgewichtsbedingung: 

P  +  P'  +  P"  H =  0.  (a) 

Um  ausserdem  auszudrücken,  dass  die  Kräfte  P  und  K 
genau  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  seien  a,  ß,  7  die  drei 
Coordinaten  des  Centrums  der  parallelen  Kräfte  P',  P"  .  .  ., 
so  dass  man  hat: 

R'a  =  P'x  +  P' V  H 

R'ß  =  Fy  +  P"y"  -I 

R'y  =  PV  +  P"z"  H 

Da  dieses  Centrum  der  Angriffspunkt  der  Resultante  R'  ist, 
so  muss  dasselbe  nothwendig  in  der  Richtung  der  Kraft  P 
liegen,  da  sonst  R'  dieser  Kraft  nicht  genau  entgegengesetzt 
wäre;  oder  mit  anderen  Worten:  dieses  Centrum  und  der 
Angriffspunkt  M  der  Kraft  P  müssen  auf  derselben  Parallelen 
zu  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  gegebenen  Kräfte 
liegen.  Wenn  man  daher  der  Einfachheit  halber  die  xy-Ebene 
senkrecht  zu  dieser  Richtung  nimmt,  so  müssen  diese  beiden 
Punkte  auf  derselben  Senkrechten  zu  dieser  Ebene  gelegen 
sein;  sie  haben  dann  dieselbe  Protection  auf  diese  Ebene; 
folglich  sind  ihre  x-  und  y-Coordinaten  dieselben,  so  dass 
man  hat: 

a  =  X,        ß  =  y. 

Setzen  wir  daher  x  und  y  an  Stelle  von  a  und  ß  in  die 
beiden  ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen  ein,  so  kommt, 
da  R'  =  —  P  ist: 

Px  +  PV  +  P"x"  +  ...  =  0,    \  .. 

py  +  py  +  py'+-  =  o;  j      ^^ 

Gleichungen,  welche  aussprechen,  dass  die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  P,  P',  P"  etc.,  gleich  0  ist  in  Beziehung  auf  die 
xz-  und  die  yz-Ebene,  die  mit  ihrer  Richtung  parallel  sind. 
Es  fordert  daher  das  Gleichgewicht  dieser  Kräfte,  dass 
die  Gleichungen  (a)  und  (b)  zugleich  stattfinden.  Umgekehrt 
besteht  Gleichgewicht,  wenn  diese  drei  Gleichungen  erfüllt 
sind;   denn   wenn  man  die  Resultante  R'  aller  dieser  Kräfte 
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mit  Ausschluss  einer  einzigen  bildet,  so  hat  man  vermöge 
dieser  Gleichungen: 

R'  =  —  P,       R'a  =  —  Px,       R'ß  =  —  Py, 
und  folglich, 

ß  =  x,       ß  =  y; 

so  dass  diese  Resultante  der  ausgelassenen  Kraft  P  gleich 
und  genau  entgegengesetzt  ist.  Es  ist  dabei  nicht  einmal 
nöthig,  dass  die  beiden  Ebenen,  in  Beziehung  auf  welche  die 
Summe  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte  gleich  0  ist,  auf- 
einander senkrecht  stehen ;  es  genügt,  wenn  sie  der  Richtung 
der  Kräfte  parallel  sind;  und  man  kann  sich  leicht  davon 
überzeugen,  dass,  wenn  diese  Bedingung  in  Beziehung  auf 
zwei  solcher  Ebenen  erfüllt  ist,  sie  es  in  Beziehung  auf  alle 
übrigen  ist. 

Wir  schliessen  daher,  dass  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Gleichgewichtsbedingungen  für  ein  System  paral- 
leler Kräfte,  die  auf  einen  ganz  freien  festen  Körper  wirken, 
diese  sind: 

1.  dass  die  Summe  dieser  Kräfte  gleich  0  ist; 

2.  dass  die  Summe  ihrer  Momente  gleich  0  ist  in  Be- 
ziehung auf  zwei  beliebige  ihrer  gemeinsamen  Richtung 
parallele  Ebenen.  Wenn  alle  Kräfte  in  derselben  Ebene 
liegen,  so  ist  die  zweite  Bedingung  schon  für  diese  Ebene 
erfüllt  und  es  genügt,  wenn  sie  es  ausserdem  noch  in  Be- 
ziehung auf  eine  andere  Ebene  ist. 

§  68.  Wenn  einer  der  Punkte  des  festen  Körpers 
als  fest  vorausgesetzt  wird,  so  genügt  es  zum  Gleichgewichte 
der  parallelen  Kräfte,  dass  die  Summe  ihrer  Momente  0  sei 
in  Beziehung  auf  zwei  durch  diesen  Punkt  gehende  und  der 
Richtung  der  Kräfte  parallele  Ebenen,  und  es  ist  nicht  mehr 
nöthig,  dass  ihre  Resultante  gleich  0  sei;  denn  dann  sind 
die  Entfernungen  dieser  Resultante  von  den  beiden  Ebenen 
gleich  0 ;  sie  fallt  daher  mit  dem  Durchschnitt  derselben  zu- 
sammen und  wird  durch  den  Widerstand  des  festen  Punktes 
aufgehoben. 

Wenn  dieser  Punkt   das  ('entrum   der   parallelen  Kräfte 
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ist,  so  ist  die  Summe  der  Momente  gleich  0  in  Beziehung 
auf  alle  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebenen;  mithin  be- 
finden sich  die  gegebenen  Kräfte  im  Gleichgewichte,  welches 
auch  ihre  gemeinsame  Richtung  sein  mag;  dies  hatten  wir 
schon  früher  gefunden  (§  53). 

Wenn  der  feste  Körper  gezwungen  ist,  sich  um  eine 
feste  Axe  zu  drehen,  so  genügt  zum  Gleichgewicht  der 
parallelen  auf  seine  verschiedenen  Punkte  wirkenden  Kräfte, 
dass  die  Summe  ihrer  Momente  gleich  0  ist  in  Bezug  auf 
die  Ebene,  welche  durch  diese  Axe  parallel  der  Richtung  der 
Kräfte  geht;  denn  da  die  Resultante  derselben  alsdann  in 
diese  Ebene  fällt,  so  trifft  sie  dort  die  feste  Axe  und  w^ird 
durch  ihren  Widerstand  vernichtet.  Wenn  die  feste  Axe 
selbst  den  gegebenen  Kräften  parallel  ist,  so  ist  die  Ebene, 
um  die  es  sich  handelt,  unbestimmt;  die  Gleichgewichts- 
bedingung fallt  folglich  weg.  Dies  muss  auch  so  sein,  da 
Kräfte,  welche  alle  einer  festen  Axe  parallel  sind,  einen 
festen  Körper  nicht  um  diese  Axe  drehen  können,  so  dass 
in  diesem  Falle  Gleichgewicht  stattfindet,  ganz  unabhängig 
von   ihrer  Grösse  und   ihren   Entfernungen   von   dieser   Axe. 


HE^ 


Cap.  IV. 

Allgemeine  Betrachtungen  über  die  schweren  Körper 

und  den  Schwerpunkt. 

§  69.  Man  nennt  Schwerkraft  diejenige  Kraft,  welche 
einen  Körper  gegen  die  Oberfläche  der  Erde  treibt,  sobald 
derselbe  nicht  mehr  unterstützt  ist.  Dieselbe  wirkt  auf  alle 
materiellen  Punkte  senkrecht  gegen  die  Erdoberfläche,  oder 
in  verticalen  Linien.  Die  Richtungen  der  Schwerkraft  an 
verschiedenen  Erdorten  treffen  sich'  daher  im  Erdmittelpunkte ; 
wenn  man  jedoch  bedenkt,  dass  der  Erdradius  im  Vergleich 
zu  den  Dimensionen  der  Körper,  die  man  gewöhnlich  zu  be- 
trachten hat,  sehr  gross  ist,  so  kann  man  ohne  merklichen 
Fehler  die  Richtungen  der  Schwerkraft  für  alle  Punkte  ein 
und  desselben  Körpers  als  einander  parallel  ansehen. 

Die  Beobachtung  hat  ergeben,  dass  die  Intensität  dieser 
Kraft  sich  auf  der  Erdoberfläche  mit  der  Breite  ändert,  und 
dass  sie  in  derselben  Verticallinie  auch  mit  der  Höhe  über 
der  Erdoberfläche  variirt;  aber  die  Aenderungen  der  Höhe 
und  der  Breite  müssen  sehr  beträchtliche  sein,  wenn  diese 
Unterschiede  merklich  werden  sollen;  sie  sind  es  durchaus 
nicht  innerhalb  eines  Körpers  von  gewöhnlichen  Dimensionen. 

§  60»  Man  schliesst  daraus,  dass  die  Resultante  der 
parallelen  Kräfte,  die  auf  alle  Punkte  eines  schweren  Körpers 
wirken,  und  deren  es  unendlich  viele  sind,  von  der  Gestalt 
desselben  unabhängig  ist;  diese  Resultante  ist  das  Gewicht 
des  Körpers.  Bei  homogenen  Körpern  ist  das  Gewicht  offen- 
bar dem  Volumen  proportional;  aber  die  tägliche  Erfahrung 
lehrt    uns,    dass   Körper    verschiedener    Art    bei    demselben 

Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbuch  der  Mechanik.  (5 
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Volumen  nicht  dasselbe  Gewicht  haben;  dies  könnte  daher 
kommen,  dass  die  Anziehung  der  Erde,  die,  wie  wir  später 
sehen  werden,  die  Ursache  der  Schwere  ist,  von  der  Natur 
der  materiellen  Punkte  abhängt,  auf  welche  sie  wirkt,  oder 
daher,  dass  heterogene  Körper  in  gleichen  Volumina  ver- 
schiedene Mengen  von  gleich  schweren  materiellen  Punkten 
enthalten.  Wir  werden  in  einem  anderen  Kapitel  an  der 
Hand  der  Beobachtungen  über  die  Bewegung  schwerer  Körper 
auseinandersetzen,  dass  die  zweite  der  genannten  Möglich- 
keiten in  der  Natur  verwirklicht  ist. 

Es  folgt  daraus,  dass  das  Gewicht  eines  beliebigen 
Körpers^proportional  ist  dem  Producte  aus  seiner  Masse  und 
der  Intensität  der  Schwerkraft  an  dem  Orte,  an  dem  er  sich 
befindet.  Nennen  wir  daher  dieses  Gewicht  P,  seine  Masse 
M  und  das  Maass  der  Schwerkraft  g,  so  ist 

P  =  gM. 

Diese  Grösse  g,  die  unabhängig  ist  von  der  besonderen 
Natur  eines  Körpers,  ist,  wie  man  sieht,  das  Gewicht  des- 
jenigen Körpers,  dessen  Masse  man  willkürlich  zur  Einheit 
wählt.  Wir  werden  später  sehen,  wie  man  den  Werth  derselben 
an  verschiedenen  Orten  der  Erde  aus  der  Bewegung  der  Körper 
hat  bestimmenjkönnen,  die  nur  der  Wirkung  der  Schwerkraft 
unterworfen  waren. 

Wir  können  auch  schreiben 

P  =  pv, 

wenn  wir  mit  p  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  des  Körpers 
und  mit  V  sein  Volumen  bezeichnen.  Das  Gewicht  p  nennt 
man  das  specifische  Gewicht  des  Körpers,  den  man 
betrachtet. 

Wenn  man  endlich  mit  D  die  Masse  der  Volumeneiriheit 
bezeichnet,  (man  nennt  dann  D  die  Dichtigkeit  des  Körpers) 
so  hat  man 

M  =  DV,        P  =  gDV. 

Dieses  sind  die  Beziehungen,  die  zwischen  den  sechs 
Grössen  P,  g,  M,  D,  p,  V  stattfinden,  von  denen  jede  numerisch 
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ausgedrückt  werden  muss,  indem  man  sie  auf  die  Einheit 
ihrer  Art  bezieht. 

§  61*  Das  Gramm,  die  Einheit  des  Gewichtes,  ist  das 
Gewicht  eines  Cubikcentimeters  destillirten  Wassers  im 
Maximum  seiner  Dichtigkeit,  d.  h.  bei  ungefähr  4®  C.  Dieses 
Gewicht  ändert  sich  mit  dem  Erdorte.  Da  aber  das  Gewicht 
der  anderen  Körper,  die  damit  gewogen  werden,  sich  genau 
in  demselben  Verhältnisse  ändert,  so  muss  das  Gewicht  eines 
beliebigen  Körpers  in  Granmi  ausgedrückt,  überall  dasselbe 
sein,  und  es  ist  nicht  nöthig  anzugeben,  an  welchem  Orte  es 
bestimmt  worden  ist.  Nach  den  Beobachtungen  von  Hallstroem 
ist  das  Gewicht  eines  Cubikcentimeters  destillirten  Wassers 
bei  0®  C. 

0,9998918  gr. 

Man  nimmt  gewöhnlich  als  Einheit  der  Dichtigkeit  d^e 
des  destillirten  Wassers  bei  0®  C.  Die  Dichtigkeit  einer 
grossen  Anzahl  von  Substanzen  ist  empirisch  bestimmt  und 
vermittelst  dieser  Einheit  in  Zahlen  ausgedrückt  worden.  So 
ist  z.  B.  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  derselben 
Temperatur 

13,5975, 

und  dieselbe  vermehrt  resp.  vermindert  sich  um 

1 
5550 

für  jeden  Grad,  um  den  die  Temperatur  ab-  resp.  zunimmt. 
Die  Dichtigkeit  der  Luft,  gleichfalls  beim  Schmelzpunkt  des 
Eises  und  bei  einem  Barometerstand  von  76  cm.  fand  man 
auf  der  Sternwarte  von  Paris  gleich 

1 
769,4' 

und  für  jede  Temperaturänderung  von  1®  ändert  sie  sich  im 
entgegengesetzten  Sinne  um 

0,00375, 
gerade  so  wie  diejenige  aller  anderen  Gase. 

6* 
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Da  sich  das  Gewicht  der  Quecksilbersäule,  welche  den 
barometrischen  Druck  angibt,  mit  der  Breite  und  der  Höhe 
über  der  Erdoberfläche  ändert,  so  ändert  sich  die  Dichtigkeit 
der  Luft,  die  einem  Drucke  von  gegebener  Höhe  unterworfen 
ist,  gleichzeitig  damit.  Darum  genügt  es  auch  nicht,  diese 
Höhe  anzugeben;  man  muss  vielmehr  noch  den  Ort  wissen, 
auf  welchen  sie  sich  bezieht,  wie  hier  die  Sternwarte  von 
Paris.  Das  Verhältniss  der  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu 
der  der  Luft,  welches  den  obigen  Zahlen  entspricht,  ist 

10462  :  1. 

Sobald  man  eine  Naturerscheinung,  wie  z.  B.  die  der 
Wärme,  einer  materiellen  Substanz  zuschreibt,  so  ist  diese 
Substanz  der  Schwerkraft  unterworfen;  und  der  Ausdruck 
„unwägbar**  darf  nur  von  einem  Stoffe  gebraucht  werden, 
dessen  Dichtigkeit  so  gering  ist,  dass  er  allen  unsren  Wahr- 
nehmungsmitteln entgeht;  so  dass  seine  Gegenwart  weder 
die  Masse  noch  das  Gewicht  des  Körpers  vermehrt,  in  dem 
er  sich  befindet,  in  welcher  Menge  er  sich  auch  darin  be- 
finden möge, 

§  62.  Die  Gewichte  sind  die  Kräfte,  mit  denen  wir 
am  vertrautesten  sind,  und  deren  Verhältnisse  wir  vermittelst 
der  Wage  am  genauesten  imd  leichtesten  bestimmen  können. 
Daher  bedient  man  sich  naturgemäss  derselben  als  eines 
Maassstabes  bei  der  Vergleichmig  von  Kräften  anderer  Natur. 
Wenn  zum  Beispiel  die  Muskelkraft  eines  Thieres  oder 
irgend  eine  andere  Kraft  auf  einen  Körper  wirkt  durch  eine 
Schnur,  die  an  seiner  Oberfläche  befestigt  ist,  so  können  wir 
uns  immer  denken,  dass  diese  Kraft  einem  bestimmten  Ge- 
wichte äquivalent  ist,  und  wir  können  selbst  ohne  ihre 
Richtung  zu  ändern  ihre  Wirkung  durch  die  dieses  Gewichtes 
ersetzen,  wenn  wir  dasselbe  am  Ende  der  Schnur  aufhängen, 
nachdem  wir  diese  über  eine  passend  angebrachte  feste  Rolle 
geführt  haben. 

Das  Gewicht  bietet  das  bequemste  Mittel  zur  Messung 
der  Masse.  Ohne  die  Schwerkraft  wäre  es  in  der  That  sehr 
schwierig,    das   Verhältniss    der   Massen    zweier   Körper   zu 
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bestimmen.  Wir  werden  in  der  Folge  sehen,  dass  man  es, 
wenn  man  wollte,  aus  dem  gegenseitigen  Stosse  dieser  Körper 
ermitteln  könnte;  aber  es  ist  viel  einfacher  das  Yerhältniss 
der  Massen  durch  dasjenige  der  Gewichte  zu  ersetzen,  welchem 
jenes  an  jedem  Erdorte  gleich  ist,  vermöge  der  Gleichung 
P  =  gM.  Trotzdem  müssen  wir  uns  einen  selbständigen 
Begriff  von  der  Gleichheit  und  dem  Verhältnisse  der  Massen 
bilden,  unabhängig  von  der  Schwere,  die  nur  eine  secundäre 
Eigenschaft  der  Körper  ist;  denn  diese  kann  ganz  und  gar 
unmerklich  werden,  ohne  dass  die  Massen  sich  ändern,  wenn 
man  dieselb^i  in  eine  hinreichend  grosse  Entfernung  von  der 
Erde  bringt.  Wir  werden  an  einer  anderen  Stelle  des  vor- 
liegenden Werkes  auf  diesen  Punkt  zurückkommen. 

§  63«  Da  alle  Punkte  eines  schweren  Körpers  von 
parallelen  Kräften  beeinilusst  werden,  so  folgt  daraus,  dass, 
wenn  man  denselben  nach  und  nach  verschiedene  Lagen  in 
Beziehung  auf  die  Richtung  dieser  Kräfte  einnehmen  lässt, 
ihre  Resultante  beständig  durch  einen  bestimmten  Punkt 
dieses  Körpers  gehen  nmss.  Dieser  Punkt,  den  wir  im  All- 
gemeinen als  Centrum  der  parallelen  Kräfte  bezeichnet  haben 
(§  53),  bekommt  hier  den  besonderen  Namen  „Schwer- 
punkt". Seine  characteristische  Eigenschaft  in  den  festen 
Körpern,  die  nur  der  Wirkung  der  Schwerkraft  unterworfen 
sind,  liegt  darin,  dass,  wenn  er  als  fest  vorausgesetzt  wird, 
der  Körper,  dem  er  angehört,  in  allen  möglichen  Lagen  um 
diesen  Punkt,  im  Gleichgewichte  bleibt,  da  in  allen  diesen 
Lagen  die  Resultante  der  auf  die  Punkte  des  Körpers  wirken- 
den Kräfte  durch  den  festen  Punkt  hindurchgeht. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  ein  fester  Körper  an  einem 
andren  Punkte  festgehalten  wird,  es  für  das  Gleichgewicht 
nothwendig  und  hinreichend  ist,  dass  die  Linie,  die  diesen 
Punkt  mit  dem  Schwerpunkte  verbindet,  vertical  ist;  im 
Uebrigen  kann  sich  der  Schwerpunkt  über  oder  unter  dem 
festen  Punkte  befinden.  In  der  That,  da  das  Gewicht  des 
Körpers  eine  verticale,  in  seinem  Schwerpunkte  angreifende 
Kraft  ist,  so  fällt  seine  Richtung  mit  der  Graden,  die  den 
Schwerpunkt   und   den  festen  Punkt  verbindet,    zusammen; 
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daher  wird  diese  Kraft  durch  den  Widerstand  des  festen 
Punktes  aufgehoben,  gerade  so  als  ob  sie  unmittelbar  an 
demselben  angebracht  wäre. 

Hängt  man  einen  festen  schweren  Körper  an  einem 
festen  Punkte  auf,  vermittelst  eines  Padens,  dessen  unteres 
Ende  an  einem  Oberflächenpunkte  befestigt  ist,  so  muss  aus 
demselben  Grunde  die  Richtung  dieses  Fadens  im  Zustande  des 
Gleichgewichts  vertical  sein,  und  ihre  Verlängerung  muss 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen.  Dasselbe  muss 
der  Fall  sein,  wenn  man  denselben  Körper  an  dem  festen 
Punkte  aufhängt,  indem  man  das  untere  Ende  des  Fadens 
an  anderen  Punkten  seiner  Oberfläche  befestigt.  Die  Ver- 
längerungen des  Fadens,  im  Innern  des  Körpers  bezeichnet, 
müssen  sich  daher  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden;  hierin 
liegt  ein  practisches  Mittel,  um  die  Lage  des  Schwer- 
punktes in  einem  homogenen  oder  heterogenen  Körper  von 
beliebiger  Form  zu  finden. 

Bei  allen  Problemen,  die  sich  auf  das  Gleichgewicht 
eines  festen  Körpers  beziehen,  kann  man  von  der  Schwere 
seiner  verschiedenen  Theile  absehen,  wenn  man  zu  den 
anderen  gegebenen  Straften,  die  auf  den  Körper  wirken,  eine 
Kraft  hinzufügt,  die  seinem  Gewichte  gleich  ist,  und  vertical 
auf  seinen  Schwerpunkt  wirkt.  So  müsste  man  zum  Beispiel 
im  Falle  des  Gleichgewichts  am  Hebel  zu  der  Zahl  der  ge- 
gebenen Kräfte,  deren  Momente  zusammengenommen  gleich  0 
sein  müssen  in  Beziehung  auf  den  Stützpunkt  (g  47),  das 
Gewicht  des  Hebels  hinzufügen,  angebracht  an  seinem  Schwer- 
punkte und  in  der  Richtung  der  Schwerkraft  wirkend. 

§  64.  Wenn  man  die  Schwerpunkte  G  und  G'  der 
beiden  Theile  eines  Körpers,  und  ihre  Gewichte  p  und  p' 
kennt,  so  lässt  sich  daraus  der  Schwerpunkt  K  des  ganzen 
Körpers  unmittelbar  finden;  denn  dieser  Schwerpunkt  liegt 
als  der  Angriffspunkt  der  Resultante  der  parallelen  Kräfte 
p  und  p',  auf  der  Geraden  GG',  in  deren  Endpunkten  jene 
Componenten  in  'ein  und  demselben  Sinne  angreifen ;  um  seine 
Lage  zu  bestimmen  haben  wir  daher  die  Gleichung: 

GK  :  GG'  =  p  :  p  +  p. 
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Kennt  man  ferner  die  Schwerpunkte  K  und  G  eines  Körpers 
und  eines  seiner  Theile,  und  sind  die  Gewichte  des  Körpers 
und  dieses  Theiles  P  und  p,  so  ergibt  sich  daraus  der  Schwer- 
punkt G'  des  anderen  Theiles;  denn  dieser  Punkt  muss  jen- 
seits des  Punktes  K  auf  der  Verlängerung  der  Graden  GK 
liegen,  und  seine  Entfernung  vom  Punkte  G  ist  bestimmt 
durch  die  Proportion: 

GG'  :  GK  =  P  :  P  —  p. 

Wenn  ein  Körper  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Stücken 
getheilt  ist,  deren  Gewichte  und  Schwerpunkte  bekannt  sind, 
so  kann  man  daraus  seinen  Schwerpunkt  vermittelst  einer 
Anzahl  von  Proportionen  herleiten;  aber  es  empfiehlt  sich 
eher,  die  drei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  vermittelst  dös 
Satzes  von  den  Momenten  paralleler  Kräfte  zu  bestimmen  (§  54). 

Seien  zu  diesem  Zwecke  p,  p',  p"  .  .  .  die  Gewichte  der 
verschiedenen  Theile  des  Körpers  und  P  sein  Gesammt- 
ge wicht,  so  dass  man  hat: 

P  =  p  +  p  +  p"  H 

Seien  femer  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des 
Theiles,  dessen  Gewicht  p  ist,  x',  y',  z  die  des  Schwerpunktes 
des  Theiles  mit  dem  Gewichte  p'  etc.  Alle  diese  Grössen 
sind  der  Voraussetzung  nach  gegeben;  bezeichnen  wir  nun 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Körpers?  mit 
^1  t  Yi  ?  Zj  ,   so  haben  wir  nach  dem  genannten  Theoreme : 

Pxj  =  px  +  p'x'  +  p 'x"  H 

Pyi  =  py  +  pY  +  p'y'  H 

Pzj  =  pz  +  p'z'  -f-  p"z"  +  •  •  • 

wodurch  die  Werthe  von  x^  ,  y^  ,  Zj  bestimmt  sind. 

§  65*  Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  Gewichte 
durch  die  Massen  ersetzen,  denen  sie  proportional  sind.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  m,  m',  m''  ...  die  Massen  der  ver- 
schiedenen Theile  des  Körpers,  deren  Gewichte  p,  p',  p"  .  .  . 
waren,  und  mit  M  seine  Gesammtmasse,  so  dass 

M  =  m  +  m '  +  m"  -f 


... 
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ist,  so  erhält  man: 

Mxj  =  mx  +  iJ^  x'  +  m"x"  +     •  •     j 
Myi  =  my  +  m'y'  +  m"y"  +  •  •  •     J    (1) 
Mzj  =  mz  4"  "^  z'  4"  m'^ '  +  •  •  * 

und  diese  Gleichungen  sprechen  aus,  dass  der  Schwerpunkt 
von  der  Grösse  der  Schwerkraft  unabhängig  ist,  und  dass  er 
in  verschiedenen  Breiten  und  bei  verschiedenen  Höhen  über 
der  Erdoberfläche  stets  derselbe  Punkt  des  Körpers  ist. 
Wegen  des  Umstandes,  dass  dieser  Punkt  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  gar  nicht  voraussetzt,  sondern  nur  von  den 
Massen  und  ihrer  Vertheilung  abhängt,  haben  ihn  Euler  und 
Andere  das  Trägheitscentrum  genannt;  indessen  ist  die 
Bezeichnung  Schwerpunkt  die  gewöhnlichere. 

Wenn  die  Masse  M  in  eine  unendliche  Anzahl  unendlich 
kleiner  Theile  m,  m',  m"  .  .  .  getheilt  ist,  so  kann  man  jeden 
beliebigen  Punkt  eines  solchen  Theiles  als  seinen  Schwer- 
punkt ansehen,  da  die  Coordinaten  nach  jeder  Axe  für  alle 
Punkte  desselben  Elementes  sich  von  einander  nur  um  un- 
endlich kleine  Grössen  unterscheiden.  Die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (1)  setzen  sich  dann  aus  einer  unendlichen  An- 
zahl unendlich  kleiner  Glieder  zusammen,  deren  Summen  be- 
stimmte Integrale  sind  nach  dem  auf  vielfache  Integrale  ausge- 
dehnten Satze  des  §  13.  Daher  kann  man  immer  nach  den 
Regeln  der  Integralrechnung  den  Schwerpunkt  eines  beliebigen 
Körpers  genau  oder  näherungsweise  bestimmen,  ohne  den 
irgend  eines  seiner  Theile  zu  kennen. 

In  homogenen  Körpern  verhalten  sich  die  Massen  der 
Theile  wie  die  Volumina  derselben;  man  kann  dann  also  in 
den  Gleichungen  (1)  für  die  Massen  die  Volumina  setzen; 
und  wenn  man  mit  V  das  Gesammtvolumen,  mit  v,  v',  v"  .  .  . 
die  Theil Volumina  bezeichnet,  die  den  Massen  m,  m',  m"  etc. 
zugehören,  so  erhält  man: 

V  =  V  +  v'  +  v"  4"  •  •  • 
Vxj  =  vx  +  v'x'  +  v"x"  4"  •  •  • 

VVi  =  vy  +  V  y'  4-  v"y"  H 

Vzj  =  vz  4"  v'z'  4"  ^'"z"  4"  •  •  • 
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Der  Punkt,  welcher  durch  diese  Gleichungen  bestimmt 
wird,  ist  das  Gentrum  der  parallelen  Kräfte,  welche  an  allen 
Punkten  eines  Körpers  angreifen  und  seinen  Yolumelementen 
proportional  sind;  dieser  Punkt  heisst  der  Schwerpunkt 
des  Volumens,  obgleich  ein  Volumen  weder  Masse  noch 
Schwere  hat.  Ebenso  nennt  man  Schwerpunkt  einer  Fläche 
oder  einer  Linie  das  Centrum  der  parallelen  Kräfte,  die  an 
allen  ihren  Punkten  wirken  und  ihren  Elementen  proportional 
sind.  Man  bestimmt  seine  Coordinaten,  indem  man  in  den 
vorhergehenden  Gleichungen  die  Volumina  V,  v,  v',  v"  .  .  . 
durch  den  Flächeninhalt  der  Fläche  und  ihrer  Theile,  oder 
durch  die  Länge  der  Linie  und  ihrer  Theile  ersetzt. 

§  66«  Die  Massen  M,  m,  m'  .  .  .  und  die  gegenseitigen 
Abstände  ihrer  Schwerpunkte  sind  unter  einander  durch  eine 
Gleichung  verbunden,  die  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (1) 
herleiten  lässt. 

Verlegen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Coordinatenanfang 
in  den  Schwerpunkt  von  M :  die  Gleichungen  lauten  alsdann : 

mx  +  m'x'  +  m"x"  +  •••==  ^^' 
my  +  m'y'  +  ^  y    +  •  •  •  =  0, 
mz  +  n^  z'  -f"  wi  z"  -|-  .  .  .  =  0. 
Erheben  wir  die  erste  in's  Quadrat,  so  folgt  daraus: 

m^x^  +  m'^x'^  4"  m"^x"^  -]-...= 
-  2mm'xx   -  2mm"xx"  -  2mm"x'x" 

Fügen  wir  den  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Grösse 

m  (m'  -|-  m"  +  •  •  •)  X*  -h  i^  (m  -|-  m"  +  •  •   )  x'^ 
+  m"  (m  +  m'  -)~  m'"  +  •  •  •)  x"*  +  •  •  • 

hinzu,  so  kommt: 

M  (mx^  +  m'x'^  +  m"x"*  -)-...)  =  mm'  (x  —  x')* 
-f-  mm"  (x  —  x")^  +  ni'm"  (x'  —  x")^  -f-  .  .  . 

Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (1)  liefern  in  derselben 
Weise : 

M  (my^  +  m'y'^  -f-  m"y"^  +  ••*)  =  mm'  (y  —  y')^ 
+  mm"  (y  —  y")^  +  mm"  (y'  —  y")*  +  •  •  • 
und 
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M  (mz^  +  mV*  +  m'V*  -|-  .  .  .)  =  mm'  (z  —  z')* 
+  mni"  (z  —  z")*  -|-  mm"  (z'  —  z")*  +  •  •  • 

Addiren  wir  nun  diese  drei  letzten  Gleichungen  und  setzen 

X*    +  y^    +  z*    ==  r^ 
x'*  +  y'^  +  z'*  =  ^'^ 
x"*  +  y"^  +  z"*  =  r"^ 
etc., 

(x  -  x')»  +  (y  -  y')'  +  (z  -  z')'  =  p«, 
(X  -  x")*  +  (y  -  y")»  +  (z  -  z")»  =  p'», 

(x  -  x-y  +  (y:  -  y")*  +  (z'  -  z")^  =  p"», 

etc. 

80  erhalten  wir 

M  (mr*  +  mV*  +  m"r"*  -|-  .  .  .)  =  mm'p* 
mm  p*  +  mm  p     +••• 
als  die  gesuchte  Gleichung,  in  welcher  p,  p',  p"  .  .  .  die  gegen- 
seitigen Abstände  der  Schwerpunkte  von  m,  m',  m"  .  .  .,  und 
r,  r',   r"  .  .  .  ihre  Abstände   von   dem  Schwerpunkte  von   M 
bezeichnen. 

§  67«  Es  lässt  sich  auch  aus  den  Gleichungen  (1)  ein 
merkwürdiger  Satz  ableiten,  der  sich  auf  das  Gleichgewicht 
eines  ganz  freien  Punktes  bezieht. 

Sei  0  (Fig.  23)  der  im  Gleichgewichte  befindliche  Punkt, 
und  seien  OA,  OA',  OA"  .  .  .  der  Grösse  und  Richtung  nach 
die  Kräfte,  die  auf  denselben  wirken;  wenn  die  Endpunkte  A, 
A',  A"  .  .  .  die  Schwerpunkte  gleicher  Massen  sind,  so  ist 
der  Punkt  0  der  Schwerpunkt  dieses  ganzen  Systems. 

Wenden  wir,  um  dies  einzusehen,  die  Gleichungen  (1) 
auf  diese  Massen  an,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  ihre  Anzahl 
gleich  n  setzen: 

nxi  =  X  +  x'  +  x"  +  •  •  • 

nyi  =  y  +  y'  +  y"  H 

nzj  =  z  +  z'  4"  z"  +  •  •  * 

Seien  fenier  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Kraft  OA  mit 
drei  rechtwinkligen  durch  den  Punkt  0  gehenden  Axen 
bildet,  a,  ß',  y'  die  entsprechenden  Winkel  für  OA',   a",  ß", 
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t"  für  OA"  etc;  dann  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  diese  Kräfte: 

OA  cos  a  -|-  OA'  cos  a  -f-  OA"  cos  a"  +  •  •  •  =  0, 

OA  cos  ß  +  OA'  cos  ß'  +  OA"  cos  ß"  H =  0, 

OA  cos  T  +  OA.'  cos  Tf'  +  OA"  cos  y"  +  •  •  •  ^  0. 

Verlegt  man  nun  den  Coordinatenan£ang  in  den  Punkt  0,  so 
erhält  man: 

X  =  OA  cos  a,  y  =  OA  cos  ß,  z   =  OA  cos  y, 

x'  =  OA'  cos  a',  y  =  OA'  cos  ß',  z'  =  OA'  cos  y', 

x"=  OA"cos  ß"»  y"=  OA"cos  ß",  z"  =  OA".coö  t'» 
etc. 

für  die  Coordinaten  der  Punkte  A,  A',  A"  .  .  .  Die  obigen 
Gleichgewichtsbedingungen  gehen  dadurch  über  in: 

X  ~|-  x'  +  x"  +  •  •  •  =  0, 

y  +  y'  +  y"  H =  <^ 

z  -\-  z    +  z"  +  •  •  •  =  ^' 
und  daraus  folgt 

X,  =  0,       y,  =  0,       z,  =  (I 

für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  gleichen  Massen; 
und  somit  fällt  dieser  Schwerpunkt  mit  dem  Punkte  0  zu- 
sanmien,  wie  gezeigt  werden  sollte. 

§  68.  Es  gibt  viele  besondere  Fälle,  in  denen  der 
Schwerpunkt  unmittelbar  bekannt  ist.  So  ist  der  Schwer- 
punkt einer  Kugel  oder  eines  Ellipsoides  offenbar  der  Mittel- 
punkt dieser  Körper;  der  Schwerpunkt  eines  Parallele- 
pipedums  der  Durchschnittspunkt  seiner  vier  Diagonalen; 
derjenige  eines  Cylinders  mit  parallelen  Grundflächen  die 
Mitte  seiner  Axe.  Der  Schwerpunkt  eines  Kreises  oder  einer 
Ellipse  befindet  sich  gleichfalls  im  Mittelpunkte,  und  der- 
jenige eines  Parallelogrammes  im  Schnittpunkt  seiner  beiden 
Diagonalen.  Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie  ist  die 
Mitte  derselben  und  daraus  findet  man  ohne  Schwierigkeit 
den  Schwerpunkt  der  Begrenzungslinie  eines  beliebigen 
Polygons  entweder  durch  eine  Reihe  von  Proportionen  (§  64), 
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oder  nach  den  Grieiöhungen  für  die  Momente  paralleler  Kräfte. 
Man  sieht  femer  ein,  dass,  wenn  man  die  Schwerpunkte 
eines  Dreiecks  oder  einer  dreiseitigen  Pyramide  gefunden  hat, 
man  auf  einem  dieser  beiden  Wege  den  Schwerpunkt  eines 
gegebenen  beliebigen  Polygons  oder  Polyeders  daraus  ableiten 
kann,  da  man  diese  Gebilde  jederzeit  in  Dreiecke,  resp.  drei- 
seitige Pyramiden,  zerlegen  kann. 

Im  Allgemeinen  jedoch  erfordert  die  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  die  Anwendung  der  Integralrechnung;  und 
dieses  Problem  werden  wir  im  folgenden  Kapitel  in  seine 
Einzelheiten  verfolgen. 


-•» 


Cap.  V. 
BestinuHng  des  Schwerpnnktes. 


I. 


Schwerpunkt  krammer  Linien. 

§  69.  Sei  s  der  Bogen  der  gegebenen  Curve  zwischen 
einen)  festen  Punkte  C  und  einem  beliebigen  Punkte  M. 
Seien  femer  x,  y,  z  die  drei  rechtwinkligen  Goordinaten  des 
Punktes  M.  Wir  können  diese  Curve  als  ein  Polygon  mit 
unendlich  vielen  Seiten  betrachten;  ds  sei  die  Seite  oder  das 
Element  der  Curve,  welches  dem  Punkte  M  entspricht;  wir 
betrachten  dann  x,  y,  z  als  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes dieses  Elementes;  denn  wo  derselbe  auch  auf  dem 
Elemente  liegen  möge,  immer  werden  sich  seine  Coordinaten 
von  X,  y,  z  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  unterscheiden. 

Bezeichnen  wir  mit  1  die  Länge  des  begrenzten  Theiles 
der  Curve,  dessen  Schwerpunkt  bestimmt  werden  soll,  und 
seien  Sq  und  Sj  gegebene  Werthe  von  s,  die  den  Endpunkten 
von  1  entsprechen ;  ferner  seien  Xj  ,  y^  ,  Zj  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  von  1.  Nach  dem  Satze  des  8  18  ist  die 
Summe  der  Werthe  jedes  der  Producte  xds,  yds,  zds,  aus- 
gedehnt über  das  Curvenstück  1,  ein  bestimmtes  Integral  von 
s  =  Sq  bis  s  =  Sj  ,  wenn  man  x,  y,  z  als  Functionen  von  s 
ansieht,  die  durch  die  Natur  der  betrachteten  Curve  gegeben 
sind.     Wir  haben  daher  (§  64) 
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«1 
Isi  =  I  xds. 


So 


lyi  =  /  yds.  (i) 


S.) 


IZj  = 


=  I  zds, 


als  Bestimmungsgleichungen  für  Xj  ,  y^  ,  z^ . 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  die  gegebene  Linie  sei 
eine  Grade,  und  der  Theü  1  beginne  im  Punkte  C,  so  dass 
Sq  =  0  und  Sj  =  1  ist;  seien  a,  ß,  y  die  drei  Winkel,  welche 
1  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  bildet,  und  a,  b,  c  die 
Coordinaten  des  Punktes  C;  dann  ist  für  den  beliebigen 
Punkt  M: 

X  =  a  +  s  cos  a, 

y  =  b  +  s  cos  ß, 
z  =  c  +  s  cos  f. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (1)  ein,   führen 
die  Integration  aus  und  dividiren  hierauf  durch  1  so  kommt: 

Xj  =  a  +  2^  1  cos  a, 

Yi  =  b  +  2  ^  ^^®  3» 

Zi  =  c  +  2  1  cos  Y, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Schwerpunkt  der  geraden  Strecke  1 
in  ihrer  Mitte  liegt,  wie  dies  auch  sein  muss. 

§  70,  Wenn  es  sich  um  eine  ebene  Curve  handelt, 
und  wenn  man  ihre  Ebene  als  xy-£bene  wählt,  so  genügen 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  um  die  Lage  ihres  Schwer- 
punktes in  dieser  Ebene  zu  bestimmen.  Wenn  überdies  der 
Theil  1  der  Curve  sjnomietrisch  zu  beiden  Seiten  des  Punktes 
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C  liegt,  so  ist  S0  =  —  ^^  1,  Sj  ==  0^  1 ;  der  Schwerpunkt  wird 

auf  der  im  Punkte  C  errichteten  Normalen  liegen,  und  wenn 
wir  diese  zur  x-Axe  nehmen,  so  genügt  es,  den  Werth  von 
Xj  zu  bestimmen,   welcher   durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 


Ix.  =  I  xds. 


Der  Kreisbogen  ist  in  diesem  besonderen  Fall  mit  inbe- 
griffen, wenn  wir  zur  x-Axe  den  durch  seine  Mitte  gehenden 
Durchmesser  nehmen.  Verlegen  wir  gleichzeitig  den  Coordi- 
natenanfang  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises  und  nennen 
seinen  Radius  a,  so  ist 

s 
X  =  a  cos  — , 
a 

« 

die  Abscisse  des  willkürlichen  Punktes  M.     Daraus  folgt: 

Ixj  =  2a^  sin  — . 

Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  1  mit  c,  so  ist 

o      •     1 
c  =  2a  sm  77- 

2a 

und  mithin: 

IX«  '~^  ac, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Abstand  x,  des  Schwerpunktes 
eines  Kreisbogens  vom  Kreismittelpunkte  die  vierte  Propor- 
tionale zum  Radius,  der  Sehne  und  dem  Bogen  ist. 

§  7K  Die  Gleichung  der  ebenen  Curve  lehrt  die  eine 
der  beiden  Yariabeln  x  und  y  als  Function  der  anderen 
kennen.  Denken  wir  uns  y  als  Function  von  x  gegeben,  so 
haben  wir 


=/>+Iy 
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zu  setzen,  und  wenn  wir  die  Werthe  von  x,  die  den  beiden 
Endpunkten  des  Bogens  1  entsprechen  mit  a  und  ß  bezeichnen, 
so  erhalten  wir: 


1 


-//' + © - 


"■  -/'  /' + (S)'"''   '2> 


ß 


■  =/^  V^ + CD''^^ 


Wenn  die  gegebene  Curve  ein  Kegelschnitt  ist,  so  lassen 
sich  die  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  (2)  vorkommenden 
Integrale  nach  den  gewöhnlichen  Integrationsregeln  in  end- 
licher Form  darstellen.  Im  Falle  einer  Parabel  lässt  sich 
auch  das  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  enthaltene  Integi'al 
leicht  berechnen ;  es  lassen  sich  daher  die  beiden  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  parabolischen  Bogens  jederzeit  als 
Functionen  der  Abscissen  seiner  Endpunkte  darstellen.  Femer 
lässt  sich  nach  einem  Satze  von  Landen  der  Bogen  einer 
Hyperbel  vermittelst  zweier  Ellipsenbogen  und  eines  alge- 
braischen Theiles  ausdrücken;  was  jedoch  den  Ellipsenbogen 
betrifft,  so  sieht  man  diesen  als  eine  irreductibele  Function 
an,  die  sich  nicht  auf  andere  einfachere  Functionen  zurück- 
führen lässt.  Legendre  hat  für  diese  Functionen  besondere, 
sehr  ausgedehnte  Tabellen  aufgestellt,  die  ihre  numerischen 
Werthe  mit  grosser  Genauigkeit  angeben.  Wenn  daher  die 
numerischen  Werthe  von  a  und  ß  und  die  der  Axen  der 
Hyperbel  oder  der  Ellipse  gegeben  sind,  so  ist  es  leicht,  den 
Werth  von  1  und  somit  den  der  Coordinaten  Xj  und  y^  des 
Schwerpunktes  eines  hyperbolischen  oder  elliptischen  Bogens 
zu  berechnen. 

§  72«    Wir  wählen  den  Bogen  einer  Cycloide  als  weiteres 
Beispiel  für  die  Anwendung  der  Gleichungen  (2).     Bei  dieser 
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Curve  lassen  die  Bogenlänge,  die  Fläche,  sowie  die  Ober- 
fläche und  das  Volumen  des  von  ihr  erzeugten  Rotations- 
körpers sich  vermittelst  gewöhnlicher  Functionen  genau  aus- 
drücken, und  dasselbe  gilt  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes der  genannten  Raumgebilde.  Die  Gonstniction  der 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Curve  ist  gleich- 
falls sehr  einfach;  femer  ist  die  Abwickelungscurve  der 
Cycloide  eine  andere  Cycloide,  und  überdies  nähert  sich  jede 
beliebige  Curve  durch  eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden 
Abwickelungen  mehr  und  mehr  der  Cycloide  und  fällt  im 
Unendlichen  mit  dieser  zusammen.  [Joum.  de  l'Ec.  Polyt. 
18^  cah.  p.  431].  Auch  ist  es  die  Cycloide,  die  man  findet, 
wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  wenn  man  die  Curve 
sucht,  welche  besonders  bemerkenswerthe  Eigenschaften  zeigt 
in  Beziehung  auf  die  krummlinige  Bewegung  der  schweren 
Körper.  Diese  Vereinigung  einer  grossen  Anzahl  merk- 
würdiger Eigenschaften  verschiedener  Natur  in  ein  und  der- 
selben Curve  macht  die  Betrachtung  derselben  sehr  fruchtbar 
für  Geometrie  und  Mechanik.  Man  erhält  ihre  Gleichung 
folgendermassen : 

Die  Cycloide  ist  eine  ebene  Curve  ACB  (Fig.  24),  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Peripherie  eines  Kreises 
hervorgebracht  wird,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einer 
Graden  AB  rollt.  Wenn  der  erzeugende  Punkt  sich  zuerst 
im  Punkte  A  befindet  und  darauf  im  Punkte  B  wieder  in 
dieser  Graden  anlangt,  so  ist  die  Strecke  AB  gleich  dem 
Umfange  des  gegebenen  Kreises;  femer  sieht  man  dass  die 
vom  höchsten  Punkte  C  der  Cycloide  auf  AB  gefällte  Senk- 
rechte CD  gleich  dem  Durchmesser  jenes  Kreises  ist  und  die 
Cycloide  in  zwei  symmetrische  Theile  zerschneidet.  Es  ist 
mithin,  wenn  wir  den  Radius  des  gegebenen  Kreises  mit  c 
bezeichnen : 

AB  =  2äc, 

CD  =  2c. 

Bei  einer  beliebigen  Lage  des  Kreises  sei  HG  sein  zur 
Basis  AB  senkrechter  Durchmesser  und  H  der  Berührungs- 
punkt der  Graden.    Vom  Punkte  M  fällen  wir  die  Perpendikel 
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MP  und  MK  auf  AB  und  GH  und  setzen 

AP  =  p, 
PM  =  q; 

dann  ist: 

AH  =,AP  +  MK 


=  p  +  V  2cq  —  q' 


y  2cq  —  q* 
arc  MH  =  c.  arc  sin 


Da  aber  der  erzeugende  Kreis  ohne  zu  gleiten  auf  der  Geraden 
AB  rollt,  so  ist  stets 

AH  =  arc  MH ; 

und  die  gesuchte  Gleichung  der  Cycloide  ist  daher: 


y y  2cq  —  q* 

p  +  r  2cq  —  q*  =  c.  arc  sin » 

wo  p  und  q  die  laufenden  Coordinaten  sind. 
Differenziren  wir  dieselbe,  so  erhalten  wir: 

qdq 


dp  = 


y^  —  q* 


als  Differentialgleichung  der  Cycloide.  Daraus  folgt,  dass  die 
beiden  Sehnen  MG  und  MH  des  erzeugenden  Kreises  gleich 
der  Tangente  und  der  Normale  der  Cycloide  im  Punkte  M 
sind.  Bestimmen  wir  vermittelst  der  bekannten  Formel  den 
Krümmungsradius  für  denselben  Punkt,  so  finden  wir,  dass 
derselbe  doppelt  so  gross  als  MH  ist;  und  hieraus  folgt, 
dass,  wenn  man  MH  um  eine  Grösse  HN  =  MH  verlängert, 
der  Punkt  N  der  Krümmungsmittelpunkt  ist.  Machen  wir 
ebenso  CDE  doppelt  so  lang  als  CD  so  wird  der  Punkt  E 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Scheitel  C  sein,  und 
daraus  ziehen  wir  den  Schluss,  dass  die  Abwickelungscurve 
ANE  der  halben  Cycloide  AMC  die  halbe  Curve  ist,  nur  so 
verschoben  und  umgedreht  dass  ihr  Scheitel  C  nach  A,  und 
ihr  Anfang  A  nach  E  versetzt  ist.     Es  folgt  weiter  daraus, 


Eigenschaften  der  Cycloide.  99 

dass  die  Länge  von  ANE  oder  von  AMC  gleich  der  Graden 
CDE  ist,  und  dass  mithin  die  Länge  der  ganzen  Cycloide  vier- 
mal so  gross  ist  als  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises. 

§  73.  Bei  den  Anwendungen,  die  wir  von  dieser 
Gleichung  machen  werden,  ist  es  bequemer  den  Coordinaten- 
anfang  in  den  Scheitelpunkt  C  zu  verlegen  (Fig.  25).  Wir 
wählen  als  x-  und  y-Axe  die  Geraden  Cx  und  Cy,  senkrecht 
und  parallel  zur  Basis  AB.  Fällen  wir  von  dem  beliebigen 
Punkte  M  eine  Senkrechte  MP  auf  Cx,  so  erhalten  wir 

CP  =  X, 
MP=  y; 

und  wenn  wir  diese  Coordinaten  mit  den  vorhergehenden 
vergleichen  und  mit  a  den  Durchmesser  CD  des  erzeugenden 
Kreises  bezeichnen,  so  ergiebt  sich: 

p  =  -Äa  —  y, 

q  =  a  —  X. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Düferentialgleichung  der 
Cycloide  ein  und  schreiben  a  fQr  2c,  so  erhalten  wir: 

,  (a  —  x)  dx 

dy  =  ,>  (a) 

f  ax  —  x^ 


und  hieraus  folgt: 


ds 


=i/-^- 


Bilden  wir  nun  s  =  J  ds  und  nehmen  das  Integral  so,  dass 
es  für  X  =  0  verschwindet,  so  erhalten  wir 

s  =  2  |/^ax 

für  die  Länge  des  Bogens  CM  dessen  Anfang  im  Scheitel  C 
liegt.  Im  Punkte  A  hat  man  x  =  a,  woraus  sich,  wie  vor- 
her, 2a  als  Länge  der  halben  Cycloide  CMA  ergiebt.  Man 
bemerke  noch,  dass  die  Gleichung  s'  =  4ax  der  Parabel- 
gleichung ähnlich  ist,  nur  dass  in  letzterer  die  Ordinate  y  an 
Stelle  des  Bogens  s  steht. 


7* 
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Wenden  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  (2)  auf  den 
Schwerpunkt  des  Bogens  CM  an,  so  erhalten  wir: 


wo  die  Integrale  so  zu  nehmen  sind,  dass  sie  mit  x  zugleich 
verschwinden.  Setzen  wir  darin  für  s  seinen  Werth,  so 
kommt : 


2xi  |/x  =  /  |/xdx, 


Es  ist  daher: 


Xi  —  3  X, 


und  hieraus  geht  hervor,  dass  der  Schwerpunkt  eines  zu 
beiden  Seiten  des  Scheitels  C  symmetrisch  liegenden  Bogens 
M'CM  —  welcher  sich  nach  Früherem  auf  der  Linie  CD  be- 
finden muss  —  vom  Punkte  C  ein  Drittel  so  weit  entfernt 
ist,  als  der  Punkt  P. 

Durch  Integration  durch  Theile  erhält  man: 

J^=2y/i-2//idy. 

Setzt  man  für  dy  seinen  durch  die  Gleichung  (a)  gegebenen 
Werth,  so  ergibt  sich: 

yi  Y~y^  =  y  |/x  —  j  Y^^  ^  ^^» 

also: 


yi  = 


>'  +  57x[<'-^''-'i^]^ 


und  damit  ist  der  Schwerpunkt  des  Bogens  CM  vollständig 
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bestimmt.  Für  die  halbe  Cycloide  hat  man  x  =  a  und 
y  =  ö^ira  zu  setzen   und  findet   daher   für   die  Coordinaten 

ihres  Schwerpunktes 

_  1^ 
Xi  —  3  a, 

§  74.  Wenn  eine  ebene  Curve  um  eine  in  ihrer  Ebene 
liegende  Grade,  die  wir  zur  Abscissenaxe  wählen  wollen, 
rotirt,  so  erzeugt  sie  eine  Rotationsfläche,  deren  Flächen- 
inhalt man  aus  der  Länge  der  Curve  und  der  Ordinate  ihres 
Schwerpunktes  berechnen  kann. 

Um  dies  zu  zeigen,  seien  x  und  y  die  Coordinaten  des 
beliebigen  Punktes  M  dieser  Curve  und  s  der  von  einem 
festen  Punkte  C  bis  zu  diesem  Punkte  gerechnete  Bogen 
CM ;  das  Element  ds  erzeugt  den  Mantel  eines  abgestumpften 
Kegels,    und   seine  Mitte   beschreibt   einen  Kreis    von    dem 

Umfang  2ic  (y  -f-  ö^  dy)  oder  einfach  gleich  27cy,  da  dy  un- 
endlich klein  ist.  Nach  der  bekannten  Formel  ist  mithin 
das  Flächenelement,  d.  h.  der  Mantel  dieses  Kegelstumpfes, 
gleich  27cyds.  Bezeichnet  man  daher  mit  s^  und  s^  die 
Werthe  von  s,  welche  den  beiden  Endpunkten  der  erzeugen- 
den Curve  entsprechen,  und  mit  S  den  Flächeninhalt  der 
Rotationsfläche,  so  ist  nach  dem  Satze  des  §  18 

8l 


=  2./: 


S  =  2ff  I  yds. 

So 

Diese  Gleichung  setzt  voraus,  dass  die  erzeugende  Curve 
von  der  x-Axe  nicht  geschnitten  wird,  da  sonst  die  beiden 
auf  verschiedenen  Seiten  dieser  Axe  gelegenen  Theile  zwei 
verschiedene  Flächen  erzeugen  würden,  von  denen  die  obige 
Formel  die  Differenz  darstellt.  Mit  dieser  Beschränkung  hat 
die  Formel  aber  auch  dann  noch  Gültigkeit,  wenn  die  er- 
zeugende Curve  eine  geschlossene  ist ;  um  sie  auf  diesen  Fall 
anzuwenden  hat  man  nur  für  Sj  den  Bogen  s^,  vermehrt  um 
den  Umfang  der  gegebenen  Curve,  zu  nehmen. 
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Vergleicht  man  nun  diese  Formel  mit  der  dritten 
Gleichung  (2),  so  folgt  daraus 

S  =  2irlyj  ; 

und  diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  entstandene  Rotations- 
fläche gleich  dem  Producte  ist  aus  der  Länge  1  der  erzeugen- 
den Curve  und  dem  Umfange  27ry,  des  Kreises,  welchen  der 
Schwerpunkt  derselben  beschreibt. 

Dieser  Satz  liefert  uns  ein  bequemes  Mittel  zur  Be- 
rechnung des  Werthes  von  S  in  allen  Fällen,  wo  der  Schwer- 
punkt der  Erzeugenden  ohne  besondere  Rechnung  bekannt 
ist,  wo  er  sich,  sozusagen,  aus  der  Anschauung  dieser  Curve 
ergiebt;  er  bietet  uns  dagegen  keine  besonderen  Vortheile 
mehr,  wenn  man  die  Ordinate  y^  erst  berechnen  muss,  weil 
diese  Berechnung  nicht  einfacher  sein  würde,  wie  diejenige 
von  S. 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  die  erzeugende  Curve  sei 
ein  Kreis  vom  Radius  a;  bezeichnen  wir  den  Abstand  seines 
Mittelpunktes  von  der  Rotationsaxe  mit  c  und  setzen  voraus 
dass  c  nicht  kleiner  als  a  ist,  so  ist 


1  —  27ra, 

Yi  —  c» 

und  mithin: 

S  =  47r^ac. 

Wenn  der  Kreis  die  Rotationsaxe  berührt,  so  ist  c  =  a; 
man  hat  dann  S  =  4:c^a*.  d.  h.  der  Inhalt  der  beschriebenen 
Rotationsfläche  ist  in  diesem  Falle  gleich  dem  eines  Quadrates, 
dessen  Seite   der  Umfang  27ta  des  erzeugenden  Kreises   ist. 


IL 

Sehwerpunkt  von  Flächen. 

§  75.  Seien  immer  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  M  und  x^ ,  y^  ,  Zj  diejenigen  des  Schwer- 
punktes,   um  deren  Bestimmimg  es  sich  handelt.     Wir  be- 
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trachten  z  als  gegebene  Funktion  von  x  und  y  und  setzen 

ez  8z 

Ferner  sei  w  das  Flächenelement,  welches  dem  Punkte  M 
entspricht;  dann  ist  (§  21) 

a>  =  dxdy  /l  +  p*  +  q*. 

Welcher  Punkt  von  w  auch  der  Schwerpunkt  dieses  Elementes 
sein  möge,  immer  werden  sich  seine  Coordinaten  nur  un- 
endlich wenig  von  x,  y,  z  unterscheiden;  daher  darf  man 
<DX,  (oy,  a>z  als  die  Momente  von  cd  in  Beziehung  auf  die  drei 
Coordinatenebenen  ansehen  und  es  ist  (nach  §  13  und  65) 

^  =  //-• 

wo  X  den  Inhalt  desjenigen  Theiles  der  Fläche  bezeichnet, 
dessen  Schwerpunkt  man  sucht,  und  die  Doppelintegrale  über 
alle  Elemente  von  X  zu  erstrecken  sind. 

Hat  man  eine  ebene  Fläche  vor  sich,  und  wählt  man 
ihre  Ebene  zur  xy-Ebene,  so  sind  die  Grössen  p  und  q  gleich 
0  und  man  hat  nur  die  drei  Gleichungen  zu  betrachten: 

X  =  //dxdy, 
Xxi  =  //xdxdy, 
Xyi  =  //ydxdy. 

Sei  nun  X  durch  die  Curve  ABC  (Fig.  26)  begrenzt.  Jeder 
Abscisse  OP  =  x  entsprechen  zwei  Ordinaten  PM  und  PN, 
die  wir  mit  y  und  y'  bezeichnen  wollen,  und  welche  durch 
die  Gleichung  der  Curve  als  Funktionen  von  x  gegeben  sind. 
Seien  femer  a  und  ß  die  Abscissen  OD  und  OE  der  Punkte 
A  und  B,  in  denen  die  Tangent«  der  Curve  der  Ordinaten- 
axe  parallel  ist.  Die  Integrale  müssen  von  y  =  PN  bis 
y  =  PM  und  darauf  von  x  =  a  bis  x  =  ß  genommen 
werden;  daher  hat  man: 
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ß 


^  =J{y  -  y)  dx, 


a 
ß 


.  =/(y  -  y 


^x,  =  1  (y  —  y')  xdx,  (1) 


a 

ß 


*  'V 


^y,=ilb'-y'>iy^- 


Wenn  die  Fläche  X,  anstatt  von  der  geschlossenen  Curve 
ABC  begrenzt  zu  sein,  zwischen  zwei  verschiedenen  Curven 
und  zwischen  zwei  der  y-Axe  parallelen  Graden  liegt,  so  nimmt 
man  aus  der  Gleichung  der  oberen  Curve  den  Werth  von  y 
und  aus  der  der  unteren  den  Werth  von  y',  und  für  a  und  ß 
die  Entfernungen  der  beiden  Parallelen  vom  Punkte  0.  Der 
gewöhnliche  Fall  ist  der,  dass  die  untere  Curve  durch  die 
Abscissenaxe  ersetzt  ist;  alsdann  ist  y'  =  0  und  man  erhält 
einfacher: 

ß 


=/ydx, 


a 


•^-/ 


yxdx,  (2) 


ß 

>>yi  =  1 1  y*dx 

o 

als  Gleichungen  zur  Bestimmung  des  Inhaltes  und  des  Schwer- 
punktes einer  ebenen  Fläche,  die  von  einer  gegebenen  Curve, 
der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinaten  der  Curve  begrenzt  wird. 
Man  bemerke  noch,  dass  man  auch  auf  folgende  Weise 
direct  zu  den  Gleichungen  (1)  kommen  kann.  Man  theile  die 
Fläche  ABC  in  Elemente  wie  MNN'M',  unendlich  schmal  und 
parallel  der  y-Axe.  Sei  u  die  Länge  der  Linie  MN.  Wenn 
man  durch  ihre   beiden  Endpunkte  M   und  N  Parallele   zur 
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x-Axe  zieht,  so  wird  man  dadurch  dem  Elemente  MNN'M' 
Dreiecke  hinzufügen,  resp.  davon  abschneiden,  welche  un- 
endlich klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  und  die  seine 
Grösse  daher  nicht  ändern.  Daher  können  wir  dieses  Element 
gleich  udx  setzen.  Bezeichnen  wir  mit  v  den  Abstand  der 
Mitte  von  MN  von  der  x-Axe,  so  können  wir  x  und  v  als 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieses  Elementes  ansehen. 
Mit  Berücksichtigung  der  übrigen  vorher  gemachten  Be- 
merkungen erhält  man  dann: 

ß 
udx. 


=/ 


ß 
Xx,  =  1  xudx,  (3) 


ß 

/ 


Xy,  =  I  vudx. 

a 

Andrerseits  ist,  wenn  y  und  y'  immer  die  Ordinaten  PM  und 
PN  bezeichnen,  die  ein  und  derselben  beliebigen  Abscisse 
entsprechen, 

u  =  y  —  y', 
v=|(y  +  y); 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  werden  die  Gleichungen 
(3)  in  die  Gleichungen  (1)  übergeführt. 

§  7o.  Als  erstes  Beispiel  wollen  wir  den  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  ABC  (Fig.  27)  aufsuchen. 

Wir  legen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die 
Ecke  C  und  nehmen  die  x-Axe  senkrecht  zur  Seite  AB  an; 
diese  Seite  sei  gleich  b  und  die  zugehörige  Höhe  CD  =  h. 
In  dem  beliebigen  Punkte  P  von  CD  errichten  wir  eine  Senk- 
rechte MP ;  dann  sind  die  Strecken  CP  und  MN  die  Variabein 
X  und  u,  und  es  besteht  die  Proportion 

u  :  X  =  b  :  h, 
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worans  folgt: 

xb 

Auserdem  ist  a  =  0   und  ß  =  h.     Nach  Einsetzung  dieser 
Werthe  liefern  die  beiden  ersten  Gleichungen  (3) 

X  =  ^  bh, 


Xxi  =  ^  bh*, 


und  hieraus  folgt: 


x^   =    3  h. 


Den  Werth  von  y  braucht  man  gar  nicht  zu  berechnen ; 
denn  wenn  E  die  Mitte  von  AB  ist,  und  man  zieht  die  Linie 
GE,  so  schneidet  diese  alle  mit  AB  parallelen  Dreiecks- 
elemente in  zwei  gleiche  Theile  und  muss  folglich  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  enthalten.  Wenn  man  also  auf  CD 
eine  Strecke 

CF  =  I  CD  =  Xi 

abschneidet  und  die  Linie  FG  senkrecht  zu  CD  zieht,  so 
wird  der  Punkt  G,  in  welchem  dieselbe  CE  trifft,  der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  sein.  Da  FG  die  Linien  CD  und  CE  in 
proportionale  Stücke  theilt,  so  ist  auch 

CG  =  I  CE; 

und  daraus  folgt,    dass  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  auf 

der  Linie  liegt,   die  eine  Ecke  mit  der  Mitte  der  gegentiber- 

2 
liegenden  Seite  verbindet,  und  zwar  um  -^  dieser  Linie   von 

der  Ecke,  um  -^  von  der  Mitte  der  Seite  entfernt. 

§  77.  Man  kann  diesen  Satz  auch  ohne  Zuhülfenahme 
der  Integralrechnung  darthun. 

Denkt  man  sich  nämlich  das  Dreieck  ABC  (Fig.  28)  in 
Elemente  parallel  zu  AB  zerlegt,    so  sieht  man,    dass  sein 
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Schwerpunkt  sich  auf  der  Graden  CD  befinden  muss,  die  die 
Ecke  C  mit  der  Mitte  D  dieser  Seite  verbindet.  Zerlegt  man 
darauf  das  Dreieck  in  Elemente  parallel  CA,  so  zeigt  sich, 
dass  der  Schwerpunkt  auch  auf  der  Linie  BE  liegen  muss, 
die  von  der  Ecke  B  nach  der  Mitte  E  von  CA  geht ;  derselbe 
muss  daher  der  Schnittpunkt  6  der  beiden  Linien  CD  und 
BE  sein.  Zieht  man  nun  noch  die  Linie  ED,  so  ist  diese 
parallel  mit  CB,  da  sie  AC  und  AB  in  proportionale  Theile 
theilt;  daraus  folgt: 

DE  :  CB  =  AD  :  AB  =  l  :  2, 
und  Dö  :  CG   =  DE  :  CB   =  1   :  2; 

so  dass  DG  die  Hälfte  von  CG  und  folglich  der  dritte  Theil 
von  DC  ist,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Hieraus  kann  man  schliessen,  dass  die  drei  Linien, 
welche  von  den  Ecken  eines  Dreieks  nach  den  Mitten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  gehen,  sich  in  einem  einzigen 
Punkte  schneiden  müssen;  und  dies  stimmt  mit  einem  be- 
kannten Satze  der  Planimetrie  überein. 

Wenn  die  Ecken  A,  B,  C  des  Dreiecks  die  Schwerpunkte 
dreier  gleicher  Massen  sind,  so  fallt  der  Schwerpunkt  dieses 
Systems  von  drei  Körpern  mit  dem  Schwerpunkte  des  Drei- 
ecks zusammen.  Denn  der  Schwerpunkt  der  beiden  Massen 
A  und  B  befindet  sich  zunächst  in  der  Mitte  D  von  AB; 
und  daher  liegt  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  in 
einem  Punkte  G  der  Geraden  CD,  und  zwar  so,  dass  GD  die 
Hälfte  von  CG,  oder  ein  Drittel  von  CD  ist. 

Hieraus  und  aus  dem  Satze  des  §  67  folgt,  dass,  wenn 
man  in  dem  Schwerpunkte  G  eines  Dreiecks  Kräfte  anbringt, 
die  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Strecken  GA, 
GB  und  GC  dargestellt  werden,  diese  drei  Kräfte  sich  im 
Gleichgewichte  befinden. 

§  IS.  Nachdem  wir  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks 
aufzufinden  gelernt  haben,  können  wir  daraus  auch  diejenigen 
des  Sectors  und  des  Segmentes  eines  Kreises  herleiten. 

Sei  CADB  (Fig.  29)  ein  Sector  und  C  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises.    Wenn  man  den  Bogen  ADB  als  Theil  eines 


108  Statik.   I. 

Polygons  von  unendlich  vielen  gleichen  Seiten  betrachtet,  so 
kann  man  den  Sector  in  ebenfalls  gleiche  dreieckige  Elemente 
zerlegen,  welche  diese  Seiten  zu  Grundlinien  und  den  Punkt 
C  zur  gemeinsamen  Spitze  haben.  Wir  denken  uns  nun  die 
Kraft,  welche  auf  jedes  dieser  Elemente  wirkt,  in  seinem 
Schwerpunkte  angebracht.  Da  die  Entfernung  jedes  Schwer- 
punktes vom  Punkte  C  zwei  Drittel  von  dem  Radius  des 
Kreises  beträgt,  so  haben  wir  ein  System  gleicher  und 
paralleler  Kräfte,    die    an    allen   Elementen    des   mit   einem 

2 

Radius  ^  CD  vom  Punkte  C  aus  beschriebenen  Kreisbogens 

A'D'B'  angebracht  sind.  Daher  wird  der  Schwerpunkt  des 
Sectors  das  Centrum  dieser  parallelen  Kräfte  sein,  d.  h.  der 
Schwerpunkt  dieses  Bogens  A'D'B'.  Bezeichnen  wir  nun  mit 
a,  1,  c  den  Radius  CD,  den  Bogen  ADB  und  die  Sehne  AB, 
so    sind    die    auf  A'D'B'    bezogenen    entsprechenden  Grössen 

ö^  a,  ö^  1,   ö  c;    ist  daher  G  der  gesuchte  Schwerpunkt,  und 

setzen  wir  CG  =  x,  so  ist  nach  §  70: 

_  2ac 
^"'81' 

Seien  nun  S,  S'  und  Sj  die  Flächen  des  Sectors  CADB, 
des  Dreiecks  CAB  und  des  Segmentes  ADBE,  und  G,  G'  und 
Gj  ihre  resp.  Schwerpunkte,  die  oflfenbar  auf  dem  nach  der 
Mitte  D  des  Bogens  ADB  gehenden  Radius  CD  liegen  müssen ; 
sind  femer  x,  x'  und  Xj  die  Entfernungen  dieser  drei  Punkte 
von  dem  Centrum  C,  und  bringt  man  in  den  Punkten  parallele 
Kräfte  an,  welche  mit  S,  S'  und  Sj  proportional  sind,  so 
wird  die  erstere  die  Resultante  der  beiden  anderen  sein. 
Betrachtet  man  die  Momente  dieser  Kräfte  so  hat  man 

Sx  =  S'x'  +  SjXj ; 
andrerseits  ist: 

S  =  I  al, 

2ac 
31 

Nennen  wir  h  die  Höhe  CE  des  Dreiecks,   dessen  Basis  AB 
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oder  c  ist,  so  ist 

^^    -    2' 

X   =3h. 

Da  nun  Sj  =  S  —  S'  =  ^  (al  —  ch)  ist,  so  liefert  die 
Gleichung  der  Momente: 

3  a*c  =  3  ch«  +  -  (al  —  ch)  Xj  ; 

und  hierdurch  ist  die  Entfernung  Xj  des  Schwerpunktes  des 
Segmentes  ADBE  vom  Centrum  des  Kreises  bestimmt.  Be- 
achtet man,  dass 

o      •      1 
c  =  2a  sm  -  -, 

,  1 

h  =  a  cos  - 

2a 
ist,  so  folgt  aus  der  vorigen  Qleichung: 

4a*  sin*    -- 

2a 

x^  = 


8  (l  —  a  sin  —  j 


Wenn  der  Bogen  AB  gleich  dem  Halbkreise  ist,  so  hat 
man  1  =  ica;  der  Sector  und  das  Segment  fallen  zusammen, 
ebenso  wie  die  Entfernungen  x  und  Xj  ,  deren  gemeinschaft- 
licher Werth  ist: 

—       _  *^ 

§  79.  Wenn  man  die  Gleichungen  (2)  auf  die  drei 
Kegelschnitte  anwendet,  so  lassen  sich  die  Integrationen  nach 
den  bekannten  Regeln  ausführen,  und  man  erhält  die  Werthe 
der  beiden  Coordinaten  Xj  und  y^  des  Schwerpunkt.es  in  end- 
licher Form.  Ich  führe  diese  Beispiele  nur  als  Uebungs- 
aufgaben  an  und  wende  mich  sogleich  zur  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  der  Cycloidenfläche. 

Sei  CPM   (Fig.   25)    das  Segment,    dessen  Schwerpunkt 
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man  finden  will.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  CP  und 
PM  mit  X  und  y,  wie  in  der  Gleichung  (a)  des  §  73,  so 
müssen  die  in  den  Gleichungen  (2)  enthaltenen  Integrale  für 
X  =  0  verschwinden;  durch  partielle  Integration  gehen  diese 
Gleichungen  über  in: 

^  =  xy  -  /  xdy, 
Xxj  =  2  ^'^  ""  2  /  ^'^y»  (^^ 

wo  die  neuen  Integrale  gleichfalls  mit  x  verschwinden. 
Vermöge  der  Gleichung  (a)  ist 

/  xdy  =  /  V  ax  —  xMx ; 

ist  N  der  Punkt,  in  welchem  die  Ordinate  PM  den  über  CD 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  trifft,  so  stellt  das  letzte 
Integral  das  halbe  Kreissegment  CNP  dar,  dessen  Flächen- 
inhalt wir  mit  7  bezeichnen  wollen;  es  ist  daher 

>^  =  xy  —  T. 
Fällt  der  Punkt  M  mit  A  zusammen,  so  ist: 


und  folglich: 


X  — 

CD  — 

a, 

y — 

DA  — 

1 

2 

Tca, 

7  — 

1           8 

« 

X  = 

3 

=  g  TTa 

2 

• 

Der  Flächeninhalt  der  halben  Gycloide  CAD  ist  daher  das 

Dreifache  des  Halbkreises  CND,  dessen  Radius  «  a  ist,  oder 

mit  anderen  Worten:   der  Inhalt  der  ganzen  Cycloidenfläche 
ist  dreimal  so  gross  als  der  des  erzeugenden  Kreises. 
Fenier  ist: 

JxMy  =/xy^ax  —  x^  dx, 
oder  auch,  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite 
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2^1  V^ax  —  X*  dx 

addiren  und  subtrahiren 

J  xMy  =  2^  a  /  |/  ax  —  X*  dx  —  J  (  2^  a  —  X )  |/  ax  —  xMx. 

Das  letztere  Integral  ergibt  sich  unmittelbar;   und  da  es  für 
X  =  0  verschwinden  muss,  so  erhalten  wir: 

3 

Xxj  =  2  ^^  —  4  ^"^  +  ö  (*^  *"  ^*)* 

als  Gleichung,    welche   den  Werth   von   x,  mit  Hülfe  des- 
jenigen von  X  bestimmt. 

Falls  es  sich  um  die  halbe  Cycloide  CAD  handelt,  wo 
gleichzeitig 

TCA         ffa^     .    3ffa^ 

X  —  a,    y  —  y,    7  —  -g-,    >^  -  -g- 

zu  setzen  ist,  so  ergibt  sich: 

_  7a 
^1  -  12' 

als  Entfernung  des  Schwerpunktes   von  der  y-Axe.     Mithin 
befindet  sich  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Cycloidenfläche  in 

l2  der  Höhe  CD  vom  Scheitel  C. 

Für  ein  beliebiges  Segment  CMP  bleibt  nur  noch  die 
Ordinate  y^  zu  bestimmen  und  dies  erfordert  eine  com- 
plicirtere  Rechnung. 

§  80.     Nach  der  Gleichung  (a)  ist 

/  xydy  =  /  y  /ax  —  xMx, 
und  es  kann  für  y  geschrieben  werden: 


_  r(T7x)dx       a  r       dx 
J  V  ax  —  X*      2  j  j,  ax  - 


x« 


Setzen  wir  daher  für  einen  Augenblick 

dx 

— --  =  z, 

y  ax  —  x' 


/ 
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und  setzen  wir  fest,  dass  dieses  Integral,  wie  alle  die  anderen, 
för  X  =  0  verschwinden  soll,  so  wird: 


y  =  |/  ax  —  x^  +  2  az, 
und 

J  xydy  =  2  *^^ "~  3  ^"  +  2  *  J  ^  1^*^  ^  ^*  ^^-        ^^^^ 
Da  wir 

T  =  /l/ax-xMx 
gesetzt  haben,  so  erhalten  wir  durch  Integration  durch  Theile: 

/z  |/ ax  —  x^  dx  =  ZY  —  jTdz.  (6) 

Wir  können  den  Ausdruck  für  y  auch  so  schreiben: 

dx .      r  (t  "  ^y 


_...f_j-=_n-L-j 

*      J  ysLx  —  x^      J  I  ax  — 


8 

dx. 


x^ 


oder,  wenn  wir  in  dem  zweiten  Gliede  die  Integration   durch 
Theile  anwenden: 


^=i**/7^;^-(i-"y 


ax  —  x^ 


ß 


—  I  l/  ax  —  x^  dx, 


woraus  folgt: 

Y  =  -  a*z  —  2  ^1  —  xj|/ax  —  x^ 

Da 

t/ax  —  X*  dz  =  dx 

ist,  so  ist 

jT  dz  =  j^  a*z^  —  ^ (ax  —  x% 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  y  und  J  7  dz  in  die  Gleichung 
(6)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in: 


/z|/ax-x^  dx  =  ~  a^z«  -_  1  (|  _  x j  |/ax  - 

+  {(ax  — x«j. 


X* 
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und  setzen  wir  fest,  dass  dieses  Integral,  wie  alle  die  anderen, 
für  X  =  0  verschwinden  soll,  so  wird: 


y  =  |/  ax  — ■  x^  +  2  az, 
und 

j  xydy  =  2  ^^^  ~  3  ^'  +  2  ^^  J  ^  V^^  ~"  ^^  ^^'       (^^) 
Da  wir 

7  =  J  |/ax  —  x^  dx 
gesetzt  haben,  so  erhalten  wir  durch  Integration  durch  Theile : 

/z  y'  ax  —  x^  dx  =  ZY  —  fldz,  (6) 

Wir  können  den  Ausdruck  für  7  auch  so  schreiben: 

dx .      r  (^  -  ^y 


^      J  Vax—  x^      J  fax  — 


2 
dx, 


x^ 


oder,  wenn  wir  in  dem  zweiten  Öliede  die  Integration  durch 
Theile  anwenden: 


dx 

X» 


i 


~  (I  -  ^)/*^  - 


/^ 


ax  —  x^dx, 


woraus  folgt: 


T  =  ^  a»z  -  f  (I  -  xj/ax  -  x». 


Da 


V*  ax  —  X*  dz  =  dx 

ist,  80  ist 

Jt  dz  =  j^  a»z»  —  I  (ax  —  x*). 

Setzen  wir  diese  Werthe  von  ^  und   f  7  dz  in  die  Gleichung 
(6)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in: 


)z^ax-x*dx  =  j^aV-  f  (|  -  x)  y'ax  - 

+  {  (ax  —  x*j, 


X* 


J 


lächwerpankt  einer  Rotationsfläche.  11$ 

uni  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  (5) 
erhalten  wir: 

j  xydy  ==  g-  a^x  +  g  ax*  —  3  x* 

Vermöge  dieses  Werthes  und  desjenigen  von  z,  nämlich: 

a  —  2x 

z  =  arc  cos 

a 

enthält  die  Gleichung  (4)  nichts  Unbekanntes  mehr  und  liefert 

den  Werth  von  y^  für  ein  beliebiges  Segment  CMP.  , 

Handelt  es  sich  um  die  halbe  Cycloide  CAD,  so  ist 

X  =  a,     z  =  arc  cos  ( —  1)  =  k; 

die  Gleichung  (7)  reducirt  sich  auf: 


/xydy  =  a»  (i  +  g) 


und  da 


^a  .         Sffä* 

ist,  so  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (4): 


7CSL  (  4  \ 


eine  Formel,  die  im  Verein  mit  der  für  Xj  im  vorigen  Para- 
graphen gefundenen  die  Lage  des  Schwerpunktes  vollständig 
bestimmt. 

§  81«  Betrachten  wir  nun  eine  Rotationsfläche.  Sei 
S  der  Flächeninhalt  einer  Zone,  welche  zwischen  zwei  auf 
der  Rotationsaxe  senkrechten  Ebenen  liegt.  Diese  Axe  muss 
den  Schwerpunkt  von  S  enthalten :  wir  wählen  sie  daher  zur 
x-Axe  und  bezeichnen  mit  Xj  die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes, und  mit  a  und  ß  die  Entfernungen  der  beiden  die 
Zone  S  begrenzenden  Ebenen  vom  Goordinatenanfang;  die 
Bestimmung  des  Schwerpunktes  dieser  Zone  reducirt  sich 
dann  auf  die  des  Werthes  von  x^  . 

PftnuBti«!,  Poiflson*«  Lehrbuch  d«r  Mechanik.  g 
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Wir  zerlegen  S  in  Elemente,  von  denen  jedes  der  Mantel 
eines  Eegelstumpfes  ist,  der  von  der  unendlich  kleinen  Seite 
der  erzeugenden  Gurve  beschrieben  ist;  dasjenige  welches 
dem  Punkte  M  dieser  Gurve  mit  den  Goordinaten  z  und  y 
entspricht,  ist  gleich 

2icy'/dx*  +  dy'; 

sein  Schwerpunkt  liegt  gleichfeJls  auf  der  x-Axe  und  wir 
können  die  Entfernung  desselben  vom  Goordinatenanfang 
gleich  X  setzen,  da  sie  sich  hiervon  jedenfalls  nur  unendlich 
wenig  unterscheidet.  Dies  vorausgeschickt,  haben  wir  nach 
§  13  und  65: 


=  2./,  l/ 


dy« 


S  =  2ic  I  yl/    1  +  ^,dx, 


=  2njxy  \f 


(8) 


dy« 


Sx,  =  2ic/xyl/    1  +^,dx, 


wenn  wir  y  als  Funktion  von  x  betrachten,    die  durch   die 
Gleichung  der  erzeugenden  Gurve  gegeben  ist. 

Wenn  zum  Beispiel  diese  Gurve  ein  Kreisbogen  vom 
Radius  a  ist,  und  man  legt  den  Goordinatenanfang  in  das 
Centrum  desselben,  so  ist 


y  =  /a*  — X*; 


mithin  wird: 


S  =  2«a  (ß  —  a), 
Sxji  =  ra  (ß*  —  a*) 

also:.  Xi=|(a  +  ß) 

d.  h.  der  Schwerpunkt  einer  Eugelzone  liegt  auf  dem  zu  den 
Begrenzungsebenen  senkrechten  Durchmesser  in  der  Mitte 
zwischen  diesen  Ebenen. 

§  83.  Die  Gycloide  bietet  uns  zwei  Fälle  ffir  die  An- 
wendung der  Gleichungen  (8),  je  nachdem  man  den  Bogen 
GM  (Fig.  25)  sich  um  die  x-  oder  die  y-Axe  drehen  läset 
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Im  ersten  Falle  ist  vermöge  der  Gleichung  (a)  des  §  73 : 

dx 


=  2ity^r 


o 

X 


Sxi  =  2«  l^a  /  y  |/x  dx. 


Mit  Berücksichtigung  des  gleichfalls  durch  die  Oleichung  (a) 
gegebenen  Werthes  von  dy  erhalten  wir  durch  partielle 
Integration : 


S 


=  4ffy  Ybx  —  4ici/lt  I  |/a  —  x  dx, 
Sxj  =  y  yx  |/ax  —  y  |/a^  j    x  Y^  —  x  dx, 
und  hieraus  folgt: 

s 


S  =  4^/iS  +  ^/^(a-x)*-fa», 


Sx,  =  -g"  yx  /ax  +  y  x|/^(a  —  x)» 

+  ^/i(a-.)T_f... 

Durch  diese  Formeln  ist  die  vom  Bogen  CM  hervorgebrachte, 
nach  der  Rotationsaxe  hin  concave  Oberfläche  und  der  Ab- 
stand ihres  Schwerpunktes  vom  Punkte  C  gegeben.  Wenn 
jener  Bogen  zur  halben  Cycloide  CA  wird,  so  ist  x  =  a  und 

y  =  —  zu  setzen  und  es  wird: 


S  =  2«a*  (ic  —  I  j 
Sx,  =  ^-  («  -  i6 j 


Im  zweiten  Falle  muss  man,  \xm  die  Gleichung  (a)  des 
g  73  weiter  anwenden  zu  können,  x  und  y  in  den  Gleichungen 
(8)'  vertauschen.    Dieselben  gehen  dadurch  über  in: 

8* 
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Z 


Sy,  =  2r  /  xy  1/    1  +  ^,  dx, 


WO  Yi  die  Entfernung  des  auf  der  Linie  Cy  gelegenen  Schwer- 
punktes der  Fläche  S  vom  Coordinatenanfang  ist.  Zufolge 
der  Gleichung  (a)  erhalten  wir: 

S  =  2ä  i  X  i/  -  dx  =  —  X  yl^K. 

Der  Werth  von  Syj  ist  derselbe  wie  der  von  S^  im  ersten 
Falle,  und  indem  wir  ihn  durch  S  dividiren  finden  wir  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  der  vom  Bogen  CM  erzeugten,, 
nach  der  Rotationsaxe  hin  convexen  Rotationsfläche  von  dem 
Punkte  C.  Ist  dieser  Bogen  wieder  dieselbe  Cycloide  CA,  so 
wird  der  Inhalt  der  beschriebenen  Fläche  gleich  ina,*  und 


y»  =  l("-0 


Man  bemerke,  dass,  wenn  derselbe  Curvenbogen  successive 
um  zwei  durch  einen  seiner  Endpunkte  gehende  und  auf- 
einander senkrechte  Axen  rotirt,  die  rechte  Seite  der  zweiten 
Gleichung  (8)  ihren  Werth  nicht  ändert,  und  dass  mithin  die 
Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  beiden  entstehenden 
Rotationsflächen  von  jenem  Endpunkte  umgekehrt  propor- 
tional dem  Flächeninhalte  der  Rotationsflächen  sind. 

§  83.  Wenn  die  Curve  ABC  (Fig.  26)  sich  um  eine 
in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  Ox  dreht,  welche  die  Curve 
nicht  schneidet,  so  wird  ihre  Fläche  einen  Rotationskörper 
beschreiben,  dessen  Volumen  V  sich  durch  den  Inhalt  dieser 
Fläche  und  die  Ordinate  y^  ihres  Schwerpunktes  ausdriicken 
lässt. 

Wenn  man  alle  Bezeichnungen  des  §  75  beibehält,  so 
sieht  man  leicht,  dass 
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V  =  «  i  (y»  -  y»)  dx 

O 

ist.  Es  ist  nämlich  die  unendlich  dünne  Scheibe  dieses 
Volumens,  welche  dem  Elemente  MNN'M'  der  erzeugenden 
Fläche  entspricht,  gleich  der  Differenz 

der  beiden  Cylinder  deren  Radien  PM  und  PN  sind,  und  die 
dx  zur  gemeinsamen  Höhe  haben;  denn  man  kann  die  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  kleinen  Volumina  vernach- 
lässigen, welche  von  den  früher  schon  besprochenen  Drei- 
ecken, die  das  Element  zu  einem  Rechtecke  machen,  be- 
schrieben werden.  Vergleicht  man  nun  diesen  Ausdruck  für 
V  mit  der  dritten  Gleichung  (1)  des  §  75,  so  wird 

V  =  2rXy,  , 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  das  Volumen  des  von  der  Fläche 
X  einer  ebenen  Gurxe  erzeugten  Rotationskörpers  gleich  dem 
Producte  ist  aus  dieser  Fläche  und  dem  Umfang  2'jcy^  des 
von  ihrem  Schwerpunkte  beschriebenen  Kreises.  Dieser  Satz 
ist  dem  im  §  74  gefundenen  analog  und  bietet  uns  ein  Mittel 
das  Volumen  V  zu  berechnen,  wenn  der  Schwerpunkt  von  X 
a  priori  bekannt  ist.  Er  behält  auch  Gültigkeit,  wenn  die 
erzeugende  Fläche  anstatt  von  einer  geschlossenen  Curve  von 
zwei  verschiedenen  Curven  und  zwei  zur  Rotationsaxe  senk- 
rechten Linien  begrenzt  wird,  vorausgesetzt,  dass  diese  Axe 
nicht  durch  die  Fläche  hindurchgeht. 

Wenn  die  erzeugende  Fläche  ein  um  seinen  Durchmesser 
rotirender  Halbkreis  vom  Radius  a  ist,  so  ist  die  Entfernung 
ihres  Schwerpunktes  von  der  Rotationsaxe  nach  §  78  gleich 

4a 

^—      Der    Umfang   des    von    diesem   Punkte   beschriebenen 

Ej*eises  ist  daher—;  und  da  die  Fläche  des  Halbkreises  gleich 


«a^ 


ist,  so  erhalten  wir 
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v  =  -^. 

die  bekannte  Formel  für  das  Volumen  der  Kugel. 

Untersuchen  wir  noch  den  Fall,  dass  die  geschlossene 
Gurve  ABC  eine  Ellipse  ist.  Seien  a  und  b  ihre  Halbaxen 
und  c  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  von  der  Botationsaxe. 
Der  Flächeninhalt  X  ist  in  diesem  Falle  bekanntlich  ahn;  und 
da  ihr  Schwerpunkt  offenbar  der  Mittelpunkt  ist,  so  haben 
wir  y^  =  c  zu  setzen  und  es  ergiebt  sich 

V  =  2ä*  abc, 

welches  auch  die  Neigung  der  EUipsenaxe  gegen  die  Bota- 
tionsaxe sein  mag. 

§  84«  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  Ausschnitt 
eines  Rotationskörpers,  der  von  zwei  durch  die  Rotationsaxe 
gehenden  Ebenen  begrenzt  wird,  sich  zum  ganzen  Körper 
verhält,  wie  der  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  zu  360®, 
oder  wie  der  von  dem  Schwerpunkte  der  erzeugenden  Fläche 
zwischen  den  zwei  Ebenen  beschriebene  Bogen  zu  dem  ganzen 
Umfange  2'Ky^  .  Nennen  wir  daher  die  Länge  dieses  Bogens 
I  und  das  Volumen  des  Ausschnittes  L,  so  ist 

L  =  1  X, 

wo  X  seine  bisherige  Bedeutung  hat. 

Diese  Formel  lässt  sich  folgendermassen  auf  andere 
Segmente  ausdehnen,  die  nicht  Rotationskörpern  angehören: 
Nehmen  wir  an,  dass  eine  ebene  Gurve,  ohne  in  ihrer 
Ebene  zu  gleiten,  oder  sich  zu  drehen,  sich  so  bewege,  dass 
ihre  Ebene  fortwährend  senkrecht  auf  einer  gegebenen  Linie 
bleibt,  die  eine  ebene  oder  doppelt  gekrümmte  Curve  sein 
kann.  Bei  dieser  Bewegung  wird  immer  derselbe  Punkt  der 
Ebene  auf  der  Leitlinie  bleiben,  und  die  anderen  Punkte 
werden  Curven  beschreiben,  die  der  Leitlinie  ähnlich  sind. 
Sei  X  die  Fläche  der  erzeugenden  Curve,  L  das  Volumen  des 
von  dieser  Fläche  beschriebenen  Raumes  und  I  die  Länge 
der  von  ihrem  Schwerpunkte  durchlaufenen  Curve.  Wenn  I 
ein  Kreisbogen  wäre,  so  würde  L  ein  Ausschnitt  eines  Rota- 
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tionskörpers  sein;  jedenfalls  aber  kann  man  stets  I  in  un- 
endlich kleine  Theile  zerlegen,  von  denen  jedes  mit  dem  ihm 
zugehörigen  Erttmmungskreis  zusammenfällt.  Bezeichnen  wir 
einen  dieser  Theile  mit  a,  das  Volumen  des  zugehörigen 
Stückes  von  L  mit  v,  und  setzen  wir  voraus,  dass  die  auf 
der  Leitlinie  senkrechten  Ebenen,  durch  welche  v  begrenzt 
wird,  sich  in  einer  Linie  schneiden,  die  nicht  durch  die  Fläche 
der  erzeugenden  Curve  hindurchgeht.  Das  Element  v  von  L 
ist  dann  der  Sector  eines  Rotationskörpers  und  wir  haben 
nach  der  vorhergehenden  Formel 

V  =  aX. 

Bilden  wir  also  die  Summe  aller  Werthe  von  v  und  beachten, 
dass  der  Factor  X  constant  ist,  so  folgt  daraus,  dass  das 
Volumen  L  gleich  dem  Producte 

tx 

ist,  wie  in  dem  Falle  eines  Rotationskörpers.  Die  Regel, 
welche  in  der  Qleichung  L  =  (  X  ausgesprochen  ist,  ist  in  der 
Praxis  von  Nutzen  und  einer  grossen  Zahl  von  Anwendungen 
fähig ;  man  darf  indessen  nicht  vergessen,  dass  sie  ihre  Gültig- 
keit verliert,  sobald  die  aufeinander  folgenden  erzeugenden 
Gurven  sich  auf  der  beschriebenen  Fläche  schneiden  und 
durch  ihre  aufeinander  folgenden  Schnitte  eine  sogenannte 
Rückkehrkante  bilden. 

§  85»  Die  Betrachtung  des  Schwerpunktes  fUhrt  uns 
auch  zu  einer  Methode,  das  Volumen  eines  Prismas  von  be- 
liebiger Grundfläche  zu  berechnen,  welches  von  einer  gegen 
diese  Grundfläche  geneigten  Ebene  abgestumpft  ist. 

Sei  t  der  Flächeninhalt  eines  auf  der  erzeugenden  Graden 
senkrechten  Querschnittes  des  Cylinders,  X  der  Inhalt  der 
geneigten  Endfläche,  0  der  Neigungswinkel  dieser  beiden 
Ebenen,  a>  ein  beliebiges  Element  von  X,  6  die  Projection 
desselben  auf  die  Ebene  von  7.  Nach  dem  Satze  des  §  10 
ist  dann 

6  =  <o  COS  6,         T  =  ^  cos  6. 

Sei  nun  X  die  Fläche,  auf  welche  sich  die  allgemeinen  Formeln 
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des  §  75  beziehen,  und  stelle  6  die  Neigung  ihrer  Ebene 
gegen  die  xy-Ebene  vor.  Wir  multipliciren  die  dritte  jener 
Formeln  mit  cos  6  und  nehmen  diesen  constanten  Factor 
unter  das  Integralzeichen;  vermöge  der  Werthe  von  y  und 
6  erhalten  wir  dann 

Dieses  Doppelintegral  stellt  aber  das  Volumen  des  abge- 
stumpften Gylinders  dar,  dessen  Endflächen  7  und  X  sind, 
vorausgesetzt  dass  diese  beiden  Querschnitte  sich  nicht 
schneiden.  Daraus  folgt,  dass  dieser  abgestumpfte  Cylinder 
gleich  einem  graden  GyUnder  mit  derselben  Grundfläche  y  ist, 
dessen  Höhe  die  Entfernung  z^  des  Schwerpunktes  der  ge- 
neigten Fläche  von  der  Grundfläche  ist. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  augenfUlig  in  dem  ge- 
wöhnlichen Falle,  dass  die  Basis  des  Gylinders  ein  Kreis  und 
der  geneigte  Schnitt  eine  Ellipse  ist.  Denn  wenn  man  durch 
das  Gentnun  der  letzteren  Gurve  eine  Ebene  parallel  zur  Basis 
legt,  so  ändert  der  Gylinder  dadurch  sein  Volumen  nicht,  da 
das  Segment,  welches  man  abschneidet  offenbar  gleich  dem- 
jenigen ist,  welches  man  hinzufügt. 

Wenn  die  mit  7  und  X  bezeichneten  Flächen  sich 
schneiden,  so  setzt  sich  das  Volumen  aus  zwei  Segmenten 
zusammen,  von  denen  das  Integral  ff  ze  die  Differenz,  und 
nicht  die  Sunmie,  darstellt.  Wird  der  Gylinder  von  zwei 
schiefen  Endflächen  begrenzt,  die  sich  nicht  schneiden,  so 
kann  man  ihn  immer  in  zwei  Theile  zerschneiden,  deren  ge- 
meinsame und  auf  der  erzeugenden  Graden  senkrechte  Grund- 
fläche keine  der  beiden  Endflächen  schneidet;  beachtet  man 
dann  noch,  dass  die  Schwerpunkte  dieser  Endflächen  auf  einer 
zur  gemeinsamen  Basis  senkrechten  Graden  liegen,  so  sieht 
man,  dass  das  Volumen  des  ganzen  Gylinders  gleich  dem 
Producte  ist  aus  dieser  Basis  und  dem  Abstände  der  ge- 
nannten Schwerpunkte  von  einander. 
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Schwerpunkt  von  Körpern. 

§  86.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Volu- 
mens hängt  im  Allgemeinen  von  mehreren  dreifachen  late- 
ralen ab;  aber  es  gibt  Körper  fUr  welche  seine  Lage  durch 
einfache  Integrale  bestimmt  ist,  und  diese  wollen  wir  zuerst 
in's  Auge  fassen. 

Der  Schwerpunkt  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  von 
beliebiger  Grundfläche  liegt  auf  einer  Graden,  welche  die 
Spitze  mit  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  verbindet; 
denn  diese  Linie  trifit  alle  der  Grundfläche  parallele  Quer- 
schnitte in  homologen  Punkten,  den  Schwerpunkten  derselben, 
welche  man  gleichzeitig  als  Schwerpunkte  der  unendlich 
dünnen  und  mit  der  Basis  parallelen  Elemente  des  Körpers 
ansehen  darf.  Mithin  enthält  die  genannte  Linie  auch  den 
Schwerpunkt  der  ganzen  Pyramide  und  es  erübrigt  nur,  seine 
Lage  auf  dieser  Linie  zu  bestimmen. 

Sei  b  der  Flächeninhalt  der  Grundfläche,   X  der  eines 

parallelen  Querschnittes,   h  und  x  die  Längen  der  von  der 

Spitze    auf    diese    Ebenen    gefällten    Lothe.      Es    ist    dann 

bekanntlich : 

X  :  b  =  X«  :  h^ 
und  folglich 

bx« 


X  = 


h« 


Ferner  ist  Xdx  das  Yolumenelement  des  Kegels  oder  der 
Pyramide ;  und  wenn  wir  mit  V  das  ganze  Volumen  und  mit 
Xj  den  Werth  von  x  bezeichnen,  welcher  dem  den  Schwer- 
punkt enthaltenden  Querschnitt  entspricht,  so  ist,  wie  bei  den 
vorhergehenden  Untersuchungen : 


Xdx, 

0 

h 

Vx.  =  I  Xxdx. 


-/ 
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Substituiren  wir  für  X  seinen  Werth  und  führen  die  Inte- 
grationen aus,  so  kommt: 


mithin : 


Xi   =  j  h. 


Legen  wir  durch  den  Schwerpunkt  eine  der  Basis  parallele 
Ebene,  so  theilt  diese  die  Höhe  h  und  die  Linie,  welche  die 
Spitze  mit  dem  Schwerpunkt  der  Grundfläche  verbindet  in 
proportionale  Theile;  daraus  folgt,  dass  der  Schwerpunkt 
eines  Kegels  oder  einer  Pyramide  mit  beliebiger  Basis  auf 
der  zuletzt  genannten  Linie  um  drei  Viertel  ihrer  Länge 
von  der  Spitze  und  um  ein  Viertel  von  der  Basis  ent- 
fernt liegt. 

§  87*  In  Beziehung  auf  eine  dreiseitige  Pyramide  lässt 
sich  dieser  Satz  ohne  Zuhülfenahme  der  Integralrechnung 
darthun. 

Sei  ABCD  (Fig.  30)  diese  Pyramide,  und  E  resp.  F  der 
Schwerpunkt  der  Fläche  ACD  resp.  BCD;  wir  ziehen  die 
Linien  AE  und  BF,  deren  Verlängerungen  sich  in  der  Mitte 
H  der  Kante  DC  treffen,  und  darauf  in  der  Ebene  AHB  die 
Linien  AF  und  BE,  die  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden. 
Ich  behaupte,  dass  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  der  Pyramide 
ABCD  ist.  Denn  zerlegen  wir  dieselbe  in  Elemente  parallel 
der  Seite  ACD,  so  sieht  man,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
dass  der  Schwerpunkt  auf  der  Linie  BE  liegen  muss;  zer- 
legen wir  sie  in  Elemente  parallel  BCD,  so  zeigt  sich  ebenso, 
dass  dieser  Punkt  auch  der  Oraden  AF  angehört.  Diese  beiden 
Graden  .liegen  aber  nach  Obigem  thatsächlich  in  derselben 
Ebene  und  es  muss  daher  ihr  Schnittpunkt  G  der  gesuchte 
Schwerpunkt  sein. 

Nun  ist  in  dem  Dreieck  ABH  die  Linie  EF  parallel  der 
Seite  AB,  da  sie  die  Seiten  AH  und  BH  in  proportionale 
Stücke,  nämlich  in  solche,  die  sich  wie  I  :  2  verhalten, 
theilt;  mithin  ist 

PG  :  GA  =  EF  :  AB  =  EH  :  AH 
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und  folglich 

FG  :  GA  =  1  :  3, 

so  dass  FG  ein  Drittel  von  GA  oder  ein  Viertel  von  AF  ist, 
was  wir  zeigen  wollten. 

Wir  ziehen  hieraus  den  Schluss,  dass,  wenn  die  vier 
Ecken  ABGD  der  Pyramide  die  Schwerpunkte  gleicher  Massen 
sind,  der  Punkt  G  der  Schwerpunkt  dieses  Massensystems 
ist;  denn  der  Punkt  F  ist  nach  §  77  schon  der  Schwerpunkt 
der  drei  in  B,  G  und  D  befindlichen  Massen;  und  da  der 
Punkt  G  so  liegt,  dass  GF  der  dritte  Theil  von  GA  ist,  so 
ist  er  der  Schwerpunkt  jener  drei  Massen  und  der  vierten 
in  A  befindlichen. 

Daraus  folgt  wieder  nach  §  67  dass,  wenn  man  in  dem 
Schwerpunkte  einer  dreiseitigen  Pyramide  Kräfte  anbringt, 
die  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Linien  dar- 
gestellt werden,  welche  den  Schwerpunkt  mit  den  vier  Ecken 
verbinden,  diese  Kräfte  sich  im  Gleichgewichte  befinden. 

§  88«  Nachdem  man  so  den  Schwerpunkt  einer  drei- 
seitigen Pyramide  bestimmt  hat,  kann  man  daraus  auch  den 
Schwerpunkt  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  mit  beliebiger 
Grundfläche  herleiten,  indem  man  diese  Grundfläche  in  eine 
endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Dreiecken  zerlegt:  der 
Schwerpunkt  dieser  Pyramide  oder  dieses  Kegels  muss  sich 
wieder  auf  der  Graden  befinden,  welche  die  Spitze  mit  dem 
Schwerpunkte  der  Grundfläche  verbindet  und  zwar  in  dem 
zur  Grundfläche  parallelen  Querschnitte,  welcher  die  von  der 
Spitze  nach  der  Basis  gezogenen  Linien  in  drei  Viertel  ihrer 
Länge,  von  der  Spitze  aus,  schneidet ;  dieses  Resultat  stimmt 
mit  dem  im  §  86  gefundenen  überein. 

Es  ergibt  sich  daraus  auch  der  Schwerpunkt  eines 
Kugelsectors.  Denn  zerlegt  man  diesen  in  eine  unendliche 
Anzahl  von  Pyramiden,  deren  gemeinsame  Spitze  sich  im 
Centrum  der  Kugel  befindet,  und  die  die  unendlich  kleinen 
Elemente  der  Basis  des  Sectors  zu  Grundflächen  haben,  so 
befinden  sich  alle  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Basis  eines 
concentrischen  Sectors,  dessen  Radius  drei  Viertel  von  dem 
des  gegebenen  ist;    daraus  folgt,  dass  der  Schwerpunkt  des 
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gegebenen  Sectors  derselbe  ist,  wie  der  der  GruncM&che  des 
concentrischen  Sectors,  und  hierdurch  ist  seine  Lage  bestimmt. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Eugelsector  durch  Rotation 
des  Kreissectors  CADB  (Fig.  29)  um  den  Radius  CD,  der 
nach  der  Mitte  des  Bogens  AB  geht,  entstanden  sei;  das 
Dreieck  GAB  und  das  Kreissegment  ADB  erzeugen  hierbei 
einen  Kegel  und  ein  Kugelsegment;  der  Schwerpunkt  des 
letztem  lässt  sich  dann  aus  denen  des  sphärischen  Sectors 
und  des  Kegels  herleiten. 

Seien  V,  V,  Vj  die  Volumina  des  Sectors,  des  Kegels 
und  des  Segmentes  und  x,  x',  x^  die  Entfernungen  ihrer 
Schwerpunkte  vom  Punkte  G.     Es  ist  dann 

v  =  v  +  v,. 

Vx  =  V'x'  + V^x,  .  ^*' 

Sei  a  der  Radius  CD,  c  die  Sehne  AB  und  f  der  Sinus  versus 
DE  des  Bogens  ADB.    In  Bezug  auf  den  Kegel  ist  dann 

V'  =  ~irc«(a-f), 
x'  =  4  (a  —  f). 

Die  Basis  des  Kugelsectors  ist  dann   gleich   2:raf  und   sein 

2xa*f 
Volumen  ist  gleich  — - —       Beschreibt    man    nun    um    den 

o 

3 

Punkt  G  mit  dem  Radius  7  CD  einen  Kreisbogen  A'D'B',  so 

liegt  der  Schwerpunkt  der  von  diesem  Bogen  beschriebenen 
Fläche  in  der  Mitte  der  Höhe  DE'  (§  81)  oder  mit  anderen 
Worten  in  einer  Entfernung 

CD'-^-D'E'  =  |(a-;-f) 

vom  Punkte  G.  Da  nun  nach  dem  oben  Gesagten  dieser 
Schwerpunkt  der  des  Kugelsectors  V  ist,  so  hat  man: 

27CB,H 


V  = 


und  X  =  Y  (  a  —  ^  f  )• 


Substituiren    wir    diese    verschiedenen    Werthe    in    die 
Gleichungen  (a)  so  kommt: 


Schwerpunkt  symmetrischer  Körper.  125 

i  ^»f  (a  -  1  f )  =  1  ^c»  (a  -  f ) '  +  V ,  X,  , 

woraus  sich  die  Werthe  von  Y^  und  Xj  ergeben. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Bogens  AB  mit  I,  so  ist: 

I 


c  =  2a  sin 


2a' 


f  =  a(l-cosl), 
und  es  ergibt  sich: 

V,    =  —  ^l-COSg^-^Sm'-COB-j: 


3a  sin*  -zr- 
2a 


Wenn  der  Bogen  AB  ein  Halbkreis  ist,  so  hat  man  I  =  ica 
und  mithin: 

o         2xa'  3a 

§  75«  Man  kann  femer  durch  einfache  Integrale  das 
Volumen  und  den  Schwerpunkt  jedes  in  Bezug  auf  eine  Axe 
symmetrischen  Körpers,  wie  zum  Beispiel  eines  EUipsoides 
bestimmen. 

Seien  x,  y,  z  die  drei  rechtwinkligen  Goordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Oberfläche;  wir  nehmen  die  Symroetrie- 
axe  zur  x-Axe  und  bezeichnen  mit  X  den  Flächeninhalt  des 
zu  dieser  Linie  senkrechten  Querschnittes,  der  durch  den 
Endpunkt  der  Abscisse  x  geht.  Zerlegt  man  das  Volumen 
in  unendlich  dünne,  zur  Axe  der  Figur  senkrechte  Elemente, 
so  ist  Xdx  das  Volumen  eines  solchen  Elementes  und  x  die 
Entfernung  seines  Schwerpunktes  vom  Coordinatenanfangs- 
punkt.  Bezeichnen  wir  daher  mit  V  das  Volumen  eines 
Abschnittes,  der  zwischen  zwei  den  gegebenen  Abscissen 
a  und  ß   entsprechenden  Querschnitten  liegt,  und  mit  x^  die 
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Entfernung  seines  Schwerpunktes  vom  Goordinatenanfang,  so 

erhalten  wir 

ß 


=/ 


Xdx, 


Vxi  =  I  xXdx. 


Im  Falle  eines  Ellipsoides  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

a»  ^  b»  ^  c»      ^' 

wo  a,  b  und  c  die  drei  Halbaxen  bedeuten.    Diejenigen  des 
Querschnittes  X  sind: 


']/'-$■    «1/ 


X» 


1  —  ^; 
a* 


mithin  ist: 

X_.bo(l-^") 

und  folglich 

Vx,  =  i  Ac  (f  -  .>)  (1  -  ü^i"). 

woraus  sich  ergibt: 

^  3(«  +  ß)  (2a^  —  g«  —  ß') 
^^  4(3a2  —  a»  ~  aß  —  ß^  ' 

Wenn  man  diese  Formel  auf  das  Eugelsegment  an- 
wendet, welches  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
trachtet haben,  so  müssen  wir 

a  =  a  cos    --  >      ß  =  a 
2a 

setzen  und  erhalten  dann: 


^1  = 


3a(l+cosi^)sin«l 


(l_cosl^  +  sin»±) 
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Wenn    man  Zähler    und  Nenner    dieses  Bruches   noch   mit 

1  —  cos  —  multiplicirt,   so  sieht  man,    dass  dieser  Werth 
«a 

von  Xj  mit  dem  oben  gefundenen  übereinstimmt. 

Um   das  Volumen   des   ganzen   Ellipsoides   zu   erhalten 

muss  man  a  =  —  a,  ß  =  a  setzen;  man  erhält  dann: 

^ 4irabc 

Dieses  Volumen  wird  auch  dargestellt  durch  das  drei- 
fache Integral  jjj  dxdydz,  ausgedehnt  über  sänmitliche  Ele- 
mente des  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoides  begrenzten 
Raumes.     Setzen  wir  aber 

X  =  ax',    y  =  by',    z  =  cz' 

so  geht  die  Gleichung  dieser  Fläche  über  in 

X'»  +  y'.  +  z'*  =  1, 

und  das  dreifache  Integral  in: 

abc  jjj  dx'  dy'  dz'. 

Dieses  neue  Integral  ist  über  alle  Elemente  des  Raumes  zu 
erstrecken,  welcher  von  der  durch  die  vorhergehende  Gleichung 
dargestellten  Fläche  umschlossen  wird.  Es  ist  mithin  das 
Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  1 ;  und  da  dieses  Volumen 

gleich  —  ist,  so  erhalten  wir,  wie  vorher,  — - —     für     das 

Volumen  des  Ellipsoides. 

§  90.  Die  um  eine  Axe  symmetrischen  Körper  be- 
greifen die  Rotationskörper  unter  sich.  Wir  wählen  immer 
die  Axe  des  Körpers  zur  Axe  der  Abscissen  x.  Nehmen 
wir  dann  an,  dass  ein  Körper  dieser  Art  von  einer  ebenen 
Fläche  erzeugt  sei,  die  zwischen  zwei  gegebenen  Curven,  und 
zwei  den  Abscissen  a  und  ß  entsprechenden  zur  x-Axe  senk- 
rechten Graden  liegt  und  bezeichnen  mit  y  und  y'  die  Ordi- 
naten  dieser  Curven,  die  einer  beliebigen  Abscisse  x  ent- 
sprechen, so  müssen  wir  in  den  Gleichungen  des  vorher- 
gehenden Paragraphen 
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setzen;  dieselben  gehen  dann  Qber  in: 

ß 
V  =  7t  r  (y^  -  y'>)  dx, 


a 
ß 


yxi  =  n  I  (y^  —  y'>)  xdx. 


In  dem  gewöhnlichsten  Falle,  in  dem  die  ihnere  Curve  mit 
der  Botationsaxe  zuBammenfldlt  ist  y'  ===  o  nnd  man  erhält 
einfach 


"/■ 


V  =  «  I  yMl, 

a 

Die  Gycloide  bietet  uns  wieder  Beispiele  für  die  An- 
wendung dieser  Formeln,  in  denen  sich  die  Integrationen  in 
endlicher  Form  ausführen  lassen. 

Betrachten  wir  den  convexen  Körper,  welcher  durch 
Rotation  der  Fläche  CMP  (Fig.  25)  um  die  Axe  Cx  hervor- 
gebraclit  wird,  so  können  wir  zunächt  partiell  integriren ; 
dadurch  erhalten  wir: 

z 

V  =  ffxy^  —  2tt  I  y  |/ax  —  x*  dx. 


o 

X 


Vxj  =  -^  ffx^y'  —  ff  I  yx  yäx  — x*  dx ; 


und  diese  Integrale  lassen  sich  durch  Transformationen  finden, 
die  denen  im  §  80  ähnlich  sind.  Für  den  von  der  Halb- 
Gycloide  GAB  erzeugten  Raum  findet  sich: 
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^  (63ir«  —  64)  a 
^        12  (9««  —  16)' 

Wenn  es  sich  dagegen  um  den  convexen  Körper  handelt, 
der  durch  Drehung  der  Fläche  GMP  um  die  y-Axe  entstanden 
ist,  so  muss  man  zuvor  wieder  in  den  Gleichungen  (b)  x  mit 
y  vertauschen;  daraus  folgt: 

=  ir  J  xMy, 

Tyi  =  «  j  x*ydy 

« 
wo  y^  den  Abstand  des  auf  der  Axe  Cy  liegenden  Schwer- 
punktes vom  Punkte  G  bezeichnet,   und  wo  die  Integrale  so 
zu  nehmen  sind,    dass  sie  für  den  Punkt  C  verschwinden. 
Vermöge  der  Gleichung  (a)  der  Cycloide  hat  man  dann 


V 


V  =  «  j  X  V^ax  —  x"  dx, 
Vy^  =  IC  I  yx  l^ax  —  x*  dx. 


Das  erste  dieser  Integrale  berechnet  sich  ohne  Schwierigkeit ; 
das  zweite  findet  man  durch  Transformationen  wie  im  §  80. 
In  dem  Falle  wo  GM  die  Halb-Gycloide  ist,  ergiebt  sich: 


V  = 


ic'a* 
16-' 


^.  -  (¥  +  T*)  i- 


§  91»  Seien  nun  x^ ,  y^  ,  z^  die  drei  rechtwinkligen 
Goordinaten  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  oder  hete- 
rogenen Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  dessen  Masse  wir 
mit  M  bezeichnen.  Nach  dem  im  §  65  gesagten  muss  man, 
um  diese  drei  Unbekannten  zu  bestimmen,  M  in  unendlich 
kleine  Theile  theilen  und  folglich  die  Summen  auf  den 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  jenes  Paragraphen  in 
Integrale  verwandeln.     Dadurch  erhält  man: 

Pfaonttiei,  Poiawm*!  Lahrbnch  der  MMhanik.  9 
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Mxj  =  JJJ  xdm, 

Myi=///yd°^'  (1) 

wo  dm  das  Massenelement  des  Körpers  bedeutet,  welches 
den  Coordinaten  x,  y,  z  entspricht.  Bezeichnen  wir  mit  p 
die  Dichtigkeit  dieses  Elementes  und  mit  dv  sein  Volumen, 

so  ist 

dm  =  pdv. 

Wir  können  nun  als  Volumenelement  dv  das  rechtwinklige 
Parallelepipedum  ansehen,  dessen  drei  aneinanderstossende 
Kanten  den  Coordinatenaxen  parallel  und  gleich  den  Differen- 
tialen dx,  dy,  dz  sind,  so  dass 

dv  =  dxdydz 

zu  setzen  ist. 

Wenn  der  Körper  homogen  ist,  so  ist  seine  Dichtigkeit 
überall  constant;  wir  erhalten,  wenn  wir  sein  Volumen  mit 
V  bezeichnen, 

M^pV 
und  die  Gleichungen  (1)  werden: 

Vx,  =  ///  xdv, 

vyi=///ydv,  (2) 

Vz.=J7/zdv. 

Wenn  der  Körper  heterogen  ist,  können  zwei  ver- 
schiedene Fälle  eintreten.  Erstens  kann  der  Körper  aus 
homogenen  Theilen  von  endlicher  Grösse  zusammengesezt 
sein,  so  dass  sich  die  Dichtigkeit  nur  von  einem  Theile  zum 
andern  ändert.  Man  hat  dann  auf  jeden  derselben  die 
Gleichungen  (2)  anzuwenden  und  dann  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Körpers  aus  denen  aller  seiner  Theile  nach  §  64  zu 
bestimmen.  Zweitens  kann  sich  aber  auch  die  Dichtigkeit 
im  Innern  des  Körpers  in  unmerklichen  Abstufungen  ändern : 
dann  hat  man  die  Gleichungen  (I)  anzuwenden  und  in  den- 
selben p  als  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z  zu 
betrachten. 
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Es  ist  jedoch  zu  bemerken  —  mag  es  sich  nmi  um 
einen  homogenen  oder  einen  heterogenen  Körper  handehi  — 
dass  die  Theilung  seiner  Masse  in  unendlich  kleine  Elemente 
voraussetzt,  dass  der  Körper  aus  einer  continuirlich  zu- 
sammenhängenden Materie  besteht.  Dies  ist  aber  in  der 
Natur  nicht  der  Fall;  vielmehr  bestehen  alle  Naturkörper 
aus  einzelnen  materiellen  Theilchen,  welche  durch  leere 
Zwischenräume  von  einander  getrennt  sind,  deren  Grösse  sich 
mit  der  der  materiellen  Theilchen  vergleichen  lässt.  Wir 
kommen  auf  diese  Bemerkung  im  folgenden  Kapitel  zurück 
und  werden  dort  zeigen,  dass  man  trotzdem  die  Formeln 
(1)  nnd  (2)  auf  Naturkörper  anwenden  kann,  gerade  so, 
als  ob  die  Materie  in  ihrem  Innern  keine  Discontinuität 
zeigte. 

§  92.  Es  ist  manchmal  rathsam  an  Stelle  der  Goordi- 
naten  x,  y,  z  die  Polarcooniinaten  jedes  Elementes  dm  anzu- 
wenden, um  die  Integrationen  zu  erleichtem.  Sei  dann  r 
sein  Radius  vector,  6  der  Winkel,  den  dieser  mit  der  posi- 
tiven x-Axe  bildet,  und  ^  der  Neigungswinkel  der  Ebene 
dieser  beiden  Graden  gegen  die  xy-Ebene ;  dann  ist  nach  §  9 

X  =  r  cos  6, 

y  =  r  sin  6  cos  ?|», 

z  =  r  sin  6  sin  ^. 

Zugleich  muss  dv  vermittelst  der  Differentiale  dieser  neuen 
Yariabeln  r,  6,  ^  ausgedrückt  werden.  Es  giebt  allgemeine 
Formeln  für  die  Transformation  der  unabhängigen  Variabein 
in  den  mehrfachen  Integralen ;  man  kann  aber  auch  den  Aus- 
druck für  dv,  den  wir  brauchen,  auf  directem  Wege  finden, 
nämlich  als: 

dv  =  r*  sin  6  dr  dÖ  d<f, 

wie  wir  bald  sehen  werden. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungen  (1)  p  dv  an  Stelle  von 
dm  und  substituiren  darauf  die  obigen  Werthe  von  dv,  x,  y 
und  z,  so  gaben  jene  Gleichungen  über  in: 

9* 
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Mxj  =  (((  p  r*  sin  6  cos  6  dr  d6  d4>, 

Myj  =  ffj  p  r*  8in«6  cos  4^  dr  dO  d<|i,  (3) 

Mz^  =  {{(  p  r*  sin*6  sin  <|^  dr  dO  d^, 

und  diesen  steht  zur  Seite  die  Gleichung: 

M=///pr«sinedrded(p. 

Was  die  Grenzen  dieser  dreifachen  Integrale  betrifFt,  so 
sind  dieselben  verschieden,  je  nachdem  der  Goordinaten- 
anfangspunkt  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Körpers  liegt. 
Ist  dieser  Punkt  einer  der  Punkte  von  M.  so  hat  man  zu- 
nächst von  r  =  0  bis  r  =  u  zu  integriren,  wo  ü  eine  durch 
die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  gegebene  Function 
von  6  und  ^  ist.  Hierauf  integrirt  man  von  6  =  0  und 
(|^  =1  0  bis  6  =  ff  und  ^  =  2ff,  indem  man  nach  Belieben 
mit  dem  Winkel  6  oder  ^  anfängt. 

Die  Grenzbestimmung  wird  im  Allgemeinen  complicirter, 
wenn  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  nicht  der  Masse  M 
angehört.  Bezeichnen  wir  in  diesem  Falle  mit  u  imd  u'  zwei 
gegebene  Functionen  von  6  und  ^,  mit  (o  und  a>'  zwei  Func«- 
tionen  von  ^,  und  mit  a  und  a  zwei  gegebene  Winkel; 
nehmen  wir  femer  an,  es  handle  sich  um  einen  Körper,  der 
begrenzt  wird:  1.  von  zwei  Flächen  r  =  u  und  r  =  u', 
2.  von  zwei  Kegelflächen,  die  als  gemeinschaftliche  Axe  die 
x-Axe,  als  gemeinschaftlidie  Spitze  den  Anfangspunkt  der 
Goordinaten  und  die  Gleichungen  6  =  0»  und  6  =  co'  haben, 
und  endlich  3.  von  zwei  durch  diese  Axe  gehenden  Ebenen, 
welche  mit  der  festen  Ebene  von  welcher  an  der  Winkel  ^ 
gerechnet  wird  die  Winkel  a  und  a'  bilden.  Man  integrirt 
dann  zunächst  von  r  =  u  bis  r  =  u',  darauf  von  6  =  o>  bis 
6  =  a>'  und  endlich  von  «J»  =  a  bis  <f  =  «' . 

Nehmen  wir  z.  B.  als  die  zuerst  genannten  Flächen 
zwei  concentrische  Kugeln,  deren  gemeinschaftliches  Gentrum 
der  Goordinatenanfangspunkt  ist,  und  deren  Radien  a  und  a' 
sind;  seien  femer  die  beiden  Kegelflächen  Kreiskegel,  oder 
mit  anderen  Worten,  seien  o>  und  oi'  oonstante  Winkel; 
aetzen  wir  ausserdem  fest,  dass  die  Dichtigkeit  nur  eine 
Function  von  r  ist,  so  dass  der  betrachtete  Körper  ein  Th/eil 


Schwerpunkt  Ton  Kngelotttcken.  133 

einer  Kugel  ist,  die  aus  unendlich  dünnen  concentrischen 
homogenen  Schichten  besteht,  während  die  Dichtigkeit  jeder 
Schicht  eine  gegebene  Function  ihres  Radius  ist.  Setzen  wir 
dann  noch  zur  Abkürzung 


/ 

a' 

/ 


pr^  dr  =  A, 


pr"  dr  =  B, 


und  führen  die  Integration  nach  6  und  ^  aus,   so  finden  wir 

M  =  A  (a  —  a)  (cos  «  —  cos  »'), 
Mxj  =  ^  B  (a'  —  a)  (cos*  ©  —  cos*  o)'), 

Myj  =  -g-  B  (sin  a  —  sin  «)  (»'  —  <»  —  «^  sin  2«'  +  o"  ^™  2w)» 

Mzj  =  2  ®  t*^^  a  —  cos  a')  (a>'  —  oi  —  -^  sin  2»'  +  -g  sin  2a)), 

• 

und  hieraus  bestimmen  sich  die  Werthe  von  X|  ,  y^ ,  z^  ,  die 
man  aus  den  Gleichungen  (1)  in  diesem  Falle  nicht  herleiten 
konnte. 

Wenn  die  Masse  einen  vollständigen  Bing  bildet,  so 
dass  man  a'  =  oc  -j-  2?:  zu  setzen  hat,  so  ergiebt  sich  y^  =  0 
und  Zj  =  0,  d.  h.  der  Schwerpunkt  liegt,  wie  von  vorn- 
herein zu  vermuthen  war,  auf  der  Axe  dieses  Ringes;  sein 
Abstand  vom  Mittelpunkte  der  Kugel,  von  welcher  dieser  Ring 
ein  Theil  ist,  beträgt: 

B  (cO*  »  -|-  ÖOB  «') 

^  2A 

Falls  die  Kugel  homogen,  die  Dichtigkeit  p  also  constant 
ist,  hat  man: 

A  =  |p(a'«-a«). 

B=ip(a»-a«). 

Wenn   der    leere  Raum    des  Ringes    verschwindet,    so   irt 
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«  =  0,  und,  wenn  der  Ring  endlich  in  einen  Kugelsector 
übergeht,  auch  a  =  0  zu  setzen,  woraus  dann  folgt 

Xi  =  -^  (1  +  cos  w ), 

was  mit  dem  Werthe  der  mit  x  bezeichneten  Grösse  im 
§  88  übereinstimmt,  wenn  man  beachtet,  dass  der  mit  f 
bezeichnete  Sinus  versus  gleich  a'  (1  —  cos  o>')  und  der 
Radius  gleich  a'  ist. 

§  98.  Um  das  Differential  dv  des  Volumens,  durch 
Polarcoordinaten  ausgedrückt,  zu  finden,  sei  M  (Fig.  31)  der 
Punkt  der  den  Coordinaten  r,  6,  ([^  entspricht,  so  dass,  wenn 
0  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bezeichnet,  OM  der 
Radius  vector  r  ist,  6  der  Winkel  MOx  zwischen  diesem 
Radius  und  einer  festen  Axe  Ox,  und  ^  der  Winkel,  den  die 
Ebene  dieser  beiden  Linien  mit  einer  willkürlich  durch  Ox 
gelegten  Ebene  bildet.  Sei  M'  ein  Punkt  auf  der  Verlänge- 
rung von  OM,  dessen  Radius  vector  OM'  =  r  ist.  Um  den 
Punkt  0  beschreiben  wir  in  der  Ebene  M'Ox  die  Kreisbogen 
MN  und  M'N'  zwischen  den  beiden  Graden  OMM'  und  ONN' 
und  bezeichnen  den  Winkel  NOx  mit  6';  endlich  lassen  wir 
die  Ebene  dieses  Winkels  sich  um  die  Axe  Ox  drehen,  und 
nennen  den  Winkel,  den  sie  in  ihrer  neuen  Lage  mit  der 
festen  Ebene  bildet,  ^\  Bei  dieser  Bewegung  erzeugt  die 
Fläche  MM'N'N  einen  Körper  MM'N'NPP'Q'Q,  dessen  Volumen 
wir  mit  U  bezeichnen.  Nun  ist  die  Fläche  MM'N'N,  als 
Differenz  der  beiden  Kreissectoren  M'ON'   und  MON,  gleich: 

i(r«-r»)(6'-e). 

Bezeichnen  wir  mit  u  die  von  ihrem  Schwerpunkte  auf  die 
Axe  Ox  gefällte  Senkrechte,  so  ist  u  (<f'  —  ^)  die  Länge  des 
Bogens,  den  dieser  Schwerpunkt  um  die  Axe  Ox  beschreibt. 
Nach  dem  Satze  des  §  84  erhalten  wir  daher: 

U  =  I  (r-  +  r)  (r'  -  r)  (6'  -  6)  (^'  -  ^). 

Seien  nun  die  drei  Dimensionen  von  U  unendlich  klein,  und 
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setzen  wir  dementsprechend 

r'  —  r  =  dr,      6'  —  6  =  dO,      f  —  ^  =  d^. 

Der  Factor  r'  +  r  wird  in  diesem  Falle  gleich  2r  und  wir 
dürfen  für  u  die  vom  Punkte  M  auf  die  Axe  Ox  gefällte 
Senkrechte  nehmen,  welche  gleich  r  sin  6  ist,  und  sich  von 
u  nur  unendlich  wenig  unterscheiden  kann;  endlich  geht  U 
in  dv  über,  dessen  Werth  demnach  ist: 

dv  =  r*  sin  6  dr  d6  d^. 

Man  bemerkt  thatsächlich,  dass  dieses  Volumen  dv  als 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedum  angesehen  werden  kann, 
dessen  drei  aneinander  stossende  Seiten  sind:  MM'  oder  dr, 
der  unendlich  kleine  Bogen  MN,  dessen  Centrum  0  und  dessen 
Länge  rdö  ist,  und  der  unendlich  kleine  Bogen  MP,  dessen 
Mittelpunkt  H  und  dessen  Länge  r  sin  0  d6  ist. 

Die  Basis  MNQP  dieses  Parallelepipedums  ist  das  Element 
der  Eugeloberfläche  deren  Mittelpunkt  0  und  deren  Radius 
gleich  r  ist.  Bezeichnen  wir  dasselbe  mit  do,  so  haben  wir 
folglich : 

do  =  r^  sin  6  d6  d<|>, 
dv  =  do  dr. 

Bezeichnen  wir  mit  dco  das  Element  der  Kugeloberfiäche, 
deren  Radius  gleich  der  Einheit  ist,  so  ist 

do>  =  sin  6  d6  d^, 
dv  =  r*  da>  dr. 

Integrirt  man  den  Ausdruck  für  d«>,  von  6  =  0  und  <p  =  0  bis 
b  =  it  und  ^  =  23r,  so  erhält  man  4n  als  das  Yerhältniss 
der  Oberfläche  der  Kugel  zu  dem  Quadrate  ihres  Radius; 
und  dies  ist  thatsächlich  der  bekannte  Werth  desselben. 


Cap.  VL 

iniiehiig  der  lQrp«r. 

I. 

Formeln  fttr  einen  beliebigen  Körper  und  fttr  die  Kugel. 

%  94.  Nehmen  wir  an,  dass  ein  materieller  Punkt  0 
(Fig.  32)  der  Anziehung  aller  Punkte  eines  Körpers  von  be- 
liebiger Gestalt  unterworfen  sei;  zerlegen  wir  jede  dieser 
Kräfte  in  drei  andere,  parallel  drei  willkürlich  durch  den 
Punkt  0  gelegten,  auf  einander  senkrechten  Axen,  und 
bilden  darauf  die  Summe  der  positiven  oder  negativen  Gom- 
ponenten  in  Richtung  jeder  dieser  Axen,  so  erhalten  wir  drei 
Oomponenten,  deren  Resultante  der  Grösse  und  Richtung 
nach  die  Gesammtattraction  ausdrückt,  die  auf  den  Punkt  0 
ausgeübt  wird.  Diese  drei  Gomponenten  werden  Summen  von 
unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Gliedern  sein,  die  sich 
über  die  ganze  Masse  des  anziehenden  Körpers  erstrecken; 
sie  lassen  sich  daher  durch  dreifache  Integrale  darstellen  und 
ihre  Berechnung  ist  ähnlich  derjenigen  der  Goordinaten  des 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  Körpers,  mit  welcher  wir 
uns  soeben  beschäftigt  haben:  deshalb  schalten  wir  gerade 
an  dieser  Stelle  ein,  was  wir  über  die  Berechnung  der 
Attraddon  zu  sagen  haben. 

Dies  ist  eins  von  den  Problemen,  mit  denen  sich  die 
Mathematiker  am  meisten  beschäftigt  haben,  theils  wegen 
der  analytischen  Schwierigkeiten,  die  es  bietet,  theils  wegen 
seines  Zusammenhanges  mit  den  Fragen  von  der  Gestalt  der 
Erde  und  von  dem  Gesetze  der  Schwere  an  ihrer  Oberfläche ; 
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in  diesem  Werke  jedoch  werden  wir  uns  darauf  beschränken 
die  Formeln  zu  entwickeln,  die  sich  unmittelbar  ergeben,  und 
einige  Anwendungen  von  denselben  zu  machen.  Eine  ein- 
gehende Behandlung  dieses  (Gegenstandes  findet  sich  im 
2.  Bande  der  «Mecanique  eheste'  und  in  einer  Abhandlung 
über  die  Attraction  der  Sphäroide  in  der  „Gonnaissance  des 
Temps'  vom  Jahre  1829. 

§  95.  Sei  D  ein  fest  gewählter  Punkt  im  Innern  des 
anziehenden  Körpers;  durch  denselben  legen  wir  drei  zu 
einander  senkrechte  Linien  Dx,  Dy,  Dz  als  Goordinatenaxen; 
seien  x,  y,  z  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  des 
anziehenden  Körpers  und  dm  das  Massenelement  desselben, 
welches  diesem  Punkte  M  entspricht;  femer  wollen  wir  mit 
a,  ß,  Y  die  Goordinaten  des  Punktes  0,  mit  |i  seine  Masse 
und  mit  u  die  Entfernung  OM  bezeichnen,  so  dass 

u«  =  (a  -  x)«  +  (ß  -  y)»  +  (T  -  z)« 

ist.  Die  von  dm  auf  pt  ausgeübte  Anziehungskraft  hat  dann 
die  Richtung  OM;  ihre  Grösse  ist  proportional  dem  Producte 
der  beiden  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate 
ihrer  Entfernung  u;  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  F,  so 
ist  also: 

p  ^  f|idm 
u* 

wo  f  ein  constanter  Factor  ist,  der  die  Intensität  der  Attrac- 
tion, bezogen  auf  die  Einheit  der  Masse  und  der  Entfernung 
angiebt.  Um  sich  eine  genauere  Vorstellung  von  dieser 
Grösse  f  zu  machen,  denke  man  sich  die  Masse  eines  Körpers 
A  in  dem  Punkte  P(a)  und  die  eines  Körpers  B  im  Punkte 
P(b)  concentrirt.  Sind  nun  die  Massen  der  beiden  Körper 
einander  gleich,  und  ist  jede  gleich  der  gewählten  Massen- 
einheit, so  ist  die  Kraft  f  die  Anziehung,  welche  einer  der 
Punkte  P(a)  und  P(b)  auf  den  anderen  ausübt,  wenn  ihre 
Entfernung  von  einander  gleich  der  als  Längeneinheit  ge- 
wählten Strecke  ist. 

Die  Projectionen  der  Strecke  OM  auf  die  Axen  Dx,  Dy, 
Dz  sind  a  —  x,  ß  —  y,  7  —  z;   dividirt  man  sie  durch  u, 
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so. erhält  man  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung 
der  Kraft  F  bestimmen;  die  Gomponenten  dieser  Kraft  sind 
daher 

?Lzi_fF.      P-^^F,      I^^P. 
u  u  u 

Sehen  wir  u  als  positive  Grösse  an,  so  suchen  dieselben, 
je  nachdem  sie  positiv  oder  negativ  sind,  die  drei 
Coordinaten  a,  ß,  7  des  Punktes  0  zu  verkleinern  oder 
zu  vergrösser n.  Bezeichnet  man  daher  mit  A,  B,  C  die 
Gomponenten  der  auf  diesen  Punkt  ausgeübten  Gesammt- 
attraction,  setzt  für  F  seinen  Werth  ein  und  beachtet,  dass 
[JL  und  f  constante  Factoren  sind,  so  hat  man: 


(1) 


WO  die  Integrale  über  die  Gesammtmasse  des  anziehenden 
Körpers  zu  erstrecken  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit  des  Elementes  dm  mit  p, 
sein  Volumen  mit  dv,  so  ist 

dm  =  pdv. 

Die  Grösse  p  ist  im  allgemeinen  Falle  eine  gegebene  Function 
der  Coordinaten  des  Punkes  M;  sie  wird  eine  gegebene 
Constante  im  Falle  der  Homogenität  des  anziehenden  Körpers ; 
dv  drücken  wir  durch  die  Differentiale  der  Coordinaten  von 
M  aus;  dadurch  lässt  sich  die  Integration  am  leichtesten 
bewerkstelligen. 

§  96«  Durch  eine  einfache  Betrachtung  lassen  sich 
die  drei  dreifachen  Integrale,  von  denen  die  Werthe  von  Ä, 
B,  C  abhängen  auf  ein  einziges  zurückführen. 

Setzen  ^wir  unter  Beibehaltung  der  Integralgrenzen 

*dm 


^  -im 
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SO  kann  man,  da  diese  Grenzen  von  der  Lage  des  Punktes  0 
unabhängig  sind,  die  Differentiation  von  T  nach  den  Goordi- 
naten  von  0  unter  dem  Integralzeichen  ausfähren  (§  14); 
und  da  femer: 

8-1 


u 

X 

a 

8a 

u« 

— f 

^  1 

8- 

u 

y 

p 

8ß 

u» 

f 

„  1 

8- 

u 

z 

•— 

Tf 

8t  u 


8 


ist,  so  ergibt  sich: 


8T 

8a 


'im 


8^    dm, 


wodurch  die  Gleichungen  (1)  übergehen  in: 

8T 
^  =  -^^W  (2) 

8T 

so  dass  der  Werth  der  drei  Componenten  A,  B,  C  nur  noch 
von  einem  einzigen  Integrale  T  abhängig  ist. 

Bei  der  Herleitung  dieses  Integrals  müssen  wir  in  Acht 
behalten,  dass  der  Nenner  u  beständig  dasselbe  Vorzeichen 
haben  muss  und  dass  er  positiv  sein  muss,  wenn  die  Com- 
ponenten die  Goordinaten  des  Punktes  0  verkleinern  oder 


140  Statik.    I. 

ver grössern  sollen,  je  nachdem  ihre  durch  die  Gleichungen 
(2)  gegebenen  Werthe  positiv  oder  negativ  sind. 

Wäre  der  Punkt  0  nicht  einer  Anziehung,  sondern  einer 
Abstossung  unterworfen,  so  hätte  man  nur  die  Vorzeichen 
der  Grössen  A,  B,  G  in  die  entgegengesetzten  zu  verwandeln 
oder,  was  dasselbe  sagt,  f  als  eine  negative  Gonstante  anzu- 
sehen. Ist  die  anziehende  oder  abstossende  Kraft  nicht  um- 
gekehrt proportional  ^em  Quadrate  der  Entfernung,  wie  wir 
bisher  vorausgesetzt  haben,  ist  vielmehr  der  Goefficient  von 
|idm  allgemein  eine  gegebene  Function  von  u,  etwa  ^(u),  so 
kann  man  eine  andere  Function  ^(u)  bilden,  so  beschaffen, 

dass 

84^(u) 


»u 


=  —  ?(u) 


ist  und  diese  an  Stelle  von  —  in  den  Ausdruck  ffir  T  ein- 

u 

setzen.     Es  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kraft  fDr 

einen  Theil  des  Körpers  der  auf  0  wirkt,    eine  anziehende, 

fQr  einen  anderen  eine  abstossende  ist;  in  diesem  Falle  ändert 

die  Function  ^(u),  in  welcher  der  Goefficient  f  enthalten  ist, 

innerhalb  des  Integrationsgebietes  von  T  ihr  Zeichen. 

Die  Gomponenten  der  Attraction,  die  auf  einen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  und  Grösse  ausgeübt  wird,  lassen  sich 
aus  den  vorhergehenden  Formeln  ableiten,  indem  man  darin 
|i.  durch  das  Massenelement,  welches  den  Goordinaten  a,  ß,  y 
entspricht  ersetzt  un^  darauf  in  Beziehung  auf  diese  drei 
Variabein  über  die  ganze  Masse  integrirt.  Es  erhellt  daraus, 
dass  die  Gomponenten  der  Wirkung  eines  Körpers  auf  einen 
anderen  im  Allgemeinen  von  sechsfachen  Integralen  abhängen. 

Nach  diesen  Formeln  kann  man  die  Anziehung  und  Ab- 
stossung berechnen ;  bevor  wir  jedoch  eine  Anwendung  davon 
machen,  ist  es  nöthig  auseinanderzusetzen,  wie  sich  dieaelben 
mit  der  inneren  Gonstitution  der  Naturkörper  vertragen,  und 
die  Schwierigkeit  zu  untersuchen,  von  der  am  Ende  des  §  91 
die  Rede  war. 

§  97«  Die  verschiedenen  Körper  enthalten  in  einem 
gleichen  Volumen  ungleiche  Mengen  wägbarer  Materie  (§  60) ; 
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da  diese  Menge  sich  für  ein  und  denselben  Körper  mit  seiner 
Temperatur  und  dem  äusseren  Drucke  ändert,  so  ist  man 
darauf  gekommen,  die  Naturkörper  als  Gomplexe  nicht  zu- 
sammenhängender materieller  Theilchen  anzusehen,  welche 
durch  Poren  oder  leere  Zwischenräume  von  einander  getrennt 
sind.  Diese  materiellen  Theilchen  werden  Atome  genannt; 
ihre  Dimensionen  entziehen  sieb»  wie  die  der  Zwischenräume, 
wegen  ihrer  ungeheuren  Kleinheit  unsren  Sinnen  und  allen 
unsren  Mitteln,  sie  zu  messen.  Man  betrachtet  die  Atome 
als  unzerstörbar  und  ihre  Masse,  ihre  Gtostalt  und  ihr 
Volumen  als  unveränderlich.  Die  Dimensionen  der  Zwischen«- 
räume  ändern  sich  dagegen  mit  der  Wärmemenge,  die  man 
den  Körpern  zufuhrt,  oder  ihnen  entzieht,  und  mit  dem 
Drucke,  dem  man  dieselben  unterwirft ;  und  da  die  Yolumen- 
änderungen  eines  Körpers  sehr  gross  sein  können,  ohne  dass 
sich  seine  Masse  vermehrt  oder  vermindert  hätte,  so  folgt 
daraus,  dass  die  Dimensionen  der  leeren  Zwischenräume  mit 
denen  der  stofferfüllten  Theile  vergleichbar,  ja  im  Allgemeinen 
diesen  sogar  überlegen  sein  müssen. 

Die  Atome  gleicher  oder  verschiedener  Natur  vereinigen 
sich  in  verschiedenen  Verhältnissen,  um  andere,  immer  noch 
nicht  wahrnehmbare,  materielle  Theilchen  zu  bilden,  die  wir 
Molecüle  nennen.  Die  sichtbaren  Körper  unterscheiden 
sich  nun  von  einander  durch  die  Natur  und  die  Mengen- 
verhältnisse der  Atome,  welche  ihre  Molecüle  bilden ;  dagegen 
sieht  man  die  Atome  deshalb  als  unzerstörbar  und  unver- 
änderlich an,  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben,  weil  man 
jederzeit,  sobald  man  sie  wieder  in  denselben  Mengenverhält- 
nissen zusammenbringt,  auch  wieder  dieselben  Körper  mit 
denselben  Eigenschaften  erhält. 

§  98«  Hiemach  ist  ersichtlich,  dass  die  Theilung  der 
Masse  in  unendlich  kleine  Elemente,  und  die  Annahme  einer 
gewissen  Dichtigkeit  jedes  Elementes,  die  sich  in  homogenen 
Körpern  nicht  ändere,  oder  die  sich  in  heterogenen  Körpern 
in  unmerklichen  Abstufungen  ändere,  sich  auf  Naturkörper 
nicht  beziehen  kann;  trotzdem  darf  man  von  den  Formeln, 
welche   auf  diese  Voraussetzung   gegründet   sind,   Gebrauch 
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machen  und  dieselben  auf  Körper  anwenden,  welche  in  Theile 
von  endlicher  aber  nicht  wahrnehmbarer  Grösse  getheilt  sind. 
In  der  That  sind  die  Molecüle  so  klein  und  liegen 
einander  so  nahe,  dass  ein  Massentheilchen,  welches  eine  un- 
geheure Anzahl  davon  enthält,  noch  äusserst  klein  sein  und 
seinem  Volumen  nach  als  unmerklich  angesehen  werden  kann. 
Sei  V  das  Volumen  eines  solchen  Theilchens  von  unmerklicher 
Grösse,  welches  dessenungeachtet  Myriaden  von  Molecülen 
enthält;  sei  femer  m  die.  Summe  der  Massen  dieser  Molecüle 
und  M  ein  Punkt  von  v,  der  seinen  Schwerpunkt  darstellt. 
Setzen  wir 

m 

SO  drückt  dieser  Quotient  p  die  Dichtigkeit  des  Körpers  im 
Punkte  M  aus,  welches  auch  im  Uebrigen  die  Massen  der 
Molecüle  und  ihre  regelmässige  oder  unregelmässige  Ver- 
theilung  in  dem  Räume  v  sein  mögen.  Bezeichnen  wir  femer 
mit  n  die  Anzahl  der  in  v  enthaltenen  Molecüle  und    setzen 

V  g 

n  =  *' 

SO  ist  die  unmerklich  kleine  Strecke  e  der  mittlere  Abstand 
der  Molecüle  von  einander,  in  der  Nähe  des  Punktes  M  und 
für  die  Dichtigkeit  p.  In  einem  homogenen  Körper  ändert 
sich  jener  Quotient  und  jene  Strecke  nicht  mit  der  Lage  des 
Punktes  M;  in  einem  heterogenen  Körper  ändern  sich  diese 
beiden  Grössen  in  unmerklich  kleinen  Abstufungen  und 
können  als  gegebene  Functionen  der  Coordinaten  dieses 
Punktes  angesehen  werden. 

Will  man  nun  einen  Ausdruck  für  die  Masse  eines 
Körpers  darstellen,  oder  allgemeiner  für  die  Summe  der  un- 
geheuer kleinen  Theilchen  dieser  Masse,  ein  jedes  multipli- 
ziert mit  einer  Function  U  der  Coordinaten  eines  seiner 
Punkte,  M,  so  theile  man  das  Volumen  V  des  Körpers  in 
äusserst  kleine  Theile  v  und  bilde  nun  die  Summe  aller 
Producte  üpv,  die  wir  mit 

SUpv 
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bezeichnen  wollen,  erstreckt  über  alle  Theile  v  von  V.  Wenn 
die  Glieder  dieser  Summe  unendlich  klein,  und  ihre  Anzahl 
unendlich  gross  wäre,  so  würde  nach  dem  Satze  des  §  13 
ihr  Werth  genau  gleich  dem  bestimmten  Integrale: 

/üpdv 

werden,  die  Integration  erstreckt  über  das  ganze  Volumen 
y,  dessen  Element  dv  ist.  Ist  nun  diese  Bedingung  nicht 
genau  erfüllt,  so  ist  wenigstens  klar,  dass  die  Differenz 
zwischen  der  obigen  Summe  und  dem  Integral  um  so  kleiner 
werden  wird,  je  kleiner  die  Glieder  und  je  grösser  die  Anzahl 
derselben  in  der  ersteren  werden;  so  dass,  wenn  die  Grösse 
von  V  eine  unmerkliche  —  aber  immer  noch  von  dv  ver- 
schiedene —  geworden  ist,  man  ohne  einen  merklichen 
Fehler  zu  begehen,  das  Integral  an  Stelle  der  Summe 
setzen  darf. 

Indessen  erleidet  dieser  allgemeine  Satz  eine  Ausnahme: 
nämlich  dann,  wenn  U  eine  Function  ist,  die  sich  plötzlich 
ändert  und  zu  gleicher  Zeit  ihr  Vorzeichen  innerhalb  des 
Integrationsgebietes  wechselt.  Dieser  Fall  tritt  wirklich  ein, 
wenn  man  es  mit  Kräften  zu  thun  hat,  die  von  der  molecü- 
laren  Attraction  und  von  der  Wärme  herrühren,  und  welche 
nur  auf  unmerkliche  Entfernungen  wirken.  Es  genügt  uns 
aber  hier  zu  bemerken,  dass  dieser  Ausnahmefall  nichts  mit 
den  Formeln  des  §  91  und  95  zu  thun  hat,  welche  sich  auf 
die  Schwerpunkte  der  Körper  und  auf  die  Anziehung  im  um- 
gekehrten quadratischen  Verhältniss  der  Entfernungen  be- 
ziehen, und  welche  man  daher  auf  die  aus  getrennten  Mole- 
cülen  bestehenden  Naturkörper  anwenden  darf. 

§  99*  Wenden  wii*  uns  nun  wieder  zu  dem  Attrac- 
tionsprobleme. 

Wenn  die  Entfernung  des  Punktes  0  von  dem  anziehen- 
den Körper  sehr  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  dieses 
Körpers,  so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  für  T  im  §  9t)  die 

Grösse  —   in    eine    convergente  Reihe    nach  Potenzen    und 

Producten  von  x,  y,  z  entwickeln.     Setzen  wir 


144  Statik.   I. 

a»  +  ß>  +  7«  =  ««, 
80  wird  alsdann 

1_1   .  ax+ßy  +  7z  ,  SCax+ßy  +  Tzr-Cx'+y'+z')«»  , 
u~S'^  «•  "^  28*  '^'■" 

Wählt  man  den  Schwerpunkt  des  anziehenden  Körpers  als 
Anfangspunkt  D  der  Goordinaten,  so  ist 

///xdm  =  0,    ///ydm  =  0,     ///zdm  =  0, 

da  diese  Integrale,  dividirt  durch  die  Masse  M  des  Körpers 
nach  §  91  die  Goordinaten  des  Schwerpunktes  sind.  Be- 
zeichnen wir  diese  Masse  mit  M,  so  wird  daher 


Ist  die  Entfernung  OD  =  8  gross  genug,  dass  man  diesen 
Werth  von  T  auf  sein  erstes  Qlied  reduciren  kann,  so  gehen 
die  Gleichungen  (2)  über  in: 

|iMfa  jiJöß  lOIfr 

d.  h.  diese  Gomponenten  sind  dieselben  wie  die  einer  Kraft 

^^|-f   die   vom  Punkte  0   aus   in   der  Richtung  OD   wirkt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Attraction,  die  auf  einen  Punkt  0  von 
einem  sehr  entfernten  Körper  ausgeübt  wird,  nach  Grösse 
und  Richtung  nahezu  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Masse  M 
dieses  Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  voreinigt  wäre. 

Wenn  dieser  Körper  eine  homogene,  oder  aus  concen- 
trischen  homogenen  Schichten  zusammengesetzte  Kugel  ist, 
so  findet  man,  dass  alle  Glieder  in  dem  Ausdrucke  für  T 
ausser  dem  ersten  verschwinden.  Es  lässt  sich-  dies  leicht 
erkennen,  wenn  man  x,  y,  z  durch  die  Goordinaten  r,  6,  ^, 
wie  im  §  92,  ersetzt  und  dann  die  Integration  nach  6  und  ^ 
ausführt.  Der  soeben  ausgesprochene  Satz  ist  daher  dann 
genau  gültig,  wenn  nur  die  Entfernung  S  so  gross  ist,  dass 
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die  Entwickelung  von  —  eine  convergente  Reihe  wird.     In 

dem  folgenden  Paragraphen  werden  wir,  ohne  auf  die  Reihen« 
entwickelung  zurückzukommen,  zeigen,  dass  dieses  Theorem 
gültig  ist,  welches  auch  die  Entfernung  des  Punktes  0  von 
der  anziehenden  Kugel  sein  mag,  wenn  derselbe  nur  nicht  in 
ihrem  Innern  liegt.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  An- 
ziehung einer  Kugel  auf  eine  andere  dieselbe  ist,  als  wenn 
die  Masse  jeder  der  Kugeln  in  ihrem  Mittelpunkte  concentrirt 
wäre;  denn  bezeichnen  wir  mit  M  und  M'  die  Massen  der 
beiden  Kugeln,  mit  C  und  C/  ihre  Mittelpunkte,  so  ist  die 
Anziehung  von  M  auf  einen  beliebigen  Punkt  0  von  M'  zu- 
nächst dieselbe,  als  wenn  die  Masse  M  im  Punkte  C  concen- 
trirt wäre;  femer  ist  die  Anziehung  des  Punktes  C  auf  alle 
Punkte  0  von  M'  gleich  und  entgegengesetzt  der  Anziehung 
aller  dieser  Punkte  von  M'  auf  C,  und  die  letztere  ist  wieder 
so,  als  wein  die  Masse  M'  im  Punkte  C  concentrirt  wäre; 
daher  ist  die  Attraction  der  beiden  Kugeln  dieselbe,  wie  die 
zweier  materieUer  Punkte,  die  in  C  und  C  liegen  und  deren 
Massen  M  und  M'  sind. 

§  lOO*  Wenn  eine  homogene  Kugelschale  von  con- 
stanter  Dicke,  deren  Mittelpunkt  D  ist,  den  Punkt  0  anzieht, 
so  wird  die  Kraft  offenbar  die  Richtung  OD  haben.  Wählen 
wir  diese  Richtung  zur  x-Axe,  so  werden  die  den  Axen  Dy 
und  Dz  parallelen  Gomponenten  B  und  C  gleich  Null  und  es 
bleibt  daher  nur  der  Werth  von  A  zu  berechnen.  Bei  der 
Berechnung  wendet  man,  wie  im  §  92,  mit  Vortheil  die  Polar- 
coordinaten  r,  6,  ^  an.  Da  die  Axe  Dx  mit  der  Linie  DO 
zusammenfällt,  so  ist: 

0DM  =  6,        ß  =  0, 
DO  =  a,         T  =  0; 

und,  da  DM  =  r  und  OM  =  u  ist,  so  folgt : 

u^  =  a^  —  2a  r  cos  6  -|-  r^ 

Der  Winkel  ^  ist  derjenige,  den  die  Ebene  0DM  mit 
einer  festen  Ebene  bildet,   die  durch  DO  geht;  wir  nehmen 

PfannBÜel,  PoiMon's  Lehrbuch  der  Mechanik.  10 
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dv  =  r^  sin  6  dr  d6  d^ 

als  Yolumenelement  (§  93)   und  betrachten  in   dem  Massen- 
Elemente  dm  =  p  dv  den  Factor  p  als  constant. 

Nachdem  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung  für  T  im 
§  96  eingesetzt  haben,  integriren  wir  von  r  =  b  bis  r  =  a, 
wo  a  und  b  den '  äusseren  und  den  inneren  Radius  der  Kugel- 
schale  bezeichnen,  und  von  6  =  0  und  ^  =  0  bis  6  =  ic  und 
^  =  27C.  Da  ^  nicht  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt, 
so  liefert  die  Integration  nach  dieser  Variabeln  nur  den 
Factor  2^  und  man  erhält: 


a  /     ji 


r  sin  0d6 


/a*  —  2ar  cos  6  +  r* 


rdr. 


An  den  Grenzen  6  =  0  und  6  =  tc  hat  das  Radical  den 
Werth  +  (a  —  r)  und  +  (a  +  r) ;  da  es  aber  den  Werth  von 
u  ausdrückt,  der  nach  §  96  stets  positiv  sein  muss,  so  müssen 
wir  für  die  Grenze  6  =  ä  den  Werth  +  (a  +  r)  nehmen 
und  für  die  Grenze  6  =  0  entweder  +  (r  —  a)  oder  —  (r  —  a), 
e  nachdem  der  Punkt  0  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Kugel- 
schale  liegt.  Wir  werden  bald  sehen,  was  zu  thun  ist,  wenn 
dieser  Punkt  der  Kugelschale  selbst  angehört,  so  dass  f&r 
einen  Theil  derselben  r  >  a,  für  einen  anderen  r  <;  a  ist. 
Führen  wir  die  Integration  nach  6  aus,  so  ist  das  un- 
bestimmte Integral: 

/r  sin  6d6 
V  a^  -^^2är  cos  6  +  r 

und  mithin  für  einen  inneren  Punkt: 


T  =  -  -j/ a*  —  2ar  cos  6  -(-  r*  +  const. 

31         OL   f 


I 


r  sin  6d6  1  rr     i      \       /  m        o 

.8        o  -ft-l— >  =  i;  [fr  +  a)  -  (r  —  a)]  =  2; 

y  a*  —  2ar  cos  6  -f  r*       * 


es  hängt  daher  der  Werth  von  T  nicht  von  a  ab,  und  der 
von  A,  der  sich  daraus  nach  der  ersten  Gleichung  (2)  ergibt, 
ist  gleich  0.    Für  einen  äusseren  Punkt  erhält  man  dagegen : 
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K 


C  r  Bin  6de  1  r/     ■     ^       /  m        2r 


o 


2ar  cos  6  +  r 
und  folglich: 


a 

T  =  ^  Tr'dr  =  ^'P  ^^' 
a    /  3i 


-b») 
3a 


oder,  wass  dasselbe  ist: 


wo  M  die  Masse  der  Kugelschale  bedeutet,  deren  Volumen 
— ^^-^ '  ist.    Daraus  folgt: 

A  =  Ö«  ,3, 

und  dieses  ist  dieselbe  Kraft,  als  wenn  die  ganze  Masse  der 
anziehenden  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte  concentrirt 
wÄre. 

§  101«  Diese  Resultate  lassen  sich  ohne  Weiteres  auf 
den  Fall  einer  Kugelschale  von  constanter  Dicke  ausdehnen,  die 
aus  concentrischen  Schichten  zusammengesetzt  ist,  und  deren 
Dichtigkeit  sich  von  Schicht  zu  Schicht  nach  einem  beliebigen 
Oesetze  ändert,  in  ein  und  derselben  Schicht  aber  constant 
ist;  denn  man  kann  die  Attractionen  dieser  verschiedenen 
Schalen  fUr  sich  berechnen  und  darauf  die  Summe  aller  dieser 
Kräfte  bilden,  die  fUr  einen  inneren  Punkt  gleich  0  sein 
muss,  für  einen  äusseren  aber  durch  die  Gleichung  (3)  gegeben 
ist,  wo  M  immer  die  ganze  Masse  des  anziehenden  Körpers 
bedeutet. 

Daraus  schliessen  wir  also: 

1.  dass  die  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Quadrate 
der  Entfernungen  stehenden  Kräfte,  welche  von  allen  Punkten 
einer  homogenen  oder  aus  concentrischen  Schichten  zusammen- 
gesetzten Kugelschale  von  constanter  Dicke  auf  einen  Punkt 
0  ausgeübt  werden,  der  in  dem  leeren,  von  dieser  Kugelschale 

10* 
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begrenzten  Räume  liegt,  sich  gegenseitig  aufheben,  so  dass 
dieser  Punkt  im  Gleichgewichte  sein  würde,  wo  er  sich  auch 
in  diesem  Räume  befinden  möge; 

2.  dass  die  Attraction  derselben  Eugelschale  —  und 
folglich  auch  die  einer  ganzen  Kugel  —  auf  einen  ausser- 
halb liegenden  Punkt  0  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Masse  des 
anziehenden  Körpers  in  seinem  Mittelpunkte  concentrirt  wäre. 

Wenn  der  Punkt  0  ein  Punkt  der  anziehenden  Schicht 
ist,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  a  >  a  >  b  ist,  so  theile 
man  die  Kugelschale  in  zwei  andere:  eine,  deren  äusserer 
und  innerer  Radius  a  und  a,  und  eine,  deren  Radien  a  und  b 
sind;  da  der  Punkt  0  in  Bezug  auf  die  erstere  ein  innerer 
ist,  so  wird  dieselbe  keinerlei  Wirkung  auf  ihn  ausüben; 
und  wenn  wir  die  Masse  der  zweiten  Schale  mit  m  bezeichnen, 
für  welche  der  Punkt  0  ein  äusserer  ist,  so  erhalten  wir  die 
Attraction  dieser  Schale  aus  der  Formel  (3)  indem  wir  darin 
m  an  Stelle  von  M  setzen.  Die  gesammte  Anziehung,  welche 
auf  den  Punkt  0  ausgeübt  wird,  ist  daher: 

A  =  !^. 

Wenn  die  Kugelschale  in  eine  VoUkugel  übergeht,  welche 
überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  ist 

m  =  — ^ —  und  A  =  — ^-» 

d.  h.  im  Inneren  einer  homogenen  Kugel  ist  die  Anziehung 
proportional  der  Entfernung  des  angezogenen  Punktes  vom 
Gentrum. 

Dieselben  Sätze  gelten  für  den  Fall  einer  zurückstossen- 
den  Kraft,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  immer  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  ist. 

§  102«  Es  lässt  sich  leicht  direct  zeigen,  dass  ein  Punkt, 
der  sich  im  Inneren  einer  Kugelschale  befindet  und  von  allen 
Punkten  derselben  angezogen  oder  abgestossen  wird,  sich 
überall  im  Gleichgewichte  befinden  muss. 

Nehmen  wir  zunächst  an,    dass  diese  Schale  unendlich 
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dünn  sei.  Ihre  Dicke  sei  s.  Wir  zerlegen  ihre  Oberfläche 
in  unendlich  kleine  Elemente  und  bezeichnen  mit  (o  den 
Flächeninhalt  desjenigen,  welches  dem  Punkte  P  (Fig.  33) 
entspricht;  die  entsprechenden  Volumen-  und  Massenelemente 
dieser  Schale  werden  8o>  und  psoo  sein  und  wenn  man  die 
Entfernung  OP  mit  r  bezeichliet,  so  ist  die  Grösse  der  Kraft 
in  Richtung  dieser  Linie  gleich: 

(ifpSCl) 

~?"' 

Denken  wir  uns  einen  Kegel  mit  der  Basis  a>  und  der  Spitze 
0.  Verlängern  wir  die  erzeugende  Grade  bis  sie  im  Punkte 
P'  die  Kugelfläche  trifft,  so  wird  sie,  während  sie  den  Kegel 
beschreibt,  auf  jener  Fläche  ein  zweites  Element  abgrenzen, 
welches  wir  mit  w'  bezeichnen  wollen.  Sei  femer  r  die  Ent- 
fernung OP';  dann  hat  die  Kraft  in  Richtung  dieser  Linie, 
die  der  vorigen  entgegengesetzt  ist,  die  Grösse: 

(ifpso)' 


r^ 


(0  a> 


Es  ist  nun  -j  =  —  ^ ;  denn  sind  POQ  und  P'OQ'  die  Schnitte 

der  beiden  Kegel  mit  einer  beliebigen  durch  ihre  gemeinsame 
Spitze  0  gehenden  Ebene,  so  verhalten  sich  die  ähnlichen 
Elemente  co  und  co'  wie  die  Quadrate  der  homologen  Linien 
PQ  und  P'Q'.  Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  POQ 
und  P'OQ'  hat  man  femer: 

PQ  :  P'Q'  =  OP  :  OP'  =  r  :  r', 
mithin  ist :  w  :  w'  =  r^  :  r'^ 

also:  «  =  -7Ä- 

Mithin  sind  die  oben  betrachteten  entgegengesetzten  Kräfte 
gleich  und  daraus  folgt,  dass  die  Wirkungen,  die  von  allen 
Elementen  der  Kugelschale  auf  den  Punkt  0  ausgeübt  werden, 
sich  zu  je  zweien  aufheben.  Die  Gesammtwirkung  dieser 
Kugelschale  ist  daher  gleich  Null;  und  dies  ist  auch  noch 
der  Fall,  wenn  ihre  Dicke  eine  endliche  ist ;  denn  dann  kann 
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man  sie  in  eine  unendliche  Anzahl  unendlich  dünner  Schalen 
zerlegen,  von  denen  keine  einzige  auf  den  Punkt  0  irgend 
eine  Wirkung  ausübt. 


n. 

Gleichungen  für  das  Elllpsoid. 

§  103.  Wenn  der  Punkt  0  (Fig.  32)  der  anziehenden 
M€isse  angehört,  so  werden  die  Integrationen  oft  leichter  aus- 
führbar, wenn  man  diesen  Punkt  zum  Anfangspunkt  von 
Polarcoordinaten  wählt.  Der  Radius  vector  des  beliebigen 
Punktes  M  ist  alsdann  gleich  u;  nennen  wir  daher  wie  im 
§  93  da>  das  Element  der  Eugelfläche,  deren  Radius  die 
Längeneinheit  ist,  so  ist 

dv  =  u*  du  d«>, 
dm  =  pu*  du  dco; 

und,  wenn  wir  die  Winkel,  welche  die  Oerade  OM  mit  Linien 
bildet,  die  parallel  den  Axen  Dx,  Dy,  Dz  durch  den  Punkt 
0  gezogen  sind,  g,  h  und  k  nennen,  so  ist  nach  den  Be- 
merkungen des  §  95: 

X  —  a 

cos  g  = > 

u 

u     y  —  ß 

cos  h  =  ^ -y 

U 

Z   """   Y 

COS  k  = ; 

u 

wodurch  die  Gleichungen  (1)  jenes  Paragraphen  übergehen  in: 

A  =  —  V'ffSJp  cos  g  du  da>, 
B  =  —  l^f ///p  cos  h  du  d«), 
C  =  —  V'^  fSfp  cos  k  du  d«. 

Die  Integrationen  sind  in  Beziehung  auf  u  von  0  bis  r 
ZU  erstrecken,  wo  r  den  Radius  vector  eines  beliebigen 
Punktes  M  der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  bedeutet. 
Nehmen   wir   der   Einfachheit   halber   an,   dass   der  Körper 
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homogen  sei,  so  lässt  sich  die  Integration  nach  u  ausführen 
und  man  erhält: 

A  =  —  l^fp  //  r  cos  g  do), 

B  =  —  [jLfp  JJ  r  cos  h  d«,  (a) 

C  ==  —  P-fe  jy  r  cos  k  d«. 

Um  den  Werth  von  r  zu  bestimmen,  den  man  in  diesen 
Formeki  substituiren  muss,  sei 

F  (x,  y,  z)  =  0 

die  Gleichung  der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers  in 
rechtwinkligen  Coordinaten.  Für  einen  beliebigen  Punkt  dieser 
Oberfläche  ist,  nach  den  obigen  Gleichungen  für  cos  g  etc.,: 

X  =  a  +  r  cos  g, 
y  =  ß  +  r  cos  h, 
z  =  Y  +  r  cos  k, 

wo  OL,  ß  und  7  immer  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  0 
bedeuten,  deren  Werthe  gegeben  sind.  Setzt  man  diese 
Werthe  von  x,  y,  z  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so 
erhält  man  im  allgemeinen  zwei  Werthe  von  r,  einen  posi- 
tiven und  einen  negativen;  wir  verwerfen  jedoch  den  nega- 
tiven Werth,  da  der  Radius  vector  eine  wesentlich  positive 
Grösse  ist,  deren  Richtung  allein  durch  die  Winkel  g,  h  und 
k  bestimmt  wird,  welche  spitz  oder  stumpf  sein  können. 

Nach  Einsetzung  des  Werthes  von  r  in  die  Gleichungen 
(a)  sind  die  Integrale  über  alle  Elemente  da>  der  Eugelfläche 
zu  erstrecken,  die  mit  dem  Radius  1  um  den  Punkt  0  als 
Gentrum  beschrieben  ist. 

§  104«  Wenden  wir  diese  Formeln  auf  ein  homogenes 
Ellipsoid  an,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung 

^>       v>        z> 

hat,  und  dessen  Mittelpunkt  der  Anfang  D  der  Coordinaten 
ist;  a,  b  und  c  sind  alsdann  seine  Halbaxen.  Wenn  man 
darin  die  obigen  Werthe  von  x,  y  und  z  einsetst,  so  er- 
hält man: 
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pr^  +  2qr  =  I, 
wo  zur  Abkürzung 

cos*  g    ,    cos^  h    ,    cos'  k 

acosg  ,    ß  cosh  .    T  cos  k 

a«       ß*       T* 


»       /»t       ^ 


a»       b»       c 
gesetzt  ist.     Es  ist  mithin: 

^,  ^  -  q  +  /q'  +  pl 

P 

p  ist  eine  positive  Ghi-össe ;  l  ist  gleichfalls  positiv  oder  gleich 
Null,  da  der  Punkt  0,  der  den  Coordinaten  a,  ß  und  t  ent- 
spricht, im  Innern  des  Ellipsoides  oder  höchstens  auf  seiner 
Oberfläche  liegt;  wir  müssen  daher  die  Wurzel  positiv 
nehmen,  damit  der  Radius  vector  r  nicht  negativ  wird.  Ich 
behaupte  überdies,  dass  die  Wurzel  in  den  Formeln  (a)  weg- 
fällt. Es  würde,  zum  Beispiel,  der  entsprechende  Theil  des 
in  A  enthaltenen  Integrals  lauten: 


1    I  -yqM-pi  cos  g  da> ; 


aber  für  jedes  Paar  von  Elementen  do),  deren  Radien  einander 
genau  entgegengesetzt  sind,  heben  sich  die  Elemente  dieses 
Doppelintegrals  gegenseitig  auf;  denn  wenn  wir  von  dem 
einen  dieser  Elemente  da>  zu  dem  andern  übergehen,  so 
wechselt  jeder  der  drei  Cosinus  cos  g,  cos  h  und  cos  k  sein 
Vorzeichen,  während  die  Grössen  p,  I  und  q*  dieselben  bleiben, 
und  der  Goefficient  von  dco  unter  dem  Integralzeichen  erhält 
daher  gleiche  aber  entgegengesetzte  Werthe.  Es  heben  sich 
daher  alle  Elemente  des  angeführten  Integrales  zu  je  zweien 
auf  und  A  wird  zunächst,  wenn  wir  für  q  seinen  Werth  setzen : 


+  t^ 


^  r  Jcos  g  cos  j  ^^  j 
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Nun  bestehen  aber  die  beiden  letzteren  dieser  drei  Integrale 
aus  Elementepaaren,  die  denselben  Werthen  von  h  und  k, 
aber  Supplement  werthen  von  g  entsprechen.  Jedes  dieser 
Elementepaare  ist  daher  gleich  0,  und  mithin  auch  die  ganzen 
Integrale.  Lassen  wir  dieselben  daher  weg  und  nehmen  mit 
den  Ausdrücken  ffir  B  und  G  ähnliche  Reductionen  vor,  so 
erhalten  wir  einfach 


cos'k  - 
dco. 


Sei  nun  6  der  Winkel  zwischen  dem  Radius  GM  und 
einer  durch  den  Punkt  0  gezogenen  Parallelen  zur  x-Axe, 
und  ^  der  Winkel,  den  die  Ebene  dieser  beiden  Linien  mit 
einer  durch  die  zweite,  parallel  zur  xy-Ebene,  gelegten  Ebene 
bildet,  dann  ist  nach  §  8 

cos  g  =  cos  6, 

cos  h  =  sin  0  cos  ^y 

cos  k  =  sin  8  sin  ^ 

und  zugleich  nach  §  93 

da>  =  sinO  d6  d<j^, 
woraus  folgt: 

a^^c*p  =  b*c'  cos*  6  +  (c*  cos*  <[»  +  b*  sin*  ^)  a*  sin*  6, 

sine  de  d^ 


(ifpa  r  Tcos*  e  si] 


Um  die  Richtungen  aller  Radien  OM  zu  umfassen,  müssen 
die  Integrale  von  e  =  0  und  tp  =  0  bis  e  =  ir  und  ^  =  2n 
erstreckt  werden;  da  aber  der  Coefficient  von  de  für  e  und 
«  —  e  denselben  Werth  hat,  so  brauchen  wir  nur  von  6  =  0 

bis  ^  ^  o   zu   integriren  und   das  Resultat  zu  verdoppeln; 
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und  weil  der  Coefficient  von  d^  für  ^  und  ^  +  ^^  gleiche 

IT 
Werthe  hat,   brauchen  wir  nur  von  ^  =  0  biß  <[»  =  ^    zu 

integriren,  wenn  wir  das  Resultat  vervierfachen.  Setzen 
wir  nun 

<p  =  tgtj), 

^       cos"  ^ 

1  T*       . 

so  wird,  da  cos*  ^  =  -—. — «  und  sin*  ^  =  -^—r — s  ist, 

^       1  +  T  1  +  ? 

r^=an,'c»  r ^? 

J     P  J    (b*co8»e+a«8in«e)c»+(c«co8»e+a*8m»e)b«T» 

o  o 

TTa'bc 

~  2  /(b*  cos*  e  +  a*  sin*  6)  (c*  cos«  6  +  a*  sin*  6)' 

und  der  Werth  von  A  hängt  daher  nur  noch  von  dem  auf 
6  bezüglichen  Integral  ab.  Ohne  neue  Rechnung  leitet  man 
B  aus  A  her,  indem  man  ß  an  Stelle  von  a  setzt  und  die 
Buchstaben  a  und  b  vertauscht;  und  ebenso  erhält  man  C 
aus  A  indem  man  7  f&r  a  setzt  und  a  und  c  vertauscht. 
So  erhält  man  endlich:  (c) 

_  rj bc  cos*  6  sin  6de 

A  —  4irti.  paj    -^_y--— -j_  a^8in*T)  (c*  cos*  6  +  a*  sin*  6) 


o 

n 


ac  cos*  6  sin  6d6 


/i  ac  cos*  6  sin 

|/ (a*  cos*  6  +  b*  sin*  6)  (c* 


cos*  e  +  b*  sin*  6) 


o 

n 


ab  cos*  6  sin  6d6 
C  =  4JC|ifpY 


f 


/b*  cos*  e  +  c*  sin*  6)  (a*  cos*  6  +  c*  sin*  6) 


Da  diese  Werthe  von  A,  B,  C  positiv  sind,  so  folgt 
daraus,  dass  jede  dieser  drei  Gomponenten  den  Punkt  0  dem 
Mittelpunkte  des  EUipsoides  zu  nähern  bestrebt  ist;  das 
Oegentheil  würde  im  Falle  einer  Abstossung  stattfinden,  in 
welchem  man  —  f  an  Stelle  von  f  zu  setzen  hätte. 
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§  105«  Bezeichnen  wir  mit  S  eine  positive  Gonstante 
und  setzen  (1  +  S)  a,  (1  -|-  5)  b  und  (1  +  8)  c  an  Stelle  von 
a,  b  und  c  in  den  Gleichungen  (c).  Der  Factor  1  -j-  ^  hebt 
sich  dann  fort  und  die  Werthe  von  A,  B  und  G  bleiben  die- 
selben. Durch  diese  Substitution  ist  aber  das  EUipsoid  um 
einen  Theil  vergrössert  worden,  der  zwischen  seiner  ur- 
sprünglichen und  einer  ähnlichen  Oberfläche  enthalten  ist; 
da  sich  dadurch  die  Gomponenten  A,  B  und  G  nicht  geändert 
haben,  so  schliessen  wir  daraus,  dass  die  Wirkung  des  hin- 
zugekommenen Theiles  auf  den  inneren  Punkt  0  sich  auf 
Null  reducirt. 

Demnach  übt  eine  homogene  Schale,  die  von  zwei  con- 
centrischen  ähnlichen  und  mit  den  Axen  zusammenliegenden 
EUipsoiden  begrenzt  wird,  keinerlei  anziehende  oder  ab- 
stossende  Wirkung  auf  einen  in  dem  inneren  Hohlräume  be- 
findlichen Punkt  0  aus,  so  dass  sich  dieser  Punkt  überall  in 
diesem  Räume  im  Gleichgewichte  befindet:  ein  Satz  der  den 
vorher  für  eine  Eugelschale  gefundenen  in  sich  schliesst. 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Wirkung  eines  vollen  homo- 
genen Ellipsoides  auf  einen  Punkt  seiner  Masse  sich  auf  die 
Wirkung  des  bis  an  diesen  Punkt  reichenden  concentrischen, 
dem  gegebenen  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoides 
beschränkt.  Die  Gomponente  dieser  Wirkung  nach  irgend 
einer  der  drei  Axen  des  Ellipsoides  hängt  nach  den  Gleichungen 
(c)  nur  von  der  dieser  Axe  parallelen  Ordinate  des  Punktes 
O  ab  und  ist  dieser  proportional.  In  dem  allgemeinen  Falle, 
wo  die  dreiHalbaxen  a,  b  und  c  ungleich  sind,  ergeben  sich 
die  in  diesen  Formeln  enthaltenen,  auf  6  sich  beziehenden, 
Integrale  als  elliptische  Functionen,  und  es  lassen  sich 
ihre  numerischen  Werthe  mit  Hülfe  der  Legrendre'schen 
Tabellen  berechnen.  Dagegen  ergeben  sich  jene  Integrale  in 
endlicher  Form,  wenn  zwei  der  Constansten  a,  b,  c  einander 
gleich  sind,  wenn  es  sich  also  um  ein  Rotationsellipsoid 
handelt. 

§  106«  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  es  sei  b  =  c; 
dann  ist  die  Form  der  auf  6  bezogenen  Integrale  verschieden, 
je  nachdem  das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes  oder  ein  in  die 
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Länge  gezogenes  ist,  d.  h.  je  nachdem  b  >  a  oder  b  <  a 
ist.  Es  möge  der  erste  Fall  stattfinden;  setzen  wir  unter 
dieser  Voraussetzung 

b«  —  a»  =  a«e» 

und  imrii±^  _  ^^ 

o 

so  bedeutet  der  Bruch  e  die  Abplattung  des  Ellipsoides  und 
m  seine  Masse.    Es  folgt  alsdann  daraus: 


.  _  3|ifm(x  r*  cos'  6  sin  6 
a*    J      1  +  6*  cos* 


de 

6 


und,  wenn  wir  die  Integration  ausführen, 


A  =  -^B   [e— arctge], 

für  die  der  Rotationsaxe  parallele  Gomponente. 
Femer  ist 

B      C  Sfifm         rfcos'  6  sin  6  d8 


r\ 


O 

Da  sich  die  Gomponenten  B  und  G  verhalten  wie  die  Goordi- 
naten  ß  und  t  des  Punktes  0,  so  muss  ihre  Resultante  die 
Richtung  der  von  diesem  Punkte  auf  die  Rotationsaxe  ge- 
fällten Senkrechten  haben.  Bezeichnen  wir  diese  Kraft  mit 
A'  und  die  Länge  der  genannten  Senkrechten  mit  a',  so  dass 

A'  =  l/B'  +  G«  und  a  =  /FT? 
ist,    und  führen  die  obige  Integration  aus,    so  erhalten  wir: 

.,       3|ifmaY       .  e     \ 

Die  Resultante  von  A  und  A'  ist  alsdann  der  Orösse  und 
Richtung  nach  die  Oesammtwirkung  des  Ellipsoides  auf  den 
Punkt  0. 

Wenn  e  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist  so  kann  man  die 
Werthe  von  A  und  A'  in  sehr  convergente  Reihen  nach 
Potenzen  von  e  entwickeln.    Da 
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e»    .    e« 


arc  tg  e  =  e  —  -  -f   ^-  — 

6 


1+e' 


=  e  —  e"  +  e' 


ist,  80  wird 


A  = 


Im  Falle  einer  Kugel,  oder  für  e  =  o,  ist  die  Resultante  von 
A  und  A'  nach  dem  Centrum  gerichtet  und  hat  dieselbe 
Grösse  wie  in  §  101. 

§  107«  Die  Berechnung  der  Attraction  eines  homogenen 
EUipsoides  auf  einen  äusseren  Punkt  bietet  noch  viel  mehr 
Schwierigkeiten;  aber  es  gibt  einen  Satz  von  Yvori,  durch 
welchen  sich  dieser  Fall  auf  den  eines  inneren  Punktes  zurück- 
führen lässt ;  dadurch  lassen  sich  die  Gomponenten  der  Attrac- 
tion durch  einfache  Integrale,  ähnlich  denen  in  (c)  ausdrücken. 
Wir  wollen  diesen  wichtigen  Satz  im  Folgenden  entwickeln. 

Setzen  wir  in  der  ersten  Gleichung  (1)  des  §  95 

dm  =  pdxdydz, 
und  beachten,  dass  p  ein  constanter  Factor  ist,  so  haben  wir : 

A = ^fp  r  r  r (« -  x)  dxdydz — ^ 

J  J  J  [(«  -  x)«  4- (ß  -  y)»  +  (T  -  z)'] « 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichung  der  Oberfläche  immer  die 
Gleichung  (b)  sei  und  setzen  wir  darin  ax',  by'  und  cz'  an 
Stelle  von  x,  y,  z  so  geht  dieselbe  über  in: 

x'  +  y'  +  z'  =  i. 

Zugleich  wird  der  Werth  von  A: 


A  =  (if pabc 


J  J  j  r(a 


(a  —  ax')  dx'  dy'  dz' 
[(a  -  ax')»  +  (ß  -  by')«  +  (y  -  cz')«]t 


3 


und  wenn  man  mit  +  x^  die  gleichen  aber  entgegengesetzten 
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Werthe  von  x'  bezeichnet,  die  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung  folgen,  so  muss  das  Integral  in  Beziehung  auf  x' 
von  x'  =  —  Xi  bis  x'  =  x^  genommen  werden;  und  wir 
erhalten: 

A  =  ,.fpbc  I  f  f '-^^ T 


[(«  -  ax,)«  +  (ß  -  by')»  +  (T  -  cz')»]  « 


_   r  P dy'  dz' I 

J  J  [{a-\-  axi)»  +  (ß  -  by')»  +  (t  -  cz')»]t} 

Jedes  dieser  beiden  Doppelintegrale  ist  über  alle  Elemente 
der  Halbkugeloberiläche  zu  erstrecken,  deren  Radius  die  Ein- 
heit ist,  und  deren  Mittelpunkt  der  Anfang  der  Goordinaten 
ist;  das  Product  dy'dz'  ist  die  Projection  eines  beliebigen 
Flächenelementes  auf  die  yz-£bene.  Wenn  man  daher  mit 
6  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  Radius  vector  dieses 
Elementes  mit  der  x-Axe  bildet,  und  mit  ^  den  Winkel 
zwischen  der  Ebene  dieser  beiden  Linien  und  der  xy-Ebene, 
so  wird  der  Flächeninhalt  dieses  Elementes  sinO  d6  d^,  sein 
Neigungswinkel  gegen  die  yz-Ebene  gleich  0,  und  es  folgt 
daraus: 

dy'dz'  =  cos6  sinÖ  dÖ  d<p 

fUr  die  Projection  auf  diese  Ebene.     Zugleich  wird: 

X,  =  cos  6,       y'  =  sin  6  cos  <|),       z  =  sin  6  sin  ^, 

Die  Grenzen  der  beiden  Integrale  sind  jetzt 

e  =  0  und  6  =  ^,         ^p  =  0  und  <I*  =  2ic; 

aber  wenn  man  in  dem  zweiten  ir  —  6  an  Stelle  von  6  setzt, 
so  sieht  man  leicht,  dass  diese  beiden  Integrale  sich  in  ein 
einziges  vereinigen  lassen,  welches  in  Beziehung  auf  ^  die- 
selben Grenzen  hat,  und  dessen  Grenzen  in  Beziehung  auf  6 
6  =^  0  und  6  =  3C  werden,  so  dass  man  einfacher  hat: 


A 


-•*'"// 


n    2fT 

cos  6  sin  6  d6  d<{) 


R 


wo  zur  Abkürzung 
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R«  =  a*  +  ß*  +  7*  —  2  (cxa  cos  6  +  ßb  sin  ö  cos  4>  +  Tc  sin  6  sin  ^) 
+  a*  cos'  6  -|-  b'  sin*  6  cos*  ^  +  c*  sin*  6  sin*  «[> 

gesetzt  ist,  und  wo  R  ausserdem  als  positiv  zu  betrachten  ist. 
Die  beiden  anderen  Gomponenten  B  und  G  werden  ganz 
ähnlich  durch  Doppelintegrale  ausgedrückt. 

Betrachten  wir  nun  die  Attraction  eines  anderen  Ellip* 
soides  mit  derselben  Dichtigkeit  p,  demselben  Gentrum  und 
denselben  Axenrichtungen.  Seien  a^,  b^,  c^  die  a,  b,  c  ent- 
sprechenden Halbaxen;  sei  0^  der  dieser  Anziehung  unter- 
worfene Punkt,  «1,  ßi,  Ti  seine  Goordinaten,  und  A^,  B^,  G^ 
die  Gomponenten  der  Attraction  parallel  den  drei  Axen  des 
Ellipsoides.  Ist  (jl  wieder  die  Masse  des  angezogenen  Punktes, 
so  ist 

COS  6  sin  6  dO  d(p . 


Ai  =  l^f  b^c,  /  J 


R, 


wo  R^  aus  R  hervorgehti  wenn  man  hierin  a,  b,  c,  a,  ß,  y 
in  a^,  bp  c^  04,  ß^,  7^  verwandelt.  In  derselben  Weise  er- 
geben sich  die  Werthe  von  B^  und  G^  aus  B  und  G. 

Nehmen   wir   an,    dass   die   beiden  EUipsoide   dieselben 
Brennpunkte  und  daher  gleiche  Excentricitäten  haben,  so  ist 

b»  =  a*  +  h,        c*  =  a*  +  k, 
b"  =  a|  +  h,        c"  =  a|  +  k, 

wo  h  und  k  positive  oder  negative  Grössen  sind,  die,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  die  Quadrate  der  beiden  Körpern  ge- 
meinschaftlichen Excentricitäten  darstellen.  Nehmen  wir 
femer  an,  dass  der  von  dem  zweiten  EUipsoide  angezogene 
Punkt  Oj  auf  der  Oberfläche  des  ersten,  und  der  von  dem 
ersten  angezogene  Punkt  0  auf  der  Oberfläche  des  zweiten 
liege.  Nach  der  Gleichung  (b)  und  der  der  Oberfläche  des 
zweiten  Ellipsoides  ist: 

a*^b*"^c*~    '  ,  . 

a*        ß«       Y«  ^^ 

—  4-  -  -I-  —  =  1 

a.       b.        c. 
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Seien  endlich  p  und  q  zwei  gegebene  Winkel,  und  setzen  wir : 

Oj  =  a  cos  p,     ßi  =  b  sin  p  cos  q,     T^  =  c  sin  p  sin  q,    ,  . 
a  =  a^  cos  p,     ß  =  bjSin  p  cos  q,     T  =  o^^ii^  p  sin  q, 

Werthe,  welche  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ge- 
nügen, und  welche  eine  besondere  Beziehung  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte  0  und  0^  ausdrücken.  Setzen  wir 
diese  Werthe  von  a,  ß,  7  in  den  Ausdruck  für  R*  ein,  und 
ebenso  die  obigen  Werthe  von  b*,  c*,  b|,  c|,  so  kommt: 

R*  =  a*  +  a*  +  h  (sin'  p  cos*  q  +  sin'  6  cos*  ^) 

4-  k  (sin*  p  sin*  q  +  siii*  ^  sin*  <j») 
—  2  (a^  a  cos  p  cos  6  +  b^  b  sin  p  cos  q  sin  6  cos  ^ 
-|-  Cj  c  sin  p  sin  q  sin  6  sin  ^), 

Ohne  den  Ausdruck  für  R|  hinzuschreiben  sieht  man,  dass 
er  derselbe  sein  muss,  wie  der  von  R*;  denn  er  entsteht 
daraus  durch  Vertauschung  von  a  mit  a,,  b  mit  b^,  c  mit  c^, 
ohne  dass  sich  h  und  k  ändern,  welche  zwei  beiden  Ellip- 
soiden  gemeinschaftliche  Grössen  sind;  und  offenbar  ändert 
sich  die  letzte  Formel  nicht  durch  diese  Yertauschungen.  Da 
Rj  =  R  ist,  so  enthalten  die  Werthe  von  A  und  A,  dasselbe 
Doppelintegral,  und  durch  Elimination  desselben  hat  man 
daher 

Ajbc  =  AbiCj. 

In  Beziehung  auf  die  anderen  Componenten  erhält  man  ähn- 
liche Resultate;  so  dass  man  mit  Rücksicht  auf  die  Voraus- 
setzungen, die  wir  über  die  beiden  angezogenen  Punkte  0 
und  Oj  gemacht  haben,  endlich  findet: 

~A         bc  B  ""  ac  '  C  ~  ab '  ^^^ 

Um  den  Satz,  der  sich  in  diesen  drei  Gleichungen  aus- 
spricht, in  Worte  zu  fassen,  nennen  wir  correspondirende 
Punkte  auf  den  Oberflächen  der  beiden  Ellipsoide  zwei  Punkte, 
deren  Coordinaten  sich  verhalten  wie  die  Halbaxen,  denen 
sie  parallel  sind.  Der  Punkt  Oj  der  Oberfläche  des  ersten 
Ellipsoides,  dessen  den  Halbaxen  a,  b,  c  parallele  Coordi- 
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naten  04,  ß^  und  t^  sind,  hat  als  correspondirenden  auf  der 
Oberfläche  des  zweiten  Ellipsoides  den  Punkt  0,  dessen  den 
Halbaxen  a^,  b^  und  c^  parallele  Goordinaten  a,  ß  und  f  sind; 
denn  es  ist  zufolge  der  Gleichung  (2): 


5  =  i^,         ^  =  -^,         1 

a        a^'  ß        b/ 


»I      SSS  '■'  m 


Hiernach  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  (3)  folgender 
Satz:  Denkt  man  sich  zwei  homogene  confocale  Ellipsoide, 
so  verhält  sich  die  Attraction,  welche  das  eine  auf  einen 
Punkt  der  Oberfläche  des  zweiten  in  Richtung  einer  Axe 
ausübt,  zu  derselben  Attractionscomponente  des  zweiten  auf 
den  correspondirenden  Punkt  des  ersten,  wie  das  Product 
der  beiden  anderen  Axen  des  ersten  Ellipsoides  zu  dem 
Producte  der  beiden  anderen  Axen  des  zweiten. 

§  108«  Wenn  zwei  verschiedene  Ellipsoide  denselben 
Mittelpunkt  und  dieselben  Brennpunkte  haben,  so  ist  das 
eine  ganz  von  dem  andern  eingeschlossen;  wenn  daher  der 
Punkt  0  in  Bezug  auf  das  erste  ein  äusserer  ist,  so  ist  der 
Punkt  0^  in  Bezug  auf  das  zweite  ein  innerer.  Um  daher 
vermittelst  des  vorhergehenden  Satzes  die  Attraction  eines 
gegebenen  Ellipsoides  auf  einen  äusseren  gegebenen  Punkt  0 
zu  berechnen,  lege  man  durch  diesen  Punkt  die  Oberfläche 
eines  zweiten  concentrischen  und  confocalen  Ellipsoides.  Mit 
Hülfe  der  Gleichungen  für  innere  Punkte  bestimme  man  die 
drei  Componenten  A^,  B^,  Cj  der  Attraction  des  zweiten  Körpers 
auf  den  Punkt  0^  der  Oberfläche  des  ersten,  welcher  dem  Punkte 
0  correspondirt.  Die  Gleichungen  (3)  geben  darauf  die  Com- 
ponenten A,  B,  G  der  Attraction  des  gegebenen  Ellipsoides  auf 
den  gegebenen  Punkt.  Es  kommt  daher  Alles  darauf  hinaus, 
die  Werthe  der  drei  Halbaxen  a^,  b^,  c^  des  zweiten  Ellip- 
soides aus  denen  des  ersten,  die  wir  mit  a,  b,  c  bezeichnet 
haben,  und  aus  den  Goordinaten  a,  ß,  y  des  gegebenen 
Punktes  0  zu  finden. 

Sei  a  die  kleinste  der  Grössen  a,  b,  c;  dadurch  werden 
die  Grössen  h  und  k  des  vorhergehenden  Paragraphen  posi- 
tiv.    Bezeichnen  wir  mit  u  das  Quadrat  von  %  so  ist 

Pfaanftittl,  PouBoa'tt  Lehrbuch  der  Mechanik.  H 
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«4  =  /u,        \  =  V'u  +  h,         Cj  =  t^u  +  k, 

und  wir  brauchen  nur  noch  diese  Unbekannte  u  zu  be- 
stimmen, die  reell  und  positiv  sein  muss.  Vermöge  der 
zweiten  Gleichung  (1)  haben  wir  aber: 

„,  +  J^     +  -^  =  u,  (4) 

u  +  h       u  +  k 

eine  Gleichung  dritten  Grades  in  Bezug  auf  u,  die  wenigstens 
eine  reelle  positive  Wurzel  hat ;  denn  wenn  wir  u  von  Null  bis 
in's  Unendliche  wachsen  lassen,  so  ist  ihre  linke  Seite  zuerst 
grösser  und  dann  kleiner  als  die  rechte,  so  dass  es  wenigstens 
einen  positiven  Werth  von  u  geben  muss,  für  den  beide 
Seiten  gleich  sind.  Ich  behaupte  ausserdem,  dass  es  nicht 
mehr  als  einen  Werth  gibt;  denn  angenommen,  es  gebe  deren 
zwei,  u  und  u',  so  müsste  man  zugleich  haben: 

u^u+h^u+k         ' 

u  ^  u  +  h  ^  u  +  k 

und  wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  ab- 
ziehen und  den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factor 
u'  —  u  weglassen,  würde  daraus  folgen : 

Ü7  +  (u  +  h)  (u'  +  h)  +  (u  +  k)(u'  +  k)  ^  ^' 

was  offenbar  unmöglich  ist.  Daher  existirt  nur  ein  einziges 
mit  einem  gegebenen  concentrisches  und  confocales  EUipsoid, 
welches  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht.  Die  Grösse  u, 
von  welcher  seine  drei  Halbaxen  a^,  b^,  c^  abhängen,  ist 
durch  die  Gleichung  (4)  bestimmt,    was  wir  zeigen  wollten. 

§  109«  Wir  bemerken,  dass  der  Satz  des  §  107  für 
jedes  Gesetz  der  Anziehung  als  Function  der  Entfernung 
gültig  ist;  denn  der  Beweis,  den  wir  soeben  gegeben  haben, 
gründet  sich  auf  die  Form  des  Ausdrucks  R^,  der  für  die 
beiden  Punkte  0  und  0^  identisch  ist,  und  nicht  auf  die 
Form  der  Function  von  R,  welche  das  Gesetz  der  Attraction 
darstellt. 
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Wenn  die  beiden  EUipsoide  concentrische  Kugeln  sind, 
so  ist  die  Attraction  jeder  derselben  auf  alle  Punkte  der 
Oberfläche  diBr  anderen  dieselbe,  und  es  ist  nicht  mehr  nöthig, 
dass  die  Punkte  0  und  0^  correspondirende  sind.  Nennen 
wir  a  und  a^  die  Radien  dieser  beiden  Kugeln,  D  die  An- 
ziehung der  Kugel  mit  dem  Radius  a  auf  einen  Punkt  der 
Oberfläche  derjenigen  mit  dem  Radius  a^,  und  D^  die  An- 
ziehung der  Kugel  vom  Radius  a^  auf  einen  Punkt  der  Kugel- 
fläche vom  Radius  a  —  welche  Anziehungen  die  Richtungen 
der  Radien  der  angezogenen  Punkte  haben  —  so  ist 

D  :  Dl  =  a^  :  a^*, 

welches  auch  das  Gesetz  der  Anziehung  als  Function  der 
Entfernung  sein  mag. 

Diese  Proportion  lässt  sich  in  dem  gewöhnlichen  Falle 
der  Attraction  im  umgekehrten  quadratischen  Verhältnisse 
der  Entfernung  leicht  verificiren.  In  der  That  ist  nach 
den  Resultaten  des  g  101,  wenn  wir  a  ]>  a^  setzen,  die 
Attraction  D  der  Kugel  vom  Radius  a  auf  einen  inneren 
Punkt,  der  von  ihrem  Gentrum  in  einer  Entferung  a^  liegt, 
und  dessen  Masse  (t  ist: 

die  Attraction  der  Kugel  vom  Radius  %  auf  einen  äusseren 
Punkt,  dessen  Masse  auch  |i  ist,  und  der  sich  in  einer  Ent- 
fernung a  von  ihrem  Centrum  befindet,  hat  den  Werth 


3a» 

und  wenn  wir  diese  Werthe  von  D  und  D^  vergleichen,  so 
sehen  wir,  dass  sie  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die 
Quadrate  der  Radien  a  und  %. 


•••*«i«LJiQ»" 
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ZWEITES  BUCH. 

Dynamik. 

Erster  Theil. 

Cap.  I. 

Vor  der  gradlinigen  Beweging  und  den  Maarae  der  Kräfte. 

L 

Gleichungen  fQr  die  geradlinige  Bewegfung. 

§  110.  Die  einfachste  Bewegung,  welche  ein  mate- 
rieller Punkt  annehmen  kann,  ist  diejenige,  bei  der  er  in 
gerader  Linie  fortschreitet,  und  bei  der  er  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Strecken  zurücklegt.  Diese  gradlinige  Bewegung 
ist  es,  welche  man  eine  gleichförmige  nennt,  und  welche 
als  Tertium  comparationis  für  alle  anderen  Arten  der  Be- 
wegung dient. 

Wenn  das  Verhältniss  des  durchlaufenen  Weges  zu  der 
dazu  erforderten  Zeit  sich  beständig  ändert,  so  ist  die  Be- 
wegung eine  ungleichförmige;  tritt  diese  Aenderung 
immer  nur  nach  Verlauf  von  endlichen  Zeitabschnitten  ein, 
so  ist  die  Bewegung  nur  eine  Reihe  von  verschiedenen  gleich- 
förmigen Bewegungen. 

Bei  jeder  beliebigen  Bewegung  ist  der  zurückgelegte 
Weg,  oder  allgemeiner  die  Entfernung  des  bewegten  Punktes 
von  einem  festen  Punkte  der  durchlaufenen  Linie,  eine 
Function  der  Zeit,   die  von  einem  bestinunten  Zeitpunkte  an 
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verflossen  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Zeit  mit  t  und  die  ge- 
nannte Entfernung  mit  x,  so  ist  in  allen  Fällen 

X  =  F(t), 

und  die  verschiedenen  Bewegungen  unterscheiden  sich  von 
einander  nur  durch  die  Form  dieser  Function  F(t).  Die 
Variabele  t  kann  positiv  oder  negativ  sein;  ihre  positiven 
Werthe  entsprechen  solchen  Zeitpunkten,  welche  demjenigen, 
von  dem  an  man  die  Zeit  zählt,  nachfolgen,  während  ihre 
negativen  Werthe  vorausgehenden  zugehören. 

Bezeichnen  wir  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  mit 
a  den  in  jeder  Zeiteinheit  zurückgelegten  Weg,  und  mit  b 
die  Entfernung  des  sich  bewegenden  Punktes  von  dem  festen 
Punkte  zu  Anfang  der  Zeit  t,  d.  h.  den  Werth  von  x,  welcher 
t  =  0  entspricht,  so  ist  in  einem  beliebigen  Augenblicke 

X  =  b  +  at; 

denn  nach  der  Definition  dies^  Bewegung  enthält  der  in  der 
Zeit  t  durchlaufene  Weg  x  —  b  so  viel  mal  die  constante 
Strecke  a,  als  t  Zeiteinheiten  enthält. 

§  111.  Wir  geben  keine  Definition  der  Zeit  oder  des 
Raumes;  es  genügt  vielmehr  in  der  Oeometrie  und  in  der 
Mechanik,  dass  wir  die  Dimensionen  der  Körper  und  die 
Dauer  ihrer  Bewegung  messen  können.  Die  Messung  der 
Längen  gründet  sich  .auf  die  Aneinanderlegung  der  Strecken 
und  ist  ohne  Schwierigkeit  zu  begreifen;  diejenige  der  Zeit 
hingegen  bedarf  noch  einer  näheren  Auseinandersetzung. 

Man  würde  sich  in  einem  Girkelschlusse  bewegen,  wenn 
man  sagen  wollte,  dass  die  gleichförmige  Bewegung  diejenige 
sei,  bei  der  die  durchlaufenen  Wege  den  Zeiten  proportional 
sind,  und  andrerseits:  dass  die  Zeit  die  gleichförmige  Bewe- 
gung zum  Maasse  habe,  d.  h.  dass  sie  den  bei  dieser  Bewegung 
durchlaufenen  Räumen  proportional  sei.  Es  ist  aber  auch 
gar  nicht  nöthig,  den  Begriff  der  gleichen  Zeiten  und  das 
Maass  der  Zeit  auf  irgend  ein  besonderes  Bewegungsgesetz 
zu  gründen;  man  kann  sich  vielmehr  diese  Begriffe  bei  Zu- 
grundelegung einer  gleichförmigen  oder  jeder  anderen  Art 
der  Bewegung  von  vornherein  klar  machen. 
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Denken  wir  uns,  dass  eine  Anzahl  vollkommen  gleicher 
Körper  sich  nach  einander  bewegen,  und  dass  die  Bewegung 
eines- jeden  der  Körper  genau  denselben  Verlauf  nimmt,  wie 
die  des  vorhergehenden:  dann  ist  es  klar,  dass  alle  diese 
Bewegungen,  deren  Gesetz  durchaus  nicht  gegeben  ist,  in 
gleichen  Zeiten  ausgeführt  werden,  und  dass  ihre  Anzahl  als 
Maass  der  Zeit  dienen  kann.  Sind  es  z.  B.  schwere  Körper, 
welche  an  einer  festen  horizontalen  Axe  aufgehängt  sind, 
und  bringt  man  jeden  einzelnen  in  genau  derselben  Weise 
wie  jeden  anderen  aus  seiner  Gleichgewichtslage  und  über- 
lässt  ihn  hierauf  sich  selbst  und  richtet  es  so  ein,  dass  die  Be- 
wegung des  zweiten  beginnt,  sobald  der  erste  in  seine  Gleich- 
gewichtslage zurückgekehrt  ist,  diejenige  des  dritten,  sobald 
der  zweite  in  seine  Ruhelage  zurückgekehrt  ist,  und  so  weiter : 
so  ist  kein  unterschied  zwischen  allen  diesen  aufeinander- 
folgenden Bewegungen  möglich  und  dieselben  vollziehen  sich 
in  gleichen  Zeitabschnitten.  Wir  werden  später  sehen,  dass 
es  hierzu  gar  nicht  nöthig  ist,  dass  immer  andere  Körper 
einander  in  der  Bewegung  folgen,  dass  vielmehr  die  auf- 
einander folgenden  Schwingungen  ein  und  desselben  Körpers 
um  seine  Gleichgewichtslage  auch  isochron,  d.  h.  von 
gleicher  Dauer,  sind;  aber  die  obige  Betrachtung,  die  nicht 
der  Lösung  irgend  eines  Problems  der  Mechanik  bedarf,  ge- 
nügt uns  hier  zu  unserem  Zwecke. 

Die  Astronomen  haben  durch  sehr  vielmal  wiederholte 
und  sehr  genaue  Beobachtungen  die  ünveränderlichkeit  der 
scheinbaren  Umdrehung  der  Himmelskörper  um  die  Erde  er- 
kannt; und  in  der  That  lässt  die  Theorie  keine  merkliche 
Ungleichmässigkeit  in  der  Rotationsbewegung  der  Erde  zu, 
welche  der  Grund  jener  scheinbaren  Bewegung  ist.  Man 
nennt  die  constante  Dauer  dieser  Umdrehung  einen  side- 
rischen  Tag  oder  Sterntag;  dieselbe  ist  kleiner  als  die- 
jenige der  täglichen  scheinbaren  Umdrehung  der  Sonne.  Die 
Dauer  der  letzteren  ist  nicht  einmal  zu  allen  Jahreszeiten 
dieselbe;  trotzdem  nimmt  man  ihre  mittlere  Grösse  für  den 
gewöhnlichen  Gebrauch  als  Zeiteinheit  an,  und  bezeichnet 
dieselbe  als  mittlerenTag.    Wir  werden  in  diesem  Werke 
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die  Eintheilung  des  Tages  in  24  "Stunden,  der  Stunde  in 
60  Minuten,  und  der  Minute  in  60  Sekunden  anwenden,  so 
dass  die  Sekunde  der  86400ste  Theil  des  mittleren  Tages 
ist.  Der  Stemtag  dauert  nur  86164,09  Sekunden,  woraus 
folgt,  dass  man,  um  eine  in  mittleren  Tagen  gegebene  Zeit 
in  Stemtagen  auszudrücken,  dieselbe  mit  dem  Quotienten 
86400:86164,09  d.  h.  mit  der  Zahl  1,002  7379  multipli- 
ciren  muss. 

§  112*     Zwei  gleichförmige  Bewegungen  unterscheiden 
sich  von  einander  durch  den  in  der  Einheit  der  Zeit  durch- 
laufenen Raum.    Bei  jeder  gleichförmigen  Bewegung  ist  dieser 
constante  Weg  das,    was  man  die  Geschwindigkeit  des 
sich  bewegenden  Körpers  nennt;  indessen  ist,  wenn  wir  uns 
genau   ausdrücken   wollen,   dieser  Weg   nur   das  Maass   der 
Oeschwindigkeit,  und  nicht  die  Geschwindigkeit  selbst.     Diei(>/3^^ 
Geschwindigkeit  eines  in  Bewegung  befindlichen  materiellen  \  gU^V!  ^ .  ihm/. 
Punktes  ist  etwas,    was  diesem  Punkte  innewohnt,   was  ihn   vWi  ir.^-^ 
beseelt  und  ihn  wesentlich  von  einem  ruhenden  Punkte  unter-  ( 
scheidet,  im  Uebrigen  aber  keiner  Definition  fähig  ist.    Wenn 
wir  die  Geschwindigkeit  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung 
durch  den  Raum  ausdrücken,  den  der  bewegte  Punkt  in  jeder 
Zeiteinheit  zurücklegt,  so  liegt  darin  die  Annahme,  dass  die 
Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes 
ist,    der    die  Einheit    der  Länge    in    der  Einheit    der  Zeit 
durchläuft. 

Bei  einer  ungleichförmigen  Bewegung  ändert  sich  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  in  unendlich  kleinen  Abstufungen 
und  ist  eine  Funktion  der  Zeit,  welche»  sich,  wie  wir  bald 
sehen  werden,  aus  derjenigen  fUr  den  durchlaufenen  Weg 
herleiten  lässt :  doch  müssen  wir  vorher  die  Art  der  Bewegung 
kennen  lernen,  welche  ein  materieller  Punkt  vermöge  seiner 
erlangten  Geschwindigkeit  annimmt,  wenn  die  Kraft,  die  ihm 
diese  Geschwindigkeit  ertheilt  hat,  zu  wirken  aufhört,  und 
der  Körper  sich  selbst  überlassen  wird. 

§  113.  Es  ist  zunächst  augenscheinlich,  dass  der 
Körper,  wenn  er  sich  in  gerader  Linie  bewegt  hat,  sich  nach 
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dem  Aufhören  der  Kraft  in  der  Verlängerung  dieser  Linie  fort- 
bewegen wird ;  denn  es  ist  kein  Orund  ersichtlich,  warum  der- 
selbe von  der  empfangenen  Richtung  mehr  nach  der  einen,  als 
nach  der  anderen  Seite  hin  abweichen  sollte.  Dagegen  können 
wir  nicht  a  priori  behaupten,  dass  die  Geschwindigkeit,  die 
ihm  ertheilt  worden  ist,  nicht  von  selbst  abnimmt  und  endlich 
ganz  aufhört:  erst  durch  die  Erfahrung  und  durch  Induction 
kann  diese  Frage  entschieden  werden. 

Wir  sehen  nun,  dass  in  demMaasse,  als  die  Hindemisse, 
die  sich  der  Bewegung  der  Körper  entgegen  stellen  —  wie 
die  Reibung,  der  Widerstand  der  durchlaufenen  Medien  etc. 
—  sich  verringern,  die  Körper  mehr  und  mehr  in  ihrem  Be- 
wegungszustande  beharren;  und  sobald  wir  eine  Aenderung 
ihrer  Geschwindigkeit  wahrnehmen,  erkennen  wir  auch,  dass 
diese  Wirkung  dem  Einflüsse  irgend  einer  fremden  Ursache  zu- 
zuschreiben ist.  Wir  schliessen  daraus,  dass,  wenn  ein  in  Be- 
wegung gesetzter  materieller  Punkt  durch  keine  Kraft  mehr 
beeinflusst  würde  und  auch  keinem  Widerstände  begegnete, 
seine  Bewegung  geradlinig  und  gleichförmig,  d.  h.  die  ein- 
fachste aller  Arten  der  Bewegung  sein  würde. 

Wenn  zum  Beispiel  ein  Eisentheilchen  im  leeren  Räume 
auf  einer  horizontalen  Fläche  ohne  Reibung  durch  die  An- 
ziehung eines  Magnetpoles  in  Bewegung  gesetzt  worden  ist, 
und  man  die  Wirkung  dieses  Poles  plötzlich  aufhebt,  etwa 
indem  man  demselben  einen  gleichen  aber  entgegengesetzten 
Pol  vorlegt,  so  wird  das  Eisentheilchen  fortfahren,  sich  nach 
diesem  Punkte  hin  zu  bewegen;  aber  seine  Bewegung  wird 
gleichförmig  werden,  und  seine  Geschwindigkeit  wird  grösser 
oder  kleiner  sein,  je  nachdem  man  die  anziehende  Kraft 
längere  oder  kürzere  Zeit  darauf  hat  einwirken  lassen. 

Die  Thatsache,  dass  kein  materieller  Punkt  sich  ohne 
Hülfe  einer  Kraft  in  Bewegung  setzen,  oder  die  Bewegung, 
die  ihm  ertheilt  worden  ist,  ändern  kann,  begreift  man  unter 
dem  Worte:  Trägheit  der  Materie.  Damit  will  man  durch- 
aus nicht  sagen,  dass  die  Materie  nicht  im  Stande  sei,  zu 
wirken;  denn  im  GegentheU  findet  jeder  materielle  Punkt 
gerade  in  der  Wirkung  anderer  materieller  Punkte  den  Grand 
seiner  Bewegung;  er  findet  ihn  nur  nicht  in  sich  selbst. 
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§  114«  Nach  Verlauf  der  Zeit  t,  wenn  sich  der  be- 
wegliche Punnkt  in  der  Entfernung  x  von  einem  festen 
Punkte  seines  Weges  befindet,  sei  v  seine  Geschwindigkeit, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewegung,  die 
er  annehmen  würde,  wenn  in  diesem  Momente  die  Kraft,  die 
bis  dahin  auf  ihn  gewirkt  hat,  zu  wirken  aufhörte.  Wenn 
die  Wirkung  dieser  Kraft  fortdauert,  so  wird  die  Strecke  dx, 
welche  der  Punkt  in  dem  Zeitelemente  dt  durchläuft,  vermöge^ 
dieser  Kraft  und  der  Geschwindigkeit  v  zurückgelegt  werden ; 
der  Theil  von  dx,  der  dieser  Geschwindigkeit  entspricht,  und 
der  in  einer  gleichförmigen  Bewegung  beschrieben  wird,  hat 
die  Grösse  vdt.  Bezeichnen  wir  daher  mit  e  den  Theil  des 
Weges,  der  von  der  Wirkung  der  Kraft  in  dem  Zeittheilchen 
dt  herrührt,  so  haben  wir: 

dx  =  vdt  +  e. 

Nun  aber  ändert  sich  die  Geschwindigkeit  in  unendlich  kleinen 
Abstufimgen,  und  ihre  Aenderungen  rühren  nur  von  der  Kraft 
her,  die  auf  den  bewegten  Punkt  wirkt;  daraus  folgt,  dass 
in  der  Zeit  dt  diese  Kraft  nur  eine  unendlich  kleine  Ge- 
8chwindigkeit  hervorbringen  kann.  Vermöge  dieser  neu  er- 
zeugten  unendlich  kleinen  Geschwindigkeit  würde  sich  der 
bewegte  Körper  in  der  unendlich  kurzen  Zeit  dt  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Strecke  zweiter  Ordnung  fort  bewegen,  selbst 
wenn  ihm  der  ganze  Geschwindigkeitszuwachs  mit  einem 
Male  zu  Anfang  der  Zeit  dt  ertheilt  würde.  Die  Grösse  e, 
welche  noch  kleiner  ist,  als  die  soeben  genannte  Bewegungs- 
strecke, darf  man  daher  in  der  vorstehenden  Gleichung  gegen 
vdt  vernachlässigen,  und  man  erhält  alsdann 

dx 
^  =  dt 

als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  bei  einer  beliebigen 
Bewegung. 

Wollen  wir  den  Theil  «  des  von  dem  materiellen  Punkte 
in  der  Zeit  dt  vermöge  der  ihn  beeinflussenden  Kraft  zurück- 
gelegten Weges  bestimmen,  so  müssen  wir  höhere  Potenzen 
von  dt  berücksichtigen.    Bezeichnen  wir  mit  x'  die  Entfer- 
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nung  des  beweglichen  Punktes  von  dem    festen  Punkte    zur 
Zeit  t  +  dt,  so  ist  nach  dem  Taylor* sehen  Satze 

dx  1  d^ 

^'  -  ^  =  5;  dt  +  9  ITF  dt»  + 


•    •    • 


dt         '    2  dt' 

der  vollständige  Werth  des  in  dem  Momente  dt  durchlaufenen 
Weges.  Das  erste  Glied  (=  vdt)  ist  der  Theil  der  Bewegung, 
welcher  von  der  am  Ende  der  Zeit  t  erlangten  Geschwindig* 
keit  herrührt;  vernachlässigt  man  daher  unendlich  kleine 
Grössen  dritter  und  höherer  Ordnung  gegen  die  von  der 
zweiten,  so  erhält  man: 


1    <**^    A4.% 


oder,  was  dasselbe  ist: 


6=2^  dvdt, 


als  denjenigen  Theil  des  Weges  x'  —  x,  welchen  die  Wirkung 
der  Kraft  den  Punkt  hat  durchlaufen  lassen.  Da  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  diese  Kraft  in  derselben  Zeit  hervor- 
bringt! dv  ist,  so  ist  der  Weg,  den  der  Punkt  bei  gleich- 
förmiger Bewegung  während  der  Zeit  dt  zurücklegen  würde, 
wenn  er  am  Anfang  dieses  Zeitelementes  den  ganzen  Ge- 
schwindigkeitszuwachs empfinge,  gleich  dem  Producte  dv  dt 
d.  h.  doppelt  so  gross,  als  die  Strecke  e,  die  er  wirklich 
beschreibt. 

§  115.  Wenn  der  durchlaufene  Weg  als  Function  der 
Zeit  gegeben  ist,  so  leitet  man  daraus  unmittelbar  die  ent- 
sprechende Geschwindigkeit  vermittelst  der  Gleichung 

_  ^^ 
^  "■  dt 

her.  Wenn  z.  B.  bei  der  Atwood'schen  Fallmaschine  der 
fallende  Körper  Fallräume  zurücklegt,  die  wie  die  Quadrate 
der  Fallzeiten  wachsen,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass 
seine  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportional  ist,  während 
welcher  er  die  Räume  durchmessen  hat;  und  wirklich  kann 
man  dies  mit  Hülfe  dieser  Maschine  direct  zeigen. 
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Umgekehrt,  findet  man,  wenn  die  Geschwindigkeit  als 
Function  der  Zeit  gegeben  ist,  durch  Integration  die  Grösse 
des  durchlaufenen  Weges.  Nach  der  gleichförmigen  ist  die 
einfachste  Bewegung  diejenige,  bei  welcher  sich  die  Ge- 
schwindigkeit in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Grössen  vermehrt 
oder  vermindert;  man  nennt  dieselbe  eine  gleichförmig 
beschleunigte  oder  verzögerte  Bewegung.  Bezeichnet 
man  daher  mit  g  den  constanten  positiven  oder  negativen 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  der  Zeiteinheit,  und  mit  a 
die  Geschwindigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  t  =  0,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Augenblicke  bei  dieser 
Bewegung : 

V  =  a  +  gt, 

und,  wenn  wir  diese  Gleichung  mit  dt  multipliciren  und 
integriren,  so  erhalten  wir 

x  =  b  +  at  +  ^gt» 

als  Entfernung  des  bewegten  Punktes  zur  Zeit  t  von  einem 
festen  Punkte  seines  Weges,  wo  b  diese  Entfernung  zur  Zeit 
t  =  0  bedeutet. 

Sind  die  beiden  Gonstantep  a  und  b  gleich  0,  so  ist 
einfach 

v  =  gt, 
x=|gt>. 

Der  durchlaufene  Weg  ist  dann  also  dem  Quadrate  der  Zeit 
proportional;  und  die  am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  t  er- 
langte Geschwindigkeit  ist  so  gross,  dass  der  Körper  vermöge 
dieser  Geschwindigkeit  allein  in  einer  Zeit  t  einen  Weg  vt 
beschreiben  würde,  der  doppelt  so  gross  ist,  als  der  wirklich 
beschriebene.  Kennt  man  daher  den  in  der  ersten  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Weg,  so  erhält  man  durch  Verdoppelung  des- 
selben die  constante  Geschwindigkeit  g,  in  welcher  ver- 
schiedene gleichförmig  beschleunigte  Bewegungen  sich  von 
einander  unterscheiden. 

Die  soeben  besprochene  Bewegung  ist  die  der  schweren 
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Körper,  welche  im  leeren  Räume  fallen.  An  demselben  Erd- 
orte ist  die  Geschwindigkeit  g  für  alle  Punkte  des  Körpers 
dieselbe,  so  dass  sie  alle  in  derselben  Weise  verticale  Linien 
beschreiben.  Diese  Geschwirdigkeit  ändert  sich  aber  mit  dem 
Erdorte;  nimmt  man  die  Secunde  als  Einheit  der  Zeit  und 
das  Meter  als  Längeneinheit  an,  so  hat  die  Beobachtung  für 
die  Sternwarte  von  Paris  den  Werth: 

g  =  9°»  ,80896 
ergeben. 

Die  Kraft,  welche  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Geschwindig- 
keiten hervorbringt,  nennen  wir  eine  con staute  Kraft.  Da- 
her ist  die  Schwerkraft  eine  constante  Kraft.  Damit  soll 
gesagt  werden,  dass  sie  mit  derselben  Stärke  auf  die  Körper 
wirkt,  die  schon  mit  irgend  welchen  Geschwindigkeiten  be- 
haftet sind,  und  nicht  nur,  wie  im  §  59,  dass  ihre  Litensität 
in  der  ganzen  Ausdehnung  eines  Körpers  von  gewöhnlichen 
Dimensionen  dieselbe  ist. 

§  116«  Die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  setzen  keine 
besondere  Beziehung  zwischen  den  Kräft.en  und  den  ent- 
sprechenden Geschwindigkeiten  voraus ;  und  um  die  Probleme 
der  Statik  zu  lösen,  genügt  es,  die  Grössen  Verhältnisse  der 
Kräfte  zu  kennen,  wie  sie  im  §  5  definirt  worden  sind.  Die 
Bewegungsgesetze  dagegen  hängen  von  dem  Verhältnisse  ab, 
welches  zwischen  der  Grösse  der  Geschwindigkeiten,  die  von 
gegebenen  Kräften  hervorgebracht  werden,  besteht;  und  dieses 
Verhältniss,  welches  wir  zur  Lösung  der  Probleme  der  Dyna- 
mik kennen  müssen,  ist,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  das- 
selbe, wie  das  der  Kräfte. 

Sei  wieder  x  der  durchlaufene  Raum,  und  v  die  erlangte 
Geschwindigkeit  für  einen  materiellen  Punkt  am  Ende  der 
Zeit  t.  Nehmen  wir  an,  dass  in  diesem  Augenblicke  zwei 
gegebene  Kräfte  f  und  f  gleichzeitig  auf  den  beweglichen 
Punkt  wirken;  bezeichnen  wir  mit  u  die  unendlich  kleine 
Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  f  dem  Punkte  ertheilen 
würde,  wenn  sie  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  r 
allein  darauf  wirkte,  und  mit  u'  diejenige,  welche  von  der 
Kraft  f   in   derselben  Zeit   hervorgebracht   werden    würde, 


Wirbmg  zweier  Kräfte.  I73 

wenn  die  Kraft  f  nicht  da  wäre :  dann  behaupte  ich,  dass  die 
Gleichzeitigkeit  der  beiden  Kräfte  die  Geschwindigkeiten  nicht 
modificirt,  die  sie  dem  Punkte  getrennt  ertheilen  würden, 
und  dass  die  Geschwindigkeit,  welche  von  der  Kraft  f  +  f 
hervorgebracht  wird,  u  +  ^  ist,  d.  h.  dass  am  Ende  der 
Zeit  t  -|-  T  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gleich  v  -f-  u  +  u' 
geworden  ist. 

In  der  That  kann  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  nur  von  der  Zeit  t,  welcher  er  proportional  ist,  und 
von  dem  Zustande  des  materiellen  Punktes  abhängen,  oder, 
mit  anderen  Worten,  von  seiner  Lage  und  seiner  Geschwin- 
digkeit während  dieser  Zeit  t.  £s  könnte  also  nur  durch 
einen  Einfluss  auf  diesen  Zustand  geschehen,  dass  die  Kraft 
f  die  von  der  B^aft  f  herrührende  Geschwindigkeit  modificirte. 
Nun  kann  sich  aber  während  der  Zeit  t  die  Entfernung  des 
bewegten  Punktes  von  einem  festen  Punkte,  sowie  seine  Ge- 
schwindigkeit, nur  um  unendlich  kleine  Grössen  ändern,  die 
gegen  x  und  v  zu  vernachlässigen  sind.  Die  Veränderungen 
der  Entfernungen  von  anderen  festen  oder  beweglichen 
Punkten,  von  denen  die  Kräfte  f  und  f  ^ausgehen  können, 
sind  gleichfalls  zu  vernachlässigen;  mithin  kann  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  die  Kraft  f  in  dem  Zeitabschnitte  t 
hervorbringt,  in  keiner  Weise  von  der  gleichzeitigen  Wirkung 
der  Kraft  f  modificirt  werden ;  und  dasselbe  gilt  in  Beziehung 
auf  die  von  f  herrührende  Geschwindigkeit:  dieselbe  kann 
nicht  durch  die  gleichzeitige  Wirkung  von  f  modificirt  werden. 
Daher  muss  die  Gesammtgeschwindigkeit,  welche  dem  beweg- 
lichen Punkte  in  der  Zeit  t  von  der  Kraft  f  -f-  f  ertheilt 
wird,  gleich  u  +  u'  sein. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn  die  Kraft  f  im  Sinne 
der  Geschwindigkeit  v,  und  die  Kraft  f  im  entgegengesetzten 
wirkt,  der  Geschwindigkeitszuwachs,  der  von  f  —  f  hervor- 
gebracht wird,  gleich  u  —  u'  sein  muss. 

Welches  auch  die  Natur  der  Kräfte  f  und  f  sein  mag: 
sobald  sie  einem  Punkte  in  derselben  unendlich  kleinen  Zeit 
dieselbe  Geschwindigkeit  u  ertheilen,  sind  sie  für  uns 
gleiche  Kräfte.  In  einander  entgegengesetztem  Sinne  an- 
gebracht,   ändern   sie    die  Geschwindigkeit   des   beweglidien 
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Punktes  nicht,  wenn  dersdlbe  schon  in  Bewegung  ist;  ist 
er  in  Ruhe,  so  findet  Gleichgewicht  statt;  und  dies  trifft 
mit  der  Definition  der  gleichen  Kräfte  im  §  5  zusammen. 

Wenn  die  Kraft,  welche  auf  einen  Punkt  im  Sinne  der 
Bewegung  desselben  wirkt,  doppelt,  dreimal,  viermal  u.  s.  w. 
so  gross  wird,  so  wächst  die  Geschwindigkeit,  welche  dieselbe 
in  der  Zeit  t  hervorbringt,  in  demselben  Verhältnisse.  Umge- 
kehrt, wenn  diese  Kraft  sich  auf  die  Hälfte,  ein  Drittel,  ein 
Viertel  etc.  vermindert,  so  vermindert  sich  die  genannte  Ge- 
schwindigkeit in  derselben  Weise;  und  allgemein  verhalten 
sich  die  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  in  gleichen 
Zeitelementen,  im  gleichen  oder  im  entgegengesetzten  Sinne 
der  erlangten  Geschwindigkeit  hervorgebracht  werden,  oder 
die  einem  ruhenden  Punkte  mitgetheilt  werden,  zu  einander 
wie  die  Intensitäten  der  entsprechenden  Kräfte. 

Auf  dieses  allgemeine  Prinzip  gründet  sich  die  Messung 
der  Kräfte  in  der  Dynamik.  Man  stellt  es  in  der  Regel  als 
eine  Hypothese  hin;  wir  geben  es  hier  als  eine  nothwendige 
Folge  davon,  dass  die  Geschwindigkeiten,  die  von  irgend 
welchen  Kräften  in  unendlich  kleinen  Zeiten  hervorgebracht 
werden,  immer  unendlich  klein  sind,  und  dass  in  denselben 
Zeiten  die  Verschiebungen  der  beweglichen  Punkte  ebenfalls 
unendlich  klein  sind. 

§  117«  Wenn  die  Kräfte,  die  man  mit  einander  ver- 
gleichen will,  constante  sind,  so  dass  jede  von  ihnen  während 
der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Geschwindigkeiten  hervorbringt  (g  115),  so  verhalten  sich 
ihre  Intensitäten  zu  einander  wie  die  Geschwindigkeiten,  die 
sie  in  ein  und  derselben  Zeit  demselben  materiellen  Punkte 
ertheilen.  Sind  daher  diese  Geschwindigkeiten  durch  die 
Beobachtung  gegeben,  so  erkennt  man  daraus  das  Verhält- 
niss  der  Kräfte,  und  umgekehrt,  wenn  dieses  Verhältniss 
a  priori  gegeben  ist,  so  kann  man  dasselbe  auch  als  das  der 
Geschwindigkeiten  nehmen. 

Bezeichnen  wir  zum  Beispiel  mit  p  und  p'  die  Intensität 
der  Schwerkraft  in  zwei  verschiedenen  Breiten,  und  kennt 
man  flir  die  beiden  Erdorte  die  Geschwindigkeiten  g  und  g. 
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welche  die  im  leeren  Räume  fallenden  Körper  *in  einer 
Secunde  annehmen,  so  hat  man 

p  :  p'  =  g  :  g. 

Das  Verhältniss  dieser  Kräfte  p  und  p'  ist  auch  das  der 
Gewichte  desselben  Körpers,  oder  zweier  homogener  Körper 
von  gleichem  Volumen,  in  diesen  beiden  Breiten.  Die  Beob- 
achtung hat  gelehrt,  dass  die  Geschwindigkeit,  die  von  der 
Schwerkraft  herrührt  sich  vergrössert,  wenn  man  vom 
Aequator  nach  den  Polen  geht,    und    dass    der  Gesammtzu- 

wachs  nahezu  gleich  ^^^  ihres  kleinsten  Werthes  ist.   Daraus 

folgt  also,    dass  sich  das  Gewicht   desselben  Körpers,    wenn 

man  ihn  vom  Aequator  nach  dem  Pole  bringt,   um  st^    ver- 

mehren  muss;  und  wollte  man  zwischen  zwei  an  diesen  beiden 
Erdorten  befindlichen  homogenen  Körpern  das  Gleichgewicht 
herstellen,  so  müsste  das  Volumen  des  am  Aequator  befind- 

liehen  das  des  Körpers  am  Pole  um  öää  übertreflFen. 

Sei  femer  p  die  Intensität  der  senkrecht  nach  unten  ge- 
richteten Schwerkraft,  und  p,  ihre  Componente  in  Richtung 
einer  Graden,  die  mit  der  verticalen  einen  .Winkel  a  bildet. 
Nach  dem  Satze  vom  Parallelogramme  der  Kräfte  haben  wir 

))i  =  p  cos  a ; 

und  wenn  wir  die  Geschwindigkeiten,  die  in  der  Zeiteinheit 
von  diesen  beiden  constanten  Kräften  hervorgebracht  werden, 
wenn  dieselben  getrennt  auf  denselben  materiellen  Punkt 
wirken,  g  und  g^  nennen,  so  liefert  die  Proportion 

«••&  =  *>:  Pv 
für  gl  den  Werth: 

gl  =  g  cos  a. 

Wenn  der  schwere  materielle  Punkt  auf  einer  schiefen  Ebene 
liegt,  welche  mit  der  Horizontalebene  einen  Winkel  (90®  —  a) 
bildet,  so  können  wir  die  Kraft  p  in  zwei  andere  zerlegen, 
von  denen  die  eine  zur  gegebenen  Ebene  senkrecht  ist  und 
durch  die  Festigkeit  derselben  aufgehoben  wird,  während  die 
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andere  längs  der  Neigungslinie  der  schiefen  Ebene  gerichtet 
ist,  und  die  Grösse  p^  hat.  Von  dieser  letzteren  Kraft  hängt 
die  Bewegung  des  Punktes  im  leeren  Räume  ab,  wenn  wir 
von  seiner  Reibung  gegen  die  geneigte  Ebene  absehen.  Diese 
Bewegung,  die  von  einer  constanten  Kraft  herrührt,  wird 
daher  gleichförmig  beschleunigt  sein;  und  wenn  man  mit  Xj 
und  v^  den  durchlaufenen  Weg  und  die  erlangte  Geschwindig- 
keit zur  Zeit  t  bezeichnet,  so  erhält  man: 

Vi  =  git, 

^1  =  2  &**' 

Gleichungen,  in  denen  man  den  vorhergehenden  Werth  von 
g^  zu  setzen  hat,  um  die  Bewegung  genau  zu  bestimmen. 

Dieses  Beispiel  ist  sehr  geeignet,  um  zu  zeigen,  wie 
wichtig  es  ist,  dass  man  a  priori  das  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeiten kennt,  sobald  das  Verhältniss  der  entsprechen- 
den Kräfte  bekannt  ist;  denn  wenn  man  g^  nicht  aus  der 
durch  die  Beobachtung  gegebenen  Geschwindigkeit  g  herleiten 
könnte;  sondern  genöthigt  wäre,  um  von  den  beiden  letzten 
Formeln  Gebrauch  machen  zu  können,  den  Werth  von  g^,  der 
einem  bestimmten  Winkel  a  entspricht,  gleichfalls  durch 
Beobachtung  zu  bestimmen,  so  befände  sich  die  Dynamik  fast 
auf  dem  Standpunkte  einer  Erfahrungswissenschaft. 

§  1 18«  Um  eine  veränderliche  Kraft  zu  messen,  müssen 
wir  ihre  Wirkung  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  be- 
trachten, während  deren  man  sie  als  constant  ansehen  kann. 
Sei  also  f  bei  einer  beliebigen  geradlinigen  Bewegung  die 
Kraft,  welche  zur  Zeit  t  auf  den  beweglichen  Punkt  wirkt, 
und  welche  wir  als  positive  oder  negative  Grösse  ansehen 
werden,  je  nachdem  sie  im  Sinne  der  erlangten  Geschwindig- 
keit wirkt  oder  im  entgegengesetzten.  Wenn  die  Geschwin- 
digkeit in  demselben  Augenblicke  v  ist,  so  wird  sie  zur  Zeit 
t  -{-  <lt  gleich  V  4~  dv  sein,  so  dass  die  Kraft  ^  dem  Punkte  in 
der  Zeit  dt  die  Geschwindigkeit  dv  ertheilt  hat.  Bezeichnet  man 
daher  mit  p  eine  constante  und  bekannte  Kraft,  welche  in 
der  Zeiteinheit  eine  Geschwindigkeit  g  zu  erzeugen  im  Stande 
ist,  und  welche  mithin  dem  bewegten  Punkte  in  der  Zeit  dt 


Allgemeiner  Ansdruek  der  beschlennigenden  Kraft.  177 

die  Oeschwindigkeit  gdt  ertheilt,  so  ist 

f  :  p  =  ÖY  :  gdt, 

woraus  folgt: 

^       gdt* 

Sobald  man  willkürlich  eine  Längen-  und  eine  Zeiteinheit 

gewählt  hat,  kann  man  die  Constante  g  und  den  Werth  von 

dv 

-TT  für  eine  gegebene  Zeit  in  Zahlen  ausdrücken.    Die  obige 

dt 

Gleichung  liefert  dann  für  denselben  Augenblick  in  Zahlen 
das  Yerhältniss  der  Kraft  f  zu  der  bekannten  Kraft  p;  und, 
wenn  diese  die  Schwerkraft  ist,  so  ist  dieses  Verhältniss  das 
der  Kraft  <p  zu  dem  Gewichte  des  bewegten  Punktes,  auf 
welchen  sie  wirkt;  so  dass,  wenn  dieser  materielle  Punkt 
ein  schwerer  ist  und  von  der  Kraft  f  in  einem  der  Schwer- 
kraft entgegengesetzten  Sinne  beeinflusst  wird,  derselbe  im 
Gleichgewichte  bleiben  würde,  wenn  sich  zum  Beispiel  fände 

l^dv_ 
g  dt  ~  ^• 

Man  kann  die  vorhergehende  Formel  vereinfachen,  wenn 
man  p  und  g  als  Einheiten  wählt;  alsdann  wird: 

dv 
^=dt- 

Die  Einheit  der  Kraft  wird  alsdann  die  constante  Kraft  sein, 
welche  dem  bewegten  Punkte  in  der  Einheit  der  Zeit  eine 
Geschwindigkeit  ertheilt,  die  durch  die  Längeneinheit  darge- 
stellt wird,  so  dass,  wenn  diese  beiden  letzteren  Einheiten 
die  Secunde  und  das  Meter  isind,  die  Einheit  der  Kraft  nahezu 
der. zehnte  Theil  vom  Gewichte  des  materiellen  Punktes  ist, 
zufolge  des  im  §  115  angegebenen  Werthes  von  g. 

dv 

Man  bemerke,  dass  der  Werth  -jr-     der     veränderlichen 

dt 

Kraft  (p  die  Geschwindigkeit  ist,    welche  in  der  Einheit  der 

Zeit  eine  constante  Kraft  hervorbringen  würde,  die  während 

dieser  Zeit  mit  derselben  Intensität,  wie  die  Kraft  fp  während 

Pfannsiiel,  PoiMon*a  Lehrbuch  der  Mechanik.  ^2 
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der  Zeit  dt,  wirkte.  So  ist  bei  der  Bewegung  eines  Eisen- 
theilchens  nach  dem  Pole  eines  Magneten  hin,  die  Kraft  f 
von  der  Entfernung  vom  Pole  abhängig  und  demnach  ver- 
änderlich; nimmt  man  aber  an,  dass  von  einem  bestimmten 
Augenblicke  an  der  Pol  vor  dem  Eisentheilchen  zurückweicht, 
so  dass  ihre  Entfernung  von  einander  constant  wird,  so  wird 
es  die  Kraft  f  auch;  die  Bewegung  verwandelt  sich  in  eine 
gleichförmig  beschleunigte,  und  der  Zuwachs  der  Geschwindig- 
keit, welcher  in  der  Zeiteinheit  stattfindet,  wird  das  Maass 
dieser  Kraft  sein  für  den  Augenblick,  in  dem  sie  constant 
geworden  ist. 

Mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von   s,    den   wir  im 
§114  fanden,  können  wir  auch  schreiben 

^  ~  dt«' 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Formel  folgt,  dass  man 
als  Maass  einer  Kraft  einmal  den  Quotienten  aus  der  Ge- 
schwindigkeit, welche  sie  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit 
hervorbringt,  dividirt  durch  diese  Zeit,  betrachten  kann,  oder 
auch  zweitens  den  doppelten  Raum,  den  die  Kraft  den  Punkt 
in  dieser  Zeit  hat  durchlaufen  lassen,  dividirt  durch  das 
Quadrat  derselben  Zeit.  Bei  der  gleichförmig  beschleunigten 
Bewegung  haben  diese  beiden  gleichwerthigen  Methoden,  die 
Kraft  zu  messen,  auch  noch  Gültigkeit,  wenn  die  Zeit  nicht 
mehr  unendlich  klein  ist. 

§   119«     Wir  haben  jetzt: 

X  =  F(t), 

dx 
^'  =  dt' 

dv 
^=dt 

als  allgemeine  Gleichungen  der  gradlinigen  Bewegung  ge- 
funden. Dieselben  geben  an,  welche  Beziehungen  bei  einer 
beliebigen  Bewegung  zwischen  dem  durchlaufenen  Räume, 
der  erlangten  Geschwindigkeit  und  der  Kraft,  welche  auf  den 
bewegten  Punkt  wirkt,    bestehen,    und   wie   man   diese   drei 
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Functionen  der  Zeit  durch  Differentiation   oder  durch   Inte- 
gration auseinander  herleiten  kann. 

Durch    Elimination     von     v     aus     den     beiden     letzten 
Gleichungen  erhält  man 

d»x 
dt^ 


?  =-  T.  2 


Diese  Formel  setzt  voraus,  dass  man  die  Zeit  t  als  unab- 
hängige Variabele  und  ihr  Differential  dt  als  constant  be- 
trachtet, eine  Voraussetzung,  die  wir  in  der  Folge  in  diesem 
Werke  inmoier  machen  werden,  ohne  sie  ausdrücklich  zu 
wiederholen. 

Durch  Elimination  von  dt  erhält  man 


'C 


_  1  d(v3j 
^  ""  2  "dx  ' 

und  diese  Gleichung  dient  dazu,  v  zu  bestimmen,  wenn  die 
Kraft  f  als  Funktion  von  x  gegeben  ist,  und  umgekehrt,  die 
Kraft  <p  zu  bestimmen,  wenn  die  Geschwindigkeit  als  Funktion 
des  durchlaufenen  Raumes  bekannt  ist. 

Im  folgenden  Kapitel   werden   wir  verschiedene  Anwen- 
dungen dieser  allgemeinen  Formeln  geben. 


IL 
Maass  der  Kräfte  mit  Berücksichtigung  der  Massen. 

§  l!30.  Bevor  wir  zeigen,  wie  man  die  Massen  der 
verschiedenen  beweglichen  Körper  bei  der  Vergleichung  der 
Kräfte,  welche  darauf  wirken,  in  Rechnung  zu  bringen  hat, 
müssen  wir  einen  ungenauen  Ausdruck  richtig  stellen,  dessen 
man  sich  zuweilen  bedient,  und  der  eine  Begriffsverwirrung 
zur  Folge  haben  könnte. 

Nehmen  wir  an,  dass  ein  Körper  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liege  und  darauf  keinerlei  Reibung  erfahre.  Will  ich 
denselben  auf  dieser  Ebene  gleiten  lassen,  so  muss  ich  den- 
noch, wegen  des  Beharrungsvermögens  der  Materie,  eine  ge- 
wisse Anstrengung    machen;    verbinde    ich  mit  dem  Körper. 

12* 
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einen  zweiten,  darauf  einen  dritten  etc.,  so  musa  ich,  um 
dieselbe  Bewegung  hervorzubringen,  eine  immer  grössere 
Blraft  anwenden.  Ich  werde  in .  j^dem  Falle  das  Gefilhl  einer 
Anstrengung  haben,  die  ich  zu  machen  genötbigt  bin;  aber 
ich  darf  daraus  nicht  schliessen,  dass  die  Materie  dieser  An- 
strengung irgend  einen  Widerstand  entgegensetze,  und  dass 
in  den  Körpern  irgend  eine  Trägheitskraft  liege.  Wenn 
man  sich  so  ausdrückt,  so  verwechselt  man  die  Empfindung 
der  angewendeten  Anstrengung  mit  der  Empfindung  eines 
Widerstandes,  der  hier  in  Wirklichkeit  nicht  existirt. 

Wenn  der  Körper  eine  Reibuiig  gegen  die  Fläche  er- 
fährt, so  setzt  sich  der  horizontalen  Bewegung  wirklich  ein 
Widerstand  entgegen,  und  wir  können  den  Körper  auf  der 
Ebene  nicht  von  der  Stelle  bewegen,  ohne  eine  Kraft  anzu- 
wenden, die  diesen  Widerstand  übertriift.  Ebenso  leistet  der 
Körper,  wenn  ich  ihn  in  die  Höhe  heben  will,  gegen  diese 
Bewegung  Widerstand,  den  ich  durch  eine  an  Grösse  über- 
legene Kraft  überwinden  muss.  In  beiden  Fällen  erhalten 
wir  überhaupt  keine  Bewegung,  wenn  wir  nicht  eine  Kraft 
anwenden,  die  grösser  ist,  im  ersten  Falle  wie  die  Adhäsion 
des  Körpers  an  der  Ebene,  im  letzteren  wie  das  Gewicht  des 
Körpers.  —  Wenn  wir  dagegen  von  der  Schwere  und  der 
Reibung  absehen,  so  setzt  auch  die  kleinste  Kraft  den  Körper 
in  Bewegung,  wie  gross  seine  Masse  auch  sein  mag;  und 
wenn  wir  nun  wahrnehmen,  dass  wir  bei  einem  Körper  eine 
grössere  Kraft  anwenden  müssen,  um  ihm  dieselbe  Bewegung 
als  einem  anderen  zu  ertheilen,  so  schliessen  wir  daraus, 
dass  jener  aus  einer  grösseren  Quantität  Materie  besteht,  als 
der  zweite;  und  wenn  wir  mit  Genauigkeit  die  Grössen  der 
gemachten  Anstrengungen  vergleichen  könnten,  so  würden 
wir  finden,  dass  ihr  Verhältniss  dasselbe  ist,  wie  das  der 
Massen  der  beiden  Körper.  Auf  eine  ähnliche  Betrachtung 
gründet  sich  die  Messung  der  Massen  durch  die  Grösse  der 
Kräfte,  welche  sie  in  Bewegung  setzen,  und  umgekehrt  die 
Messung  der  Kräfte  mit  Rücksicht  auf  die  Massen  iind  Ge- 
schwindigkeiten, wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

§  12  L     Zwei  materielle  Punkte^  welche .  Körpern  von 
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beliebiger  Natur  angehören,  haben  gleiche  oder  ungleiche 
Massen,  je  nachdem  Kräfte,  die  als  gleich  vorausgesetzt 
werden,  ihnen  in  ein  und  derselben  Zeit  dieselben  oder  ver- 
schiedene Geschwindigkeiten  ertheilen.  Nehmen  wir  an  — 
um  einen  concreten  Fall  vor  Augen  zu  haben  —  die  Kräfte, 
die  auf  die  beiden  Punkte  wirken,  seien  vertical  gerichtet 
und  es  finde,  wenn  man  die  materiellen  Punkte  auf  die 
Schalen  einer  Wage  legt,  Gleichgewicht  statt.  Die  Kräfte 
müssen  dann  einander  gleich  sein;  denkt  man  sich  nun  die 
Punkte  plötzlich  ganz  frei  werdend,  so  dass  sie  von  den 
Kräften  in  Bewegung  gesetzt  werden,  so  werden  ihre  Massen 
gliBich  oder  ungleich  sein,  je  nachdem  sie  im  ersten  Augen- 
blicke gleiche  oder  ungleiche  unendlich  kleine  Geschwindig- 
keiten annehmen. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  Masse  verschiedener  mate- 
rieller Punkte  als  gleich  erkannt,  so  kann  man  durch  Ver- 
einigung derselben  andere  materielle  Punkte  bilden,  deren 
Massen  zu  einander  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  stehen. 
Bezeichnet  man  zum  Beispiel  mit  (t  .  die  Masse  jedes  der 
gleichen  Punkte,  mit  m  und  m'  die  Massen  zweier  anderer 
aus  n  und  n'  jener  ersteren  gebildete  Punkte,  so  verhalten 
sich  m  und  m'  zu  einander  wie  diese  Zahlen  n  und  n',  und 
es  ist 

m  =  nji,       m'  =  n'|i. 

Seien  nun  u,  v,  v'  unendlich  kleine  Geschwindigkeiten, 
i  und  i'  ganze  Zahlen  und 

V  =  iu,       v'  =  i'u ; 

wenn  dann  zwei  Kräfte  f  und  f  den  Massen  m  und  m'  die 
Geschwindigkeiten  v  und  v'  in  derselben  Zeit  ertheilen,  so 
behaupte  ich,  dass 

f  :  f  =  mv  :  m'v' 

ißt.  Um  dies  einzusehen,  betrachte  man  f  als  die  Summe 
von  n  gleichen  Kräften,  welche  jedem  der  n  gleichen  Punkte, 
aus  denen  m  besteht,  dieselbe  Geschwindigkeit  v  ertheilen, 
60  dass,  wenn  man  eine  dieser  gleichen  Kräfte  mit  k  be- 
zeichnet, man 
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f  =  nk 

hat.  Sei  ferner  h  die  Kraft,  welche  jedem  dieser  Punkte  die 
Geschwindigkeit  u  mittheilen  würde  in  derselben  Zeit,  in  der 
die  Kraft  k  ihm  die  Geschwindigkeit  v  gibt.  Da  diese  Kräfte 
auf  denselben  materiellen  Punkt  wirken,  so  verhalten  sie  sich 
zu  einander  wie  die  Geschwindigkeiten  u  und  v  (§  116); 
und,  da  v  =  iu  ist,  folgt  daraus 

k  =  ih. 
Ebenso  ist 

f  =  n'k'   und  k'  =  ih', 

wenn  man  f  als  Summe  von  n'  Kräften  k'  ansieht,  welche 
im  Stande  sind  jedem  der  gleichen  Punkte,  aus  denen  sich 
m'  zusammensetzt,  die  Geschwindigkeit  v'  zu  ertheilen,  und 
mit  h'  die  Kraft  bezeichnet,  welche  jedem  dieser  Punkte  in 
immer  derselben  Zeit  die  Geschwindigkeit  u  ertheilen  würde. 
Da  nun  h  und  h'  Kräfte  sind,  welche  in  derselben  Zeit  zwei 
an  Masse  gleichen  Punkten,  nämlich  zwei  Punkten,  deren 
gemeinsame  Masse  wir  durch  {i  bezeichnet  haben,  ein  und 
dieselbe  Geschwindigkeit  u  ertheilen,  so  folgt  aus  dem  Vor- 
hergehenden 

h'  =  h. 
Nach  den  vorhergehenden  Gleichungen  hat  man  alsdann: 

f  =  inh  und  f  =  i  n'h, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  m,  m',  v  und  v'  folgt 
daraus  die  Proportion,  deren  Richtigkeit  wir  zeigen  wollten. 

§  122.  Nachdem  wir  dies  vorausgeschickt  haben,  be- 
trachten wir  nun  einen  Körper  von  beliebiger  Grösse  und 
Gestalt,  dessen  sämmtliche  Punkte  parallele  grade  Linien  be- 
schreiben mit  einer  gemeinsamen  Geschwindigkeit,  die  sich 
übrigens  mit  der  Zeit  ändern  kann.  Wir  theilen  diesen 
Körper  in  eine  unendliche  Anzahl  massengleicher  materieller 
Punkte,  wie  wir  sie  soeben  definirt  haben.  Man  kann  die 
Bewegung  aller  dieser  Punkte  Kräften  zuschreiben,  welche 
für   die  ganze  Ausdehnung  des  Körpers  gleich  und  parallel 
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sind.  Ihre  Resultante  für  einen  beliebigen  Theil  dieses 
Körpers,  wird  ihrer  Summe  gleich  sein  und  den  Schwerpunkt 
dieses  Theiles  zum  Angriffspunkt  haben.  Die  Kräfte,  welche 
zwei  solchen  beliebigen  Theilen  entsprechen,  werden  sich 
daher  verhalten,  wie  die  Massen  dieser  Theile;  nennt  man 
daher  f  die  Oesammtkraft,  welche  auf  den  beweglichen  Körper 
wirkt,  m  seine  Masse  und  f  die  Kraft  welche  dem  als  Einheit 
der  Masse  angenommenen  Theil  entspricht,  so  hat  man 

f  =  my. 

Die  Kraft  f  wird  proportional  dem  Zuwachse  der  Gteschwindig- 
keit  der  Punkte  des  bewegten  Körpers  während  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  sein;  und  wenn  man  v  diese  Geschwin- 
digkeit am  Ende  der  Zeit  t  nennt,  so  ist  das  Maass  jener 
Kraft  nach  §  118: 

dv 


Daraus  folgt: 


^  =  dt 


als  Ausdruck  der  Kraft  bei  einer  beliebigen  Bewegung  mit 
Berücksichtigung  der  Masse  des  bewegten  Körpers,  voraus- 
gesetzt, dass  alle  seine  Punkte  mit  derselben  Geschwindigkeit 
begabt  sind. 

Diese  Kraft  f,  welche  die  Resultante  oder  die  Summe 
aller  unendlich  kleinen  auf  die  einzelnen  Punkte  des  Körpers 
wirkenden  Kräfte  ist,  heisst  die  bewegende  Kraft;  der 
Factor  f  ihres  Werthes  m^  heisst  die  beschleunigende 
Kraft  und  ist  nichts  anderes  als  die  bewegende  Kraft  für 
die  Masseneinheit. 

Die  bewegende  Kraft  verwandelt  sich  in  einen  Druck, 
wenn  die  Masse,  auf  welche  sie  wirkt,  sich  gegen  eine  feste 
zur  Richtung  der  Kraft  senkrechte  Fläche  lehnt.  Ein  Druck 
und  eine  bewegende  Kraft  unterscheiden  sich  also  nur  da- 
durch von  einander,  dass  die  unendlich  kleinen  Geschwindig- 
keiten, welche  ein  Druck  hervorzubringen  strebt,  unaufhörlich 
durch  den  Widerstand  der  festen  Fläche  aufgehoben  werden, 
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während  diejenigen,  welche  in  jedem  Momente  durch  die.  be- 
wegende Kraft  wirklich  hervorgebracht  werden,  sich  in  dem 
beweglichen  Körper  summiren  und  nach  einer  endlichen  Zeit 
eine  endliche  Geschwindigkeit  ergeben.  Zwei  Drucke  ver- 
halten sich  zu  einander  wie  die  Massen,  multiplicirt  mit  den 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  welche  sie  ihnen  in  dem- 
selben Augenblicke  zu  ertheilen  bestrebt  sind,  und  welche  sie 
ihnen  wirklich  ertheilen  würden,  wenn  diese  Massen  frei 
wären. 

§  123.  Wenn  die  allen  Punkten  eines  beweglichen 
Körpers  gemeinsame  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleu- 
nigte ist,  und  man  g  den  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  nennt, 
welcher  in  der  Zeiteinheit  stattfindet,  so  hat  man 

y  =  g  und  f  =  mg. 

Für  eine  andere  constante  Kraft  f ,  die  auf  eine  Masse  m' 
wirkt  und  eine  Geschwindigkeit  g'  in  der  Zeiteinheit  hervor- 
bringt, hat  man  ebenso 

f  =  m'g . 

Die  Beobachtung  hat  nun  gelehrt,  dass  zwei  schwere 
Körper,  welches  auch  die  stoffliche  Verschiedenheit  sein  mag, 
in  derselben  Zeit  dieselbe  Geschwindigkeit  annehmen,  wenn 
sie  im  leeren  Räume  fallen.  Im  Falle  der  Schwerkraft  hat 
man  also 

und  folglich  verhalten  sich  die  Gewichte  f  und  f  zweier  be- 
liebiger Körper  zu  einander,  wie  die  Massen  m  und  m',  wie 
wir  es  im  §  60  bereits  angegeben  haben.  Die  durch  die  täg- 
liche Erfahrung  bestätigte  Thatsache,  dass  zwei  heterogene 
Körper  bei  verschiedenen  Volumen  gleiches  Gewicht  haben, 
genügt  nicht  um  zu  entscheiden,  ob  ihre  Massen  gleich  oder 
ungleich  sind;  man  muss  überdies  noch  wissen,  dass  die 
Schwerkraft  ihnen  dieselbe  Bewegung  ertheilt,  um  aus  der 
Gleichheit  der  Gewichte  die  Gleichheit  der  Massen  schliessen 
zu  können. 

Das   Gewicht   eines   schweren   Körpers,    der   im    iQßren 
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Raunie  fällt,  ist  seine  bewegende  Kraft,  und  die  Schwerkraft 
ist  seine  beschleunigende  Kraft.  Zur  Abkürzung  nennt  man 
oft  Schwerkraft  die  Geschwindigkeit  g,  die  eigentlich  nur 
das  Maass  dieser  Kraft  ist. 

§  ]  24.  Wenn  gegebene  Kräfte  auf  die  Oberfläche  oder 
auf  andere  Theile  eines  festen  Körpers  wirken,  und  wenn 
dadurch  allen  seinen  Punkten  gleiche  und  parallele  Geschwin- 
digkeiten ertheilt  werden,  so  müssen  diese  Kräfte  eine  ein^ 
zige  Resultante  haben,  welche  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  mit  der  bewegenden  Kraft  zusammenfällt,  die  wir 
soeben  definirt  haben,  und  aus  der  man  die  beschleunigende 
Kraft  erhält,  indem  man  sie  durch  die  ganze  Masse  des  be- 
wegten Körpers  dividirt. 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  ein  schwerer  Körper  falle 
in  der  Luft,  im  Wasser  oder  in  irgend  einer  anderen  Flüssig- 
keit, und  seine  Gestalt  und  Dichtigkeit  seien,  wenn  der 
Körper  nicht  homogen  ist,  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine 
verticale  Axe.  Es  ist  klar,  dass  dann  alle  Punkte  des 
Körpers  verticale  grade  Linien  beschreiben  müssen,  wozu,  da 
eö'  sich  um  einen  festen  Körper  bandelt,  erforderlich  ist,  dass 
sie  in  jedem  Augenblicke  alle  dieselbe  Geschwindigkeit  haben. 
Der  Widerstand  des-  Mittels,  welcher  auf  die  Oberfläche  des 
Körpers  wirkt,  reducirt  sich  also  auf  eine  Kraft  in  Richtung 
der  Axe  des  Körpers.  Bezeichnen  wir  seine  Grösse  zu  einer 
beliebigen  Zeit  mit  R,  den  entsprechenden  Theil  der  be- 
schleunigenden E[raft  mit  ^,  und  die  Masse  des  Körpers  mit 
m,  so  ist 

m 

Da  diese  Kraft,  während  der  Körper  fällt,  der  Schwerkraft 
entgegengesetzt  wirkt,  so  ist  die  ganze  beschleunigende  Kraft 
g  —  ^.  Würde  der  Körper  vertical  aufwärts  geschleudert, 
so  würden  die  beiden  Kräfte  in  demselben  Sinne  wirken,  und 
der  Gesammtwerth  der  beschleunigenden  Kraft  wäre  negativ 
und  gleich  —  (g  +  ^)» 

Die  Theorie  des  Widerstands  der  Flüssigkeiten  ist  noch 
zu  wenig  ausgebildet,   um   den  Werth   von  R   a  priori  be- 
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stintinen  zu  können;  derselbe  hängt  ab  von  der  Geschwindig- 
keit des  Körpers,  von  seiner  Gestalt  und  von  der  Dichtig- 
keit und  der  Natur  der  Flüssigkeit.  Gewöhnlich  betrachtet 
man  ihn  als  proportional  der  Dichtigkeit  p  der  Flüssigkeit 
und  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  v,    so  dass  man  hat 

R  =  apy^, 

wo  o  einen  Coefficienten  bedeutet,  der  nur  noch  von  der 
Gestalt  und  den  Dimensionen  des  Körpers,  und  von  der  Natur 
und  Temperatur  der  Flüssigkeit  abhängt. 

Im  Falle  einer  Kugel  nimmt  nian  a  als  proportional  der 
Oberfläche,  oder  dem  Quadrate  des  Durchmessers  an.  Be- 
zeichnet man  daher  mit  r  den  Radius  und  mit  D  die  Dich- 
tigkeit der  Kugel,  so  ist  ihre  Masse 


und  daraus  folgt: 


m  =  y  Dr», 


^        Dr 


wo  T  einen  Zahlen-Coefficienten  bezeichnet,  der  für  alle 
Kugeln  derselbe  ist,  und  dessen  Werth  empirisch  für  jede 
Flüssigkeit  bestimmt  werden  muss.  Da  ^  und  g  gleichartige 
Grössen  sind,  so  muss,  wenn  man  mit  k  eine  gegebene  Ge- 
schwindigkeit bezeichnet, 

Dr  ^  k» 
TP         g 

sein,  damit  der  Ausdruck  für  ^  die  Form 

,1  =  ^^ 
*        k^ 

annimmt,  was  nach  dem  Prinzip  von  der  Homogenität  der 
Grössen  (§  28)  erforderlich  ist. 

§  125.  Wenn  ein  und  dieselbe  constante  Kraft  suc- 
cessive  auf  verschiedene  Massen  wirkt,  so  bringt  sie  gleich- 
förmig beschleunigte  Bewegungen  hervor,  in  welchen  die 
beschleunigende  Kraft   oder  der  constante  Zuwachs  der  Ge- 
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schwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  umgekehrt  proportional  der 
Masse  ist. 

Ist  zum  Beispiel  f  das  Gewicht  mg  einer  Masse  m  und 
befestigt  man  diese  Masse  an  dem  einen  Ende  eines  Fadens, 
dessen  anderes  Ende  an  einer  auf  einer  horizontalen  Ebene 
gelegenen  Masse  m'  befestigt  ist,  so  ist  es  klar,  dass  diese 
beiden  Massen  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  an- 
nehmen werden,  die  von  der  bewegenden  Kraft  f  herrührt, 
wenn  man  von  der  Reibung  und  dem  Gewichte  des  verticaleh 
Theiles  des  Fadens  absieht.  Bezeichnet  man  daher  mit  g'  die 
beschleunigende  Kraft  dieser  Bewegung,  so  hat  man 

f 
m  +  in 
wofür  wir  schreiben: 

g'  =  g  cos  a, 

indem  wir  mit  a  einen  Winkel  bezeichnen,  der  der  Gleichung 
genügt : 

m 


cos  a  = 


m  +  in 

Mithin  ist  die  Bewegung,  um  die  es  sich  handelt,  dieselbe 
wie  die  eines  schweren  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene, 
welche  mit  der  Verticalen  den  Winkel  a  bildet.     (§  117.) 

Da  alle  Körper  beweglich  sind  und  Geschwindigkeiten 
im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Massen  annehmen,  wenn 
sie  gleich  lange  der  Wirkung  ein  und  derselben  Kraft  unter- 
worfen werden,  so  folgt  daraus,  dass  es  keine  absolut 
fest  stehenden  Körper  gibt;  diejenigen  welche  man  so 
nennt,  sind  Körper,  welche  sehr  grosse  Massen  haben  im 
Vergleich  mit  denjenigen,  von  denen  die  bewegenden  Kräfte 
herrühren,  die  auf  sie  wirken :  es  können  daher  diese  Kräfte 
nur  sehr  kleine  Geschwindigkeiten  hervorbringen.  Auf  der 
Erdoberfläche  bilden  die  Körper,  die  fest  mit  derselben  ver- 
bunden sind,  mit  der  Erdkugel  eine  einzige  Masse;  setzen 
wir  diese  Masse  für  m'  in  dem  vorhergehenden  Beispiele,  so 
sieht  man,  dass  die  Geschwindigkeit  g',  die  ihr  in  der  Zeit- 
einheit von  dem  Gewichte  mg  einer  Masse  m  von  gewöhn- 
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lieber  Grösse  mitgetheilt  wird,  als  ganz  iirid  gar  uninerklieh 
angesehen  werden  kann. 

§  126,  Man  bezeichnet  gewöhnlich  als  Bewegungs- 
moment eines  Körpers  das  Product  seiner  Masse  in  seine 
Geschwindigkeit.  Ich  will  mich  dem  Sprachgebrauche  an- 
schliessen,  obgleich  es  correcter  wäre,  von  einem  Geschwin- 
digkeitsmomente zu  sprechen,  da  es  die  Geschwindigkeit  ist, 
die  den  bewegten  Körpern  innewohnt,  während  die  Bewegung 
nur  eine  secundäre  Wirkung  davon  ist. 

Es  gibt  keine  Kraft,  welche  momentan  eine  Bewegung 
von  endlicher  Grösse  hervorbrächte.  Der  Stoss  eines  in  Be- 
wegung begriffenen  festen  Körpers  gegen  einen  ruhenden 
Körper  ertheilt  diesem  in  einer  sehr  kurzen  aber  nicht  un- 
endlich kleinen  Zeit  eine,  manchmal  sehr  grosse,  Geschwindig- 
keit ;  und  während  dieses  Zeitabschnittes  verändern  die  beiden 
Körper  ihre  Gestalt  nicht  merklich.  So  hart  dieselben  aber 
auch  sein  mögen,  sie  drücken  sich  immer,  wenn  auch  noch  so 
wenig,  zusammen;  die  Geschwindigkeit  geht  von  dem  einen 
auf  den  anderen  in  unendlich  kleinen  Abstufungen  über;  und 
wenn  man  von  der  Elasticität  der  beiden  Körper  absieht,  so 
hört  ihre  gegenseitige  Einwirkung  erst  auf,  sobald  ihre  Ge- 
schwindigkeiten gleich  geworden  sind.  Dieise  plötzliche  Mit- 
theilung der  Geschwindigkeit,,  ohne  merkliche  Gestaltsände- 
rung der  Massen,  nennt  man  einen  Stoss;  derselbe  ist  eine 
bewegende  Kraft,  die  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  mit 
einer  sehr  grossen  Intensität  wirkt. 

Betrachtet  man  so  den  Stoss  als  die  Summe  der  un- 
endlich kleinen  Wirkungen  einer  bewegenden  Kraft,  so  muss 
man  denselben  auch  in  zwei  andere  Stösse  nach  gegebenen 
Richtungen,  nach  der  Regel  vom  Parallelogramm  der  Kräfte, 
zerlegen  können,  ebenso  wie  jede  einzelne  der  aufeinander 
folgenden  Einwirkungen.  Wenn  man  zum  Beispiel  auf  den 
Rücken  eines  Keiles  einen  senkrechten  Stoss  ausführt,  den 
wir  mit  P  bezeichnen  wollen,  so  lässt  sich  dieser  in  zwei 
andere  Stösse  zerlegen,  die  zu  den  beiden  Seiten  senkrecht 
sind;  und  wenn  man  die  beiden  Componenten  mit  Q  und  Q' 
bezeichnet,  mit  K  und  K'  die  Längen  der  Seiten,   denen  sie 
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entsprechen,  und  mit  H  die  Breite  dea  Rückens,  so  ist  nach 
der  angeführten  Zerlegungsregel: 

Q  :  P  =  K  :  H, 
Q':P  =  K':S, 


woraus  folgt: 


Nimmt  man  also  an,  dass  dieser  Stoss  P  von  einer  Massei  m 
herrührt,  die  den  Rücken  des  Keiles  mit  einer  Geschwindig- 
keit a  trifft,  so  erleiden  seine  beiden  Flächen,  oder  vielmehr 
die  fesen  Hindemisse,  gegen  welche  sie  sich,  anlehnen,  einen 
Stoss,  als  wenn  sie  von  derselben  Ma^se  m  senkrecht  ge- 
troffen worden  wären  mit  Geschwindigkeiten 

Ka       ^  K'a 

IT  ^^^   H-' 

die  also  den  Längen  der  Seitenflächen  proportional  sind. 

§  127«  Wenn  ein  ruhender  fester  Körper  zugleich  von 
entgegengesetzten  Seiten  von  zwei  anderen  K(^*pem  getroffen 
wird,  deren  Massen  m  und  m',  und  deren  Geschwindigkeiten 
V  und  v'  sind;  wenn  femer  diese  drei  Körper  in  Beziehung 
auf  eine  gemeinsame  Axe  ihrer  Gestalt  und  Dichtigkeit  nach 
symmetrisch  sind  und  alle  Punkte  der  beiden  letzten  sich 
parallel  zu  dieser  Axe  bewegen,  so  halten  sich  ihre  Stösse 
auf  den  mittleren  Körper  das  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Be- 
wegungsmomente mv  und  mV  gleich  sind;  das  heisst  diese 
Quantitäten  von  Bewegung  gehen  in  einer  sehr  kurzen  Zeit 
auf  den  dazwischen  liegenden  Körper  über,  und  heben  sich 
darin  auf,  ohne  dass  dieser  Körper  merklich  seine  Lage  ändert. 

Ebenso  findet  Gleichgewicht  statt,  wenn  man  den 
zwischenliegenden  Körper  weglässt,  und  w^enn  die  Mittheilung 
der  Geschwindigkeit  unmittelbar  zwischen  den  beiden  andem 
Körpern  stattfindet.  So  werden  zwei  feste  Körper,  die  ein- 
ander entgegen  kommen,  in  Ruhe  versetzt,  wenn  sie  sich 
treffen,  und  wenn  ihre  Massen  sich  umgekehrt  wie  ihre  Ge- 
schwindigkeiten v^halten;  und  umgekehrt  sind  die  Producte 
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der  Massen  und  Geschwindigkeiten  gleich,  wenn  nach  dem 
Zusammenstosse  zweier  fester  Körper  Gleichgewicht  eintritt. 
Wir  setzen  hierbei,  wie  schon  gesagt,  voraus,  dass  die  beiden 
Körper  um  ein  und  dieselbe  Grade  symmetrisch  gelagert  sind, 
und  dass  die  Geschwindigkeiten  aller  ihrer  Punkte  parallel 
zu  dieser  Graden  sind,  welche  durch  die  Schwerpunkte  dieser 
Massen  geht.  Diu  Gleichgewichtsbedingung  bei  dem  Anprall 
dieser  Massen  ist  daher  *  die  Gleichheit  ihrer  Bewegungs- 
momente oder  die  Gleichung: 

mv  =  m'v', 

wo  m  und  ni'  ihre  Massen  und  v  und  v'  ihre  Geschwindig- 
keiten bedeuten.  Wir  werden  später  die  Bewegungen  be- 
trachten, welche  nach  dem  Zusammenstosse  stattfinden,  wenn 
diese  Bedingungen  in  Beziehung  auf  die  Grösse  und  Richtung 
der  Geschwindigkeiten,  und  auf  die  Gestalt  der  bewegten 
Körper  nicht  erfüllt  sind,  oder  wenn  man  auf  ihre  Elastici- 
tät  Rücksicht  nimmt. 

Aus  diesem  Gleichgewichtsgesetze  beim  Anprall  geht 
hervor,  dass  der  Schlag  das  directeste  Mittel  abgeben  würde, 
um  die  Massen  der  Körper  zu  messen.  Man  brauchte  nur 
allen  Punkten  eines  Körpers,  dessen  Masse  als  Einheit  ange- 
nommen wird,  eine  bekannte  Geschwindigkeit  a  zu  ertheilen; 
wenn  man  dann  genau  die  Geschwindigkeit  v  bestimmen 
könnte,  welche  allen  Punkten  eines  anderen  Körpers  inne- 
wohnen müsste,  damit  derselbe  dem  ersten  Gleichgewicht 
halte,  wenn  er  ihn  im  entgegengesetzten  Sinne  seiner  Bewe- 
gung träfe,  so  würde  die  Masse  dieses  zweiten  Körpers  gleich 

a 

~  sein;    indessen  ist  es  kaum  nöthig  zu   sagen,   dass  dieses 

Mittel  in  der  Praxis  nicht  verwendbar  ist,  und  dass  man 
immer  auf  das  Gewicht  der  Körper  zurückkommen  muss,  um 
ihre  Masse  zu  bestimmen. 

Es  folgt  auch  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  zwei  Stösse, 
die  auf  einen  festen  Körper  ausgeübt  werden,  als  äquivalent 
angesehen  werden  müssen,  wenn  sie  gleiche  Bewegungs- 
momente haben:  so  dass  in  dem  Beispiele  des  vorigen 
Paragraphen  der  Rücken  und  die  beiden  Flächen  des  Keiles 
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dieselbe  Einwirkung  erfahren,  oder  mit  derselben  Kraft  ge- 
troffen werden,  wenn  die  Masse  m  und  die  Geschwindigkeit 
a  durch  eine  Masse  m'  und  eine  Geschwindigkeit  a'  ersetzt 
werden,  die  der  Gleichung 

ma  =  m'a' 
genügen. 

§  128«  Wenn  zwei  Stösse  von  Körpern,  deren  Geschwin- 
digkeiten im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Massen  stehen, 
zugleich  auf  die  beiden  Schalen  einer  Wage  ausgeübt  werden, 
so  findet  Gleichgewicht  statt.  Die  Wage  bildet  hier  den  dritten 
Körper,  den  wir  im  vorigen  Paragraphen  betrachtet  haben. 
Dieser  Fall  wird  zum  Beispiel  eintreten,  wenn  wir  zwei  schwere 
Körper  mit  den  Massen  m  und  m'  haben,  welche  in  demselben 
Momente  auf  die  beiden  Wagschalen  fallen,  nachdem  sie  solche 
Geschwindigkeiten  v  und  v'  angenommen  haben,  dass 

mv  =  m'v' 

ist. 

Wenn  sich  die  Masse  m  auf  der  einen  der  beiden  Schalen 
in  Ruhe  befindet,  so  übt  ihr  Gewicht  darauf  einen  Druck  aus, 
der  im  Allgemeinen  durch  den  Stoss  der  anderen  Masse  über- 
wunden werden  wird;  aber  es  ist  durchaus  nicht  richtig  zu 
sagen  —  wie  es  gewöhnlich  geschieht  —  dass  dies  immer 
der  Fall  sein  müsste,  wie  gross  auch  der  Druck,  und  wie 
klein  der  Stoss  sein  möge. 

In  der  That  kann  man  den  Stoss  von  m'  durch  eine  be- 
wegende Kraft  ersetzen,  die  auf  eine  der  beiden  Schalen 
wirkt,  ohne  sie  merklich  aus  ihrer  Lage  zu  bringen,  während 
einer  sehr  kurzen  Zeit,  die  ich  mit  t  bezeichnen  will.  Be- 
zeichnen wir  mit  m  udt  das  unendlich  kleine  Bewegungsmoment, 
welches  diese  veränderliche  Kraft  in  dem  Augenblicke  dt  er- 

r 

theilen  kann,   so  wird  das  Product  m'  J  udt  das  Bewegungs- 

o 

moment  sein,  welches  sie  der  Wage  während  der  Zeit  x  mit- 
theilt. In  derselben  Zeit  bringt  das  Gewicht  von  m  ein  Be- 
wegungsmoment hervor,  das  durch  mgt  ausgedrückt  wird, 
wenn  man  mit  g  die  Schwerkraft  bezeichnet.     Damit  Gleich- 
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gewicht  in  dem  Systeme  stattfindet,  muss  daher  das  Integral 

T 

Judt  die  ganze  Geschwindigkeit  v'  sein,    die   der  Masse  m' 

0 

innewohnt,  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Anprall  beginnt,  so 
dass  ihr  keine  Geschwindigkeit  verbleibt,  wenn  der  Stoss 
vollendet  ist;  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wird  es 

genügen,    wenn    die  Bewegungsmomente   mgt  u^d  m'/udt, 

o 

welche  der  Wage,  während  der  Dauer  des  Stosses  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  ertheilt  sind,  unter  sich  gleich  sind. 
Die  Bedingung  dieses  Gleichgewichtes  spricht  sich  demnach 
in  der  Gleichung  aus: 

m'v'  =  mgT, 

und  je  nachdem,  im  entgegengesetzten  Falle  m'v'  >  mgt, 
oder  m'v'  <  mgt  ist,  wird  der  Stoss  über  den  Druck,  oder 
der  Druck  über  den  Stoss  das  üebergewicht  haben.  Obgleich 
die  Zeit  t  sehr  klein  ist,  so  ist  der  letzte  Fall  durchaus 
nicht  unmöglich,  wenn  man  die  Masse  m  hinlänglich  gross 
gegen  m'  annimmt;  wenn  es  unmöglich  sein  sollte,  so  müsste 
die  Dauer  des  Stosses  unendlich  klein  sein,  was  in  der  Natur 
nicht  der  Fall  ist. 

Die  Dynamik  ist  eine  beständige  Anwendung  der  Prin- 
cipien,  die  wir  in  diesem  Capitel  auseinandergesetzt  haben, 
und  mit  denen  wir  uns  genau  vertraut  machen  müssen,  ehe 
wir  versuchen,  die  verschiedenen  Probleme  hinsichtlich  der 
Bewegung  der  Körper  zu  lösen. 


"•O^tUfft***^ 


Cap.  U. 

Beispiele  einer  geradlinigen  Bewegung. 

§   129.     Nach   §   119   sind  die  Gleichungen  der  grad- 
linigen Bewegung  eines  materiellen  Punktes  folgende: 

dx 
^  =  dt' 


?  =  ITi' 


d^x 
dt^ 


von  denen  die  letzte  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  und 
in  denen  x  die  Entfernung  des  bewegten  Punktes  von  einem 
festen  Punkte  der  von  ihm  beschriebenen  Linie  zur  Zeit  t, 
V  seine  Geschwindigkeit,  und  f  die  auf  ihn  wirkende  Kraft 
bedeutet;  f  ist  eine  positive  oder  negative  Grösse,  je  nach- 
dem diese  Kraft  in  demselben  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  der  Geschwindigkeit  v  wirkt.  Diese  Gleichungen  gelten 
nicht  nur  für  einen  einzelnen  materiellen  Punkt,  sondern  auch 
für  einen  festen  Körper  von  beliebiger  Grösse,  dessen  sämmt- 
liche  Punkte  parallele  gerad3  Linien  durchlaufen  und  somit 
eine  gemeinsame  Bewegung  haben:  f  ist  alsdann  die  be- 
schleunigende Kraft  und  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  der 
bewegenden  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse  des  bewegten 
Körpers. 

Der  Werth  von  y  soll  in  jedem  Probleme  gegeben  sein, 
und  es  handelt  sich  darum,  daraus  durch  Integration  die 
Werthe  von  v  und  x  als  Functionen  von  t  herzuleiten.  Die- 
selben enthalten  zwei  willkürliche  Gonstanten,  deren  Werthe 
sich  aus  den  Anfangswerthen  von  x  und  v  bestimmen  lassen, 

Pfaonstiel,  Poiason's  Lehrbuch  der  Mechanik.  |3 
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welciie  in  jedem  einzelnen  Falle  gegeben  sein  müssen.  In 
Zukunft  werden  wir  immer  annehmen,  dass  man  die  Zeit 
t  vom  Anfang  der  Bewegung  an  zählt,  so  dass  die  gegebenen 
Werthe  von  x  und  v  der  Zeit  t  =  0  entsprechen. 

Die  Integration  wird  im  Allgemeinen  nur  dann  in  end- 
licher Form  möglich  sein,  wenn  <p  —  wie  wir  in  den  folgen- 
den Beispielen  annehmen  wollen  —  nur  von  einer  der  Grössen 
t,  V,  X,  abhängig  ist.  Enthält  der  gegebene  Ausdruck  von  f 
diese  Grössen  alle  drei,  oder  auch  nur  zwei  davon,  so  lassen 
sich  X  und  v  nur  durch  unendliche  Reihen  ausdrücken. 

§  130.  Sei  zuerst  die  Kraft  <p  constant.  Sei  zum 
Beispiel  die  verticale  Bewegung  eines  Körpers  zu  untersuchen, 
der  im  leeren  Räume  unter  dem  Einflüsse  der  Schwer- 
kraft fällt. 

Bezeichnen  wir  diese  Kraft  mit  g,  so  ist 

d^_ 

dt«  ~  ^' 
woraus  folgt: 

V  =  gt, 

X  =  I  gt«, 

und  mithin: 

V*  =  2gx, 

wenn  man  noch  voraussetzt,  dass  x  vom  Ausgangspunkte  der 
Bewegung  gezählt  wird,  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  des 
bewegten  Punktes  gleich  0  ist,  so  dass  man  x  =  0  und 
V  =  0  hat  zur  Zeit  t  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Geschwindigkeit,  die  ein  Körper 
erlangt,  wepn  er  eine  Höhe  h  durchfallt,  so  ist 

a  =  /2^; 

und  nennen  wir  die  Zeit,  die  der  Körper  gebraucht  hat,  um 
die  Höhe  h  zu  durchfallen,  6,  so  ist 


6  =  1  =  1/2^, 

eye 
und  h  =  ige»=^. 
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Wird  der  Körper  vertical  aufwärts  geworfen,  so  ist  die 
Gleichung  seiner  Bewegung  im  leeren  Räume 

d^__ 
dt»  ~      *' 

wo  g  dieselbe  constante  Geschwindigkeit  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  bedeutet,  weil  nach  einer  früheren  Ausein- 
andersetzung die  Wirkung  der  Schwerkraft,  auf  bewegte 
Körper  unabhängig  ist  sowohl  von  dem  Sinne  der  Bewegung, 
als  auch  von  der  Grösse  ihrer  Bewegung.  Bezeichnen  wir 
die  Anfangsgeschwindigkeit  mit  a,  so  erhalten  wir 

V  =  a  —  gt, 

X  =  at  —  2  gt* 

fQr  die  Geschwindigkeit  und  den  durchlaufenen  Raum  zu  einer 
beliebigen  Zeit  t.  Offenbar  wird  sich  der  Körper  so  lange 
aufwärts  bewegen,  bis  seine  Geschwindigkeit  gleich  0  ge- 
worden ist.  Bezeichnet  man  daher  die  Zeit  bis  zu  diesem 
Momente  mit  6'  und  die  dann  erreichte  Höhe  mit  h',  so  er- 
gibt sich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

6=  -, 

g 

und  darauf  aus  der  zweiten: 

a» 


2g 

Diese  Werthe  stimmen  aber  mit  denen  fUr  6  und  h  im  vorigen 
Falle  überein,  und  daraus  folgt,  dass  ein  schwerer  Körper, 
der  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  a  vertical  aufwärts  ge- 
worfen wird,  im  leeren  Räume  bis  zu  derselben  Höhe  steigt, 
von  der  er  herabfallen  müsste,  um  die  Geschwindigkeit  a  zu 
erlangen,  und  dass  er  zu  diesem  Aufsteigen  dieselbe  Zeit 
braucht,  wie  zum  Herabfallen. 

Man  nennt  gewöhnlich  h  die  der  Anfangsgeschwindigkeit 
a  entsprechende  Höhe,  und  umgekehrt  a  die  der  Fallhöhe 
h  entsprechende  Geschwindigkeit. 

§  131«    Bewegt   sich   der  Körper   auf  einer   schiefen 

13» 
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Ebene,  so  brauchen  wir,  um  seiue  Bewegungsgleichungen  zu 
bilden  —  mag  er  sich  aufwärts  oder  abwärts  bewegen  — 
in  den  obigen  Gleichungen  nur  g  cos  a  an  Stelle  von  g  zu 
setzen,  wenn  wir,  wie  im  §  117,  mit  a  das  Complement  des 
Neigungswinkels  der  schiefen  Ebene  gegen  die  Horizontalebene 
bezeichnen.     Für  den  herabfallenden  Körper  hat  man   daher 

V  =  gt  cos  a, 

X  =  2  gt*  cos  a, 

« 

V*  =  2gX  cos  OL. 

Sei  I  die  Länge  der  schiefen  Ebene  und  h  ihre  Höhe,  so  ist 

h  =  I  cos  a ; 

sei  ferner  k  die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  erlangt  hat, 
wenn  er  die  ganze  Länge  (  durchlaufen  hat,  so  ist 

k*  =  2gl  cos  OL  =  2gh 

und  daraus  geht  hervor,  dass  diese  Geschwindigkeit  dieselbe 
ist,  als  wenn  der  Körper  die  Höhe  h  im  leeren  Räume  ver- 
tical  durchfallen  hätte. 

Stelle  ABC  (Fig.  34)  die  Peripherie  eines  vertical  stehen- 
den Kreises  vor;  AB  sei  sein  verticaler  Durchmesser:  wir 
wollen  nach  den  vorigen  Gleichungen  die  Zeit  berechnen,  die 
ein  materieller  Punkt  braucht,  um  die  Sehne  AC  von  dem 
oberen  Ende  des  genannten  Durchmessers  aus  zu  durchlaufen. 
Fällen  wir  vom  Punkte  C  eine  Senkrechte  CD  auf  AB,  so  ist 

AC  =  I, 
AD  =  h 

und,  wenn  man  mit  6  die  fragliche  Zeit  bezeichnet,  hat  man: 

ge«h 

"2r' 

woraus  folgt: 


I  =  o^  g®^  cos  a  = 


Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Sjreifilehre 

I*  =  hb, 
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wo  b  die  Länge  des  Durchmessers  AB  bedeutet,  und  daher: 


e 


-/!■ 


Diese  Zeit  ist  aber  dieselbe  wie  diejenige,  welche  der 
Punkt  brauchen  würde,  um  eine  Höhe  b  vertical  zu  durch- 
fallen, und  wir  sind  somit  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass 
die  Sehne  AG  in  derselben  Zeit,  wie  der  verticale  Durch- 
messer AB  durchlaufen  wird. 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  wir  die  Bewe- 
gung auf  der  Sehne  OB,  die  im  tiefsten  Punkte  des  Kreises 
endigt,  untersuchen:  auch  diese  wird  in  derselben  Zeit,  wie 
der  verticale  Durchmesser  durchlaufen. 

Da  die  Zeit  6  von  der  Länge  der  Sehne  unabhängig  ist, 
so  gilt  dieser  Satz  auch  noch  in  dem  Falle,  wo  die  Sehne 
unendlich  klein  ist;  dieses  Resultat  erklärt  sich  daraus,  dass 
alsdann  die  Componente  der  Schwerkraft  in  Richtung  des  zu 
durchlaufenden  Weges  gleichfalls  unendlich  klein  ist. 

§  1 33.  Betrachten  wir  nun  die  Bewegung  eines  festen, 
schweren  Körpers,  der  in  einem  widerstehenden  Mittel  fällt 
oder  vertical  aufwärts  geworfen  wird,  und  dessen  sämmtliche 
Punkte  verticale  Linien  beschreiben.  Damit  die  beschleu- 
nigende Kraft  nur  von  der  Geschwindigkeit  abhänge,  setzen 
wir  voraus,  dass  das  Mittel  überall  dieselbe  Dichtigkeit 
besitze. 

Im  ersten  Falle  haben  wir: 

T  -  g  -  ^' 

wenn  wir  den  Widerstand  des  Mittels  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  setzen  (§  124)  und  mit  k  eine 
constante  und  gegebene  Geschwindigkeit  bezeichnen.  Da  hier 
9  eine  Function  von  v  ist,  so  machen  wir  von  der  zweiten 
Gleichung  (1)  Gebrauch  und  finden  daraus: 

_     k'dv     _  k  /    dv  dv    \ 

^^^  ""  k«  -  v^  ~  2  Ik  +  V  "^  k  -  vj* 

Integriren  wir  und  setzen  v  =  0  für  t  =  0«  nehmen  also  an, 
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dass  der  Körper  keine  Anfangsgeschwindigkeit  gehabt  habe, 
80  kommt: 

.        1  ,  -      k  +  V 

und  hieraus  folgt: 

k  —  V  _  k 

k  + V  ~  ® 

also: 

e    +ö 

Hier  ist  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  und 
das  Zeichen  log  bedeutet  den  natürlichen  Logarithmus.  Diese 
Bezeichnung  soll  in  der  Folge  stets  beibehalten  werden,  was 
jedoch  nicht  hindert,  dass  der  Buchstabe  e  gelegentlich  auch 
angewendet  wird,  um  andere  Grössen  zu  bezeichnen,  wenn 
ein  Lrthum  dadurch  nicht  entstehen  kann.  Diese  Grösse  hat 
den  Näherungswerth : 

e  =  2,7182818 , 

und  der  constante  Modulus,  mit  dem  der  natürliche  Loga- 
rithmus einer  beliebigen  Zahl  multiplicirt  werden  muss,  um 
den  gewöhnlichen  Logarithmus  dieser  Zahl  zu  finden,  ist: 

0,4842946 

Da  dx  B  vdt  ist,  so  erhält  man  durch  Litegration ; 

wenn  man  wieder  annimmt,  dass  x  =  0  sei  zur  Zeit  t  =  0. 
Es  ist  aber  auch 

,  k*vdv 
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und  mithin  erhält  man: 

k'  k* 

als  Ausdruck  fQr  x  als  Function  von  v. 

§  133*  Diese  Gleichungen  enthalten  die  vollständige 
Lösung  des  Problems.  Es  folgt  daraus,  dass  mit  fortwährend 
wachsender  Zeit  die  Bewegung  sich  mehr  und  mehr  einer 
gleichförmigen  nähert,  und  dass  dieselbe  so  gut  wie  gleich- 
förmig wird,  wenn  die  Geschwindigkeit  gt,  welche  von  der 
Schwerkraft  herrührt,  im  Vergleich  mit  k  sehr  gross  gewor- 
den ist.     Vernachlässigt  man  nämlich  dann  die  Exponential- 

grosse  e        ,  die  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,    so  hat  man: 

v  =  k, 

?  =  0, 

k^ 
X  — kt—  -log  2. 

g 

Da  der  Widerstand  des  Mittels  eine  Kraft  ist,  die  auf 
die  Oberfläche  des  bewegten  Körpers  wirkt,  so  ist  die  be- 
wegende Kraft  die  sich  daraus  ergibt,  von  der  Masse  unab- 
hängig und  ist  dieselbe,  einerlei  ob  der  sich  bewegende 
Körper  aus  einem  sehr  dichten  Stoffe  besteht,  oder  ob  er  im 
Innern  ganz  hohl  ist.  Die  beschleunigende  Kraft  ergibt  sich 
nun  aus  der  bewegenden  Kraft,  indem  man  die  letztere  durch 
die  Masse  des  Körpers  dividirt;  daraus  folgt,  dass  die  be- 
schleunigende Kraft  dieser  Masse  umgekehrt  proportional  ist, 
und  hieraus  wieder,  dass  k  der  Quadratwurzel  daraus  direct 
proportional  ist.  Deswegen  ist  die  schliessliche  Bewegung  in 
einem  widerstehenden  Mittel  eine  um  so  schnellere,  je  grösser 
die  Dichtigkeit  des  schweren  Körpers  ist,  vorausgesetzt,  dass 
die  Gestalt  und  die  Grösse  der  Oberfläche  dieselben  bleiben. 

Wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels  sehr  gering  ist  gegen 
die  des  bewegten  Körpers,  so  ist  die  Grösse  k  sehr  gross; 
in  diesem  Falle  nähert  sich  die  Bewegung  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  einer  gleichförmigen.    So  lange  die  Geschwindig- 
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keit  gt  nicht  sehr  gross  ist,  hat  man  dann 

2(e    -e        )  =  _  +  -^+... 
gt        __gt 

gt  gt 

logä(e    +e       )  =  2p-i2k~*+'*' 
und  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  gehen  über  in: 

v-«t-0+... 

Dieselben  reduciren  sich  auf  diejenigen  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels 
vollständig  gleich  Null  ist,  wodurch  die  Grösse  k  unend- 
lich wird. 

§   134.     Wenn  der  Körper  vertical  aufwärts  geworfen 
wird,  so  hat  man 

Wenn  seine  obere  Endfläche  dieselbe  ist,  wie  die  untere,  so 
wird  auch  dieConstante  k  dieselbe  sein,  wie  bei  dem  fallen- 
den Körper;  wenn  dagegen  diese  beiden  Oberflächentheile 
verschiedene  sind,  so  werden  es  auch  die  Werthe  von  k  sein ; 
und  wenn  es  sich  zum  Beispiel  um  einen  Kegel  handelt, 
dessen  Grundfläche  horizontal  ist,  so  wird  die  Grösse  k  beim 
Aufsteigen  viel  grösser  oder  viel  kleiner  sein  als  beim  Herab- 
fallen, je  nachdem  die  Spitze  über  oder  unter  der  Grund- 
fläche liegt.  Um  einen  bestimmten  Fall  in's  Auge  zu  fassen, 
wollen  wir  annehmen,  dass  der  sich  bewegende  Körper  eine 
homogene  Kugel  sei;  bezeichnen  wir  ihren  Radius  mit  r,  ihre 
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Dichtigkeit  mit  D  und  diejenige  des  Mittels  mit  p,    so   ist 
nach  §  124 

TP 

wo  T  eine  Constante  ist,  die  nur  noch  von  der  Natur  und  der 
Temperatur  des  flüssigen  oder  gasförmigen  Mittels  abhängt. 
Setzen  wir  nun  den  Werth  von  y  in  die  zweite  Gleichung 
(1)  ein,  so  erhalten  wir 

kdv      gdt 

und   hieraus    durch   Integration,    wenn    wir   die   Anfangsge- 
schwindigkeit des  Körpers  mit  a  bezeichnen: 

arc  tg  ^  =  arc  tg  ^  —  Y' 

Der  Werth  von  v,  der  sich  hieraus  ergibt,    lässt  sich  leicht 
auf  die  Form  bringen: 


V  = 


k  I  a  cos  ^  —  k  sin  ^j 

.    gt   ,    ,  gt 

a  sm  -   +  k  cos  ?- 

k  k 


Multipliciren  wir  denselben  mit  dt,   integriren  nochmals  und 
setzen  x  =  Oflirt  =  0,  so  kommt: 


Es  ist  auch 


=  |*l0g(|8mf  +  C08f) 


j  k*vdv 

gdx  =  — 


k«  + V» 
und  mithin 

k>        k»  -f-  a» 

Setzt  man  r  =  «  und  lässt  darauf  a  =  0  werden,  um 
diese  Formeln  auf  den  leeren  Raum  anzuwenden,  so  nehmen 
sie  die  Form  -    an;    und    mit  Hülfe   des  gewöhnlichen  Ver- 
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fahrens  ergibt  sich  daraus: 

V  =  a  —  gt, 

X  =  at  —  2^  gtl 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  durch  Reihenentwickelung, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  erhalten  können. 

§  135.  Sei  h  die  grösste  Höhe,  bis  zu  welcher  der 
geworfene  Körper  aufsteigt,  und  welche  der  Geschwindigkeit 
V  =  0  entspricht;  es  ist  dann 

und  wenn  wir  die  Zeit,    die  der  Körper  braucht,    um  diese 
Höhe  zu  erreichen,  mit  6^  bezeichnen,  so  ist 

Öl  =  g  arc  tg  ^' 

Ist  der  Körper  in  jener  Höhe  angelangt,  so  fällt  er 
zurück  und  seine  Bewegung  ist  von  da  an  durch  die  Gleich- 
ungen des  §  132  gegeben.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindig- 
keit, die  er  nach  dem  Durchfallen  der  ganzen  Höhe  h  ange- 
nommen hat,  mit  a',  so  ist  nach  Gleichung  (4) 

.         k»  k»       . 

'^  =  2i^^«kS-=r^«' 

setzt  man  diesen  Werth  von  h   dem   vorhergehenden  gleich, 
so  kommt: 

k«  k»  +  a^ 


k»  -  a  «  ~       k 


2 


und  mithin: 


fn a  K 


woraus  folgt  a'  <  a,  d.  h :  die  Geschwindigkeit  des  Körpers, 
mit  der  er  in  seinem  Ausgangspunkte  wieder  anlangt,  ist 
kleiner  als  seine  Anfangsgeschwindigkeit. 

Sei  femer  0'  die  Dauer  desFallens,  also  die  Zeit,  welche 
der  Geschwindigkeit  v  =  a'  entspricht.    Es  ist  dann 
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6'  =  A  log  ^^. 
2g     ®  k  —  a 

oder,  wenn  man  fflr  a'  seinen  Werth  setzt: 


6'  =  A  ,0g  l£+£±^, 

2g     ^v'a'  +  k'-a 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Fallzeit  von  der  des  Aufsteigens 
verschieden   ist.     Multipliciren   wir  Zähler   und  Nenner  des 

letzten  Bruches  mit  |/  a*  +  k*  —  a,  so  erhalten  wir  einfacher 

6'  =  5  log 


g        /a«  +  k»  — a' 

und  nennen  wir  6   die  Gesammtdauer   des  Aufsteigens   und 
des  Niederfallens  des  geworfenen  EOrpers,  so  ist 

^  =  arc  tg  j^  +  log -^^,^==--. 

Wenn  der  bewegte  Körper  eine  Kugel  ist,  die  aus  einer 
Kanone  vertical  aufwärts  geschossen  wird,  so  kann  man  trotz 
der  Geschwindigkeit  der  Bewegung,  die  Zeit  6  ziemlich  genau 
messen;  und  kennt  man  ausserdem  die  Anfangsgeschwindig- 
keit a  des  Oeschosses,  so  kann  uns  die  vorige  Gleichung 
dazu  dienen,  die  Grösse  von  k  in  Beziehung  auf  eine  Kugel 
vom  Radius  r  zu  bestimmen.  Ist  k'  der  Werth  von  k  in 
Beziehung  auf  eine  andere  Kugel  desselben  Stoffes  und  vom 
Radius  r,  so  ist  nach  dem  Ausdrucke  für  k'  im  vorigen 
Paragraphen: 


'■  -  '/-■• 


§  136.  Wenn  man  von  der  Schwere  absieht  und  an- 
nimmt, der  Widerstand  des  Mittels  sei  einer  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit proportional,  deren  Exponent  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist,  so  fQhrt  uns  die  Lösung  des  Problems  auf  eine  bemerkens- 
werthe  Eigenthümlichkeit  der  entsprechenden  Bewegung. 

Sei  zum  Beispiel 
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f 


=  -  2g  /l 


WO  g  und  k  die  anziehende  Kraft,  und  eine  constante  und 
gegebene  Geschwindigkeit  bedeuten.  Die  Gleichung  der  Be- 
wegung ist  dann: 


dv 
dt 


-  -  2g  /i. 


Bildet  man  hieraus  gdt,  integrirt  und  bezeichnet  die  Anfangs- 
geschwindigkeit mit  a,  so  erhält  man: 

gt  =  /k  (l/ä  -  t  v), 
und  mithin: 


i^'-^)' 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dt,  integrirt   nochmals 
und  setzt  x  =  0  für  t  =  0,  so  findet  sich : 


als  Werth  des  zurückgelegten  Weges  in  einem  beliebigen 
Momente  t. 

Der  Ausdruck  Tür  v  lehrt,  dass  sich  die  Geschwindigkeit 
vom  Anfange   der  Bewegung   an   verlangsamt   bis   zu    dem 

Momente  t  =  - —  ;  in  diesem  Augenblicke  ist  die  Geschwin- 
digkeit gleich  0 ;  von  da  an  setzt  sich  die  Bewegung  in  dem- 
selben Sinne,  wie  zuvor,  fort,  und  die  Geschwindigkeit  wächst 
unbegrenzt.  Da  jedoch  die  Geschwindigkeit  und  mit  ihr  die 
beschleunigende  Kraft  ^  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
gleich  0  ist,  so  muss  der  bewegte  Körper  in  diesem  Momente 
stille  stehen  und  in  Ruhe  bleiben.  Dieser  Widerspruch  löst 
sich  aber,  wenn  man  beachtet  dass  die  Bewegungsgleichung 
eine  singulare  Lösung  v  =  0  hat,  so  dass  die  vollständige 
Lösung  sich  aus  ihrem  Integrale  und  dieser  Gleichung  v  =  0 
zusammensetzt;    daraus    folgt,    dass    das    Problem    für    die 
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Werthe  von  t  =  0  bis  t  = durch  das  Integral  der  Be- 

g 

wegungsgleichung  gelöst  wird,  von  diesem  Werthe  von  t  an 
aber  durch  die  singulare  Lösung:  während  des  ersten  Zeit- 
abschnittes  legt   der   bewegte  Körper  in   einer   fortwährend 

a  1/  ak. 
verzögerten  Bewegung  eine  Strecke  — ^ —    zurück,    in    deren 

Endpunkte  er  zur  Ruhe  kommt. 

Dieses  vollständig  hypothetische  Beispiel  genügt,  um  die 
Nothwendigkeit  zu  erweisen,  auch  auf  die  singulären  Lösungen 
.der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sein  Augenmerk  zu 
richten,  wenn  solche  existiren ;  indessen  kommt  dieser  Fall  in 
Wirklichkeit  nicht  vor,  wie  sich  aus  den  Ausdrücken  für  die 
Kräfte,  die  in  der  Natur  auftreten,  als  Functionen  der  Ge- 
schwindigkeit und  des  durchlaufenen  Raumes  ergibt. 

§  137«  Gehen  wir  nun  zu  Beispielen  'der  Bewegung 
über,  bei  denen  die  beschleunigende  Kraft  sich  mit  dem  durch- 
laufenen Wege  ändert. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  ein  materieller  Punkt 
von  einem  festen  in  seiner  Bewegungsrichtung  gelegenen 
Centrum  proportional  seiner  Entfernung  von  diesem  ange- 
zogen wird.  Zur  Zeit  t  sei  diese  Entfernung  z;  ist  dann 
ferner  die  beschleunigende  Kraft  für  eine  gegebene  Entfer- 
nung a  gleich  der  Gi  avitationsconstanten  g,  so  ist  die  be- 
schleunigende Kraft  f  zu  einer  beliebigen  Zeit: 

fß  =  — 
^         a 

Wenn  x  die  Länge  des  durchlaufenen  Weges  in  demselben 
Augenblicke  bedeutet,  und  der  bewegte  Körper  sich  ur- 
sprünglich in  der  Entfernung  c  vom  Attractionscentrum  be- 
fand und  sich  darauf  nach  diesem  hin  bewegte,  so  ist 


X 

c 

^, 

V 

il— 

dz 
dt' 

und  die  dritte  der  Gleichungen  (1)  wird: 
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dh  _         g 

Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


z  =  A  cos 


('  /f)  +  B  -  («  1/1) 


WO  A  und  B   die  beiden  willkürlichen  Constanten  bedeuten. 

War    die   Anfangsgeschwindigkeit    des    materiellen   Punktes 

gleich   0,    so   hat    man    für   t  =  0    gleichzeitig    z  =  c   und 

dz 

---  =  0  zu  setzen,  woraus  sich  ergibt: 

dt 

A  =  c, 
B  =  0 

und  folglich 

•  Z  =  CC08(t|/|). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Entfernung  z  gleich  0 
wird,  oder  dass  der  bewegte  Punkt  das  Attractionscentrum 
erreicht,  nach  Verlauf  einer  Zeit,  welche  von  dem  ursprüng- 
lichen Abstände  c  unabhängig  und  gleich  -^  ^  t/  —ist;' hier- 
auf führt  er  nach  beiden  Seiten  des  Gentrums  Schwingungen 
von  der  constanten  Amplitude  c  und  der  constanten  Schwin- 
gungsdauer ö^  ^  1/  —  aus. 


'^']/i 


§  138«  Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Bewe- 
gung eines  schweren  Körpers  im  leeren  Räume.  Wir  nehmen 
an,  dass  derselbe  von  einer  so  grossen  Höhe  herabfalle,  dass 
man  die  Aenderung  der  Schwerkraft  während  des  Falles 
berücksichtigen  muss. 

Sei  BAE  (Fig.  35)  ein  grösster  Kreis  der  Erde,  D  der 
Ausgangspunkt  des  beweglichen  Körpers  in  dieser  Ebene,  M 
seine  Lage  zur  Zeit  t  auf  der  Graden  DG,  welche  im  Mittel- 
punkte C  der  Erde  endet  und  die  Erdoberfläche  in  A^'trifft. 
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Bezeichnen  wir  den  Erdradius  CA  mit  r,  die  Höhe  AD.  mit  h, 
den  von  dem  fallenden  Körper  zur  Zeit  t  zurückgelegten  Weg 
DM  mit  X,  und  seine  Entfernung  CM  vom  Erdmittelpunkte 
mit  z,  so  ist 

z  =  r  -|-  h  —  X. 

Die  beschleunigende  Kraft  f  ist  die  Schwerkraft  im  Punkte  M ; 
bezeichnen  wir  diese  an  der  Erdoberfläche  (im  Punkte  A)  mit 
g  und  setzen  voraus,  dass  dieselbe  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung vom  Erdmittelpunkte  imigekehrt  proportional  ist,  so 
haben  wir 


y  :  g  =  r*  :  z*, 


mithin 


gr« 


7>  =  ^' 


und  unsre  dritte  Oleichung  (1)  wird  in  diesem  Falle: 

d*x gr' 

dt^  ~  (r  +  h  —  x)«* 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  2dx,  integriren  und 

dx 
bestunmen  die  Integrationsconstante  so,  dass  -3-   =  0    wird 

dt 

für  t  =  0,  so  erhalten  wir : 

VdtJ  ^   Vr  +  h  —  X       r  +  h/ 

Diese  Gleichung  lehrt  uns  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
in  dem  beliebigen  Abstände  x  von  seinem  Ausgangspunkte 
kennen.    Im  Punkte  A,  also  für  x  =  h,  ist  dieselbe : 


V'2gh 


1/^- 


+  h' 


sie  ist  also  geringer,  als  sie  sein  würde,  wenn  die  Schwerkraft 
in  der  ganzen  Höhe  h  dieselbe  Intensität  hätte,  wie  an  der 
Erdoberfläche. 

Die  vorhergehende  Gleichung  liefert: 


/ 


M'  dt  =  üA^^Jliä 

r  +  h  /(r4-h)x  — X»' 
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Vergleichen  wir  diese  Differentialgleickung  mit  der  Gleichung 
(a)  des  §  73!  Construirt  man  eine  Halb-Cycloide  DOC,  deren 
Erzeugungskreis  den  Durchmesser  OD  =  r  -f  h  hat,  deren 
Scheitel  D  ist,  und  deren  Anfangspunkt  0  auf  der  zu  CD 
senkrechten  Linie  CO  liegt;  zieht  darauf  durch  M  senkrecht 
zu  DC  die  Linie  MN,  welche  die  Cycloide  im  Punkte  N  trifft, 
so  ist 


MN  =  t  ^  ' 


^  2gr« 


4/    e»^_. 

|/     r  +  h' 


es  liefert  uns  also  die  Ordinate  MN  des  Punktes  N  die  Zeit 
t,  die  erforderlich  ist,  um  die  Abscisse  DM  zu  durchlaufen, 
und  umgekehrt.  In  endlicher  Form  erhält  man,  wenn  man 
integrirt  und  beachtet,  dass  für  t  =  0  x  =  0  ist: 


r  +  h~2x 
r  +  h 


ty',rfli  =  V(r  +  h)x---x^  +  ](r  +  h)arccos 

Wenn  die  Höhe  h  und  folglich  auch  die  Strecke  x  sehr 
klein  sind  im  Verhältniss  zu  r,  so  darf  sich  diese  Formel  nur 
sehr  wenig  von  derjenigen  unterscheiden,  welche  einer  con- 
stanten  Schwerkraft  entspricht.     Wirklich  hat  man 

r  +  h  —  2x  .21  (r  -f  h)  x  -  x^ 

arc  cos r  v       =  a^c  sm  — —r^-r  -     -   » 

r  +  h  r  +  h 

da  der  Sinus  sehr  klein  ist,  so  darf  man  denselben  fUr  den 
Bogen  setzen;  dadurch  wird  zunächst  das  zweite  Glied  auf 
der  rechten  Seite  der  vorhergehenden  Formel  dem  ersten 
gleich.    Femer  darf  man  den  Radius  r  an  Stelle  von  r  +  h  —  x 

setzen,  wodurch  sich  die  Summe  auf  2  {'  rx  reducirt ;  hier- 
durch wird  die  Gleichung,  um  die  es  sich  handelt: 


/ 


^^'^     -21/rx 


=  2|/ 


oder,  wenn  man  noch  h  gegen  r  vernachlässigt: 


1 
2 


X  =  o  gt^ 


Ich  begnüge  mich  damit,  den  Fall,  dass  der  einer  varia- 
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belen  Schwerkraft  unterworfene  Körper  aufwärts  geworfen 
wird,  als  Uebungsbeispiel  anzuführen,  und  werde  als  letztes 
Beispiel  der  geradlinigen  Bewegung  die  Bewegung  eines 
Punktes  betrachten,  der  von  zwei  auf  der  von  ihm  durch- 
laufenen Geraden  gelegenen  festen  Gentren  angezogen  wird. 

§  139.  Seien  A  und  B  (Fig.  36)  die  beiden  Attrac- 
tionscentren,  M  der  Ort,  an  dem  sich  der  bewegliche  Körper 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  befindet,  D  seine  Anfangslage.  Wir 
setzen  fest,  dass  die  Bewegung  zwischen  den  beiden  Attrac- 
tionscentren  vor  sich  geht  und  von  A  nach  B  gerichtet 
ist.     Sei 

DM  =  X,      AM  =  z,      AD  =  a,      BM  =  c  —  z, 

also  X  die  durchlaufene  Strecke,  z  die  Entfernung  des  Körpers 
vom  Punkte  A,  a  die  ursprüngliche  Entfernung  von  A,  und  c 
die  Länge  der  Linie  AB.  Vorausgesetzt,  dass  die  Attraction 
dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist, 
und  dass  für  die  Einheit  der  Entfernung  die  Intensitäten  der 
anziehenden  Kräfte  die  von  A  und  6  ausgehen,  gleich  a^ 
resp.  b'  sind,  so  haben  wir  als  Ausdruck  der  Kräfte,  die  auf 
den  Körper  im  Punkte  M  wirken: 

a«       ,        b* 


^  und 


za  —  (c  _  zy 

Die  beschleunigende  Kraft  'f  wird  dann  der  Ueberschuss  der 
zweiten  Kraft,  welche  x  zu  vergrössem  strebt,  über  die 
erste,  welche  x  zu  verkleinem  strebt,  sein ;  die  dritte  Oleichung 
(1)  wird  also,  da  dx  =  dz  ist: 

d^  _        b» a»  .  . 

dt«  ~  (c  -  zy        z«'  ^*^ 

dz 
und  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  M  ist  -tt* 

Multiplicirt  man  die  Oleichung  (a)  mit  2dz  und  integrirt, 
so  konunt: 

dz«  2b«      ,    2a«  ^, 

dt-«=^-z  +  T-'^'  ^^ 

wo  Y  die  willkürliche  Constante  ist.     Um   dieselbe    zu    be- 

Pfannstiel,  PoiaMn^s  Lehrbuch  der  Mechanik.  14 
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stimmen,  bezeichnen  wir  mit  k  die  Anfangsgeschwindigkeit, 
welche  z  =  a  entspricht;  dann  wird: 

2b^      ,    2a«       ,j 
c  —  a         a 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein, 
so  verwandelt  sich  dieselbe  in: 

^:=..+...(^^--±,)+2..(i-i),,c, 

eine  Gleichung,  aus  der  sich  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
in  einem  beliebigen  Punkte  zwischen  A  und  B  ergibt. 

§  140.  Es  gibt  auf  der  Graden  AB  einen  Punkt  C, 
in  welchem  die  beiden  anziehenden  Kräfte  einander  gleich 
sind,  dergestalt  dass  ein  dort  ruhender  Körper,  oder  ein 
Körper,  der  dort  ohne  Geschwindigkeit  ankommt,  daselbst  im 
Gleichgewichte  bleiben  muss.  Setzen  wir  die  Strecke  AC  =  h, 
so  muss  diese  Grösse  der  Gleichung 

b»       ^  a« 
(c  -  hy       h« 

genügen.  Es  ergeben  sich  daraus  zwei  Werthe  von  h,  von 
denen  der  eine  dem  Punkte  C  zwischen  A  und  B  entspricht, 
während  der  andere  einen  Punkt  auf  der  Verlängerung  von 
AB  auf  der  Seite  der  kleineren  anziehenden  Kraft  bestimmt 
(in  welchem  natürlich  kein  Gleichgewicht  stattfindet,  da  die 
beiden  gleichen  Kräfte  nach  derselben  Seite  wirken).  Der 
erste  der  beiden  Werthe  ist: 

,  ac 

h  = 


a  +  b 

Bezeichnen  wir  die  kleinste  Anfangsgeschwindigkeit,  die 
man  dem  Körper  geben  muss,  damit  er  den  Punkt  G  er- 
reicht —  in  welchem  er  dann  mit  der  Geschwindigkeit  0  an- 
langt —  mit  f,  so  ist  gleichzeitig: 

k=:f,       z  =  h,       ^=0; 
und  aus  der  Gleichung  (c)  und  dem  Werthe  von  h  ergibt  sich: 
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p^     2b'  2a«        2(a+b)« 

c  —  aa  c 

Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  k  kleiner  als  f  ist,  wird 
der  Körper  nach  A  zurückfallen;  ist  sie  grösser  als  f,  so 
überschreitet  er  den  Punkt  G  und  fällt  nach  B  hin.  In  dem 
Falle  k  =  f  würde  der  Körper  eine  unendliche  Zeit  brauchen 
um  den  Punkt  C  zu  erreichen,  weil  er  in  einer  unendlich 
kleinen  Entfernung  von  diesem  Punkte  nur  noch  eine  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeit  besitzt  und  von  einer  unend- 
lich kleinen  Kraft  beeinflusst  wird. 

§  141.  Wenn  A  und  B  die  Mittelpunkte  von  zwei  homo- 
genen, oder  aus  concentrischen  homogenen  Schalen  zusammen- 
gesetzten Kugeln  sind,  so  üben  dieselben  die  Anziehungen 
aus,  welche  wir  betrachtet  haben.  Die  Intensitäten  a'  und 
b^  in  Beziehung  auf  die  Einheit  der  Entfernung,  verhalten 
sich  dann  zu  einander  wie  die  Massen  der  beiden  Kugeln 
(§  101).  Ist  zum  Beispiel  A  das  Centrum  des  Mondes,  und 
B  das  der  Erde,  und  vernachlässigt  man  die  UnvoUkommen- 
heit  der  Kugelgestalt  dieser  beiden  Körper,  so  hat  man 


a«  = 


75 


denn  die  Masse  des  Mondes  ist,  wie  man  aus  seiner  Einwir- 
kung auf  das  Wasser  der  Meere  schliesst,  ^  von  derjenigen 
der  Erde.     Man  erhält  daher 


h  =  -     --7=  =  0,10352  .  c, 

1  -h/75 

so  dass  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Anziehung  der  Erde 
und  des  Mondes  Gleichgewicht  halten,  ungefähr  um  ein 
Zehntel  der  gegenseitigen  Entfernung  der  beiden  Himmels- 
körper vom  Monde  entfernt  liegt. 

Sei  r  der  Radius  der  Erde;  dann  kann  man  die  Entfer- 
nung c  des  Mondes  von  derselben  gleich  60r  setzen;  und 
wenn  der  bewegliche  Punkt  von  der  Oberfläche  des  Mondes 
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3r 
ausgeht,  so  hat  man  zugleich  a  =  j  ,  entsprechend  dem  be- 
kannten Verhältnisse  des  Mondradius  zum  Erdradius.     Ver- 
mittelst  dieser  Werthe   von   r   und   a   und   von   a   wird   die 
Gleichung  (d) 

p  =  0,044894  ^^• 

r 

Bezeichnen  wir  mit  g  die  Attraction  der  Erde  für  einen 
Punkt  ihrer  Oberfläche,  so  ist 

b^  =  gr« 

die  Grösse  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  in  der 
Einheit  der  Entfernung.     Setzen  wir  daher 

0,044894  .  r  =  r', 

so  wird 

f»  =  2gr'. 

Wir  nehmen  nun  für  die  Attraction  g  die  Schwerkraft,  deren 
wesentlichsten  Theil  diese  Attraction  ausmacht;  es  ist  dann 
f  die  der  Fallhöhe  r'  entsprechende  Geschwindigkeit;  und  da 

g  =  9°^  ,80896, 
Tcr  =  20  000  000«> 

ist,  so  ist 

f  =  2368°*. 

Da  der  Mond  keine  Atmosphäre  besitzt,  deren  Wider- 
stand die  Geschwindigkeit  der  von  seiner  Oberfläche  fort- 
geschleuderten Körper  vermindern  könnte,  so  folgt  daraus, 
dass,  wenn  die  Erde  und  der  Mond  in  Ruhe  wären,  und  ein 
Körper  mit  einer  2368°  in  der  Secunde  übersteigenden  Ge- 
schwindigkeit von  der  Oberfläche  des  Mondes  nach  der  Erde 
zu  geworfen  würde,  derselbe  den  Punkt  der  gleichen  An- 
ziehung überschreiten  und  auf  die  Erde  fallen  müsste. 

Bei  der  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  geht  die 
Linie  AB,  welche  die  beiden  Mittelpunkte  verbindet,  stets 
durch  denselben  Punkt  der  Mondoberfläche,  welchen  wir  als 
Ausgangspunkt  des  in  der  Richtung  DB  geworfenen  Körpers 
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ansehen  wollen;  in  jeder  Secunde  aber  durchläuft  der  Punkt 
D  auf  einem  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  beschriebenen  Kreis 
einen  Bogen  von  etwa  1000°*  Länge;  die  absolute  Geschwin- 
digkeit des  bewegten  Körpers  würde  mithin  ihrer  Grösse  und 
Richtung  nach  die  Resultante  einer  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  von  DB  und  einer  gegen  DB  senkrechten  Geschwin- 
digkeit von  1000*"  sein.  Deshalb  bleibt  der  Körper  nicht 
auf  der  beweglichen  Graden  AB,  sondern  beschreibt  eine 
Curve  im  Räume ;  die  vorhergehenden  Gleichungen  lassen  sich 
daher  nicht  mehr  auf  seine  Bewegung  anwenden,  und  er  wird 
nicht  auf  die  Erdoberfläche  fallen,  wie  es  der  Fall  sein  müsste, 
wenn  Erde  und  Mond  sich  in  Ruhe  befänden. 

§   142.     Löst  man  die  Gleichung  (b)  nach  dt  auf,    so 
erhält  man 

,^  t^cz  —  z*  dz 

.       dt  = 


/2a*c  —■(2a*  —  2b*  +  ct)  z  +  tz* 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  immer  vermittelst 
elliptischer  Functionen  ausdrücken,  so  dass  man  mit  Hülfe 
der  Tafeln  dieser  Functionen  die  Zeit,  welche  einer  gegebenen 
Entfernung  z  entspricht,  berechnen  kann,  und  umgekehrt. 
Es  gibt  aber  auch  Fälle  —  abgesehen  von  dem,  dass  eine 
der  anziehenden  Kräfte  gleich  0  ist  —  in  denen  sich  das 
Integral  der  vorhergehenden  Gleichung  in  endlicher  Form 
darstellen  lässt.  Dies  sind  die  Fälle,  in  denen  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  ein  vollständiges  Quadrat  ist ;  dazu 
ist  erforderlich,  dass 

(2a*  —  2b*  +  CT)*  =  8a*cT 
ist,  oder  dass 

V 

Y  =  ^  (a  +  b)* 

c 

ist.  Setzen  wir  diesen  Werth  dem  von  7  im  §  139  gleich, 
so  kommt: 

k»  =    2b^      ,    2a*  _    2  (a  +  b)* 
c  —  a  a  c 
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Der  erste  dieser  beiden  Werthe  von  k*  ist  der  von  f;  der 
andere  ist  offenbar  grösser.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn 
keine  der  beiden  Grössen  a  und  b  gleich  0  ist,  man  die  Zeit 
in  endlicher  Form  als  Function  von  z  ausdrücken  kann,  wenn 
entweder  dem  bewegten  Körper  die  kleinste  Geschwindigkeit 
f  mitgetheilt  worden  ist,  mit  der  er  den  Punkt  G  erreichen 
kann,  oder  auch  wenn  man  ihm  eine  gewisse  andere  Ge- 
schwindigkeit ertheilt  hat,  die  grösser  ist,  als  jene. 

Setzen  wir  die  beiden  Werthe  von  t  in  den  Ausdruck 
für  dt  ein,  so  kommt: 

2  j .       V^cz  —  z*  dz 
c  ac — (a  +  b)z 

eine  Gleichung,  die  man  ohne  Schwierigkeit  National  machen 
und  nach  den  gewöhnlichen  Integrationsregeln  integriren  kann. 
Das  Differential  dt  muss  immer  positiv  sein;  das  Differential 
dz  ist  positiv,  während  sich  der  bewegliche  Körper  von  D 
nach  B  bewegt,  und  negativ,  wenn  er  nach  A  zurückkehrt. 

Im  ersten  Falle  hat  man  also  das  Badical  V^cz  —  z'  mit  dem- 
selben Zeichen  zu  versehen  wie  den  Nenner  ac  —  (a  +  b)  z, 
im  zweiten  mit  dem  entgegengesetzten. 

§  143.  Ist  b  =  0  oder  c  =  oo ,  so  ist  der  Körper  nur 
der  Attraction  des  Centrums  A  unterworfen.  Die  Gleichung 
(c)  reducirt  sich  auf: 

dz> 


dt« 


="-^"(i-i)^      (») 


der  Werth  von  dt,   den  man  daraus  erhält,   ist  in  endlicher 

Form  integrabel  und  lehrt  t  als  Function  von  z  kennen. 

dz 
Lässt  man  —  =  0  werden,  so  erhält  man  die  Gleichung 

—  —  k«=  — 

OL  Z 

zur  Bestimmung  der  Entfernung  z,  in  welcher  der  bewegte 
Körper  zur  Ruhe  kommt.  Ist  2a*  =  k*a,  so  ist  diese  Ent- 
fernung unendlich,   d.  h.  der  Körper  kommt  überhaupt  nicht 
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zur  Ruhe.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  2a'  <C  k'a  ist,  woraus 
sich  ein  negativer  Werth  für  z  ergibt,  der  keinem  Punkte  der 
Graden  DB,  in  deren  Richtung  der  Körper  geworfen  wird, 
entsprechen  kann.  In  diesen  beiden  Fällen  nähert  sich  die 
Bewegung  um  so  mehr  einer  gleichförmigen,  je  weiter  sich 
der  Körper  von  A  entfernt. 

Wenn  die  Entfernung  z  sehr  gross   und   die  Bewegung 
merklich  gleichförmig  geworden  ist,  so  wird  die  Qeschwindig- 

/            2a* 
keit    nach  Gleichung    (e)    nahezu    gleich  |/   k* oder 


/>"  -  ¥ 


gleich  /k>  -  2ga  sein,  wenn  man  annimmt,  dass  a'  =  ga«, 
d.  h.  dass  der  Körper  von  der  Oberfläche  einer  Kugel  mit 
dem  Radius  a  ausgegangen  ist,  an  welcher  die  Attraction 
gleich  g  ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Verringerung  der 
ursprünglichen  Geschwindigkeit  k  um  so  grösser  sein  muss,  je 
grösser  diese  Kraft,  und  je  grösser  dieser  Radius  ist. 


Cap.  IIL 

Ton  der  krummlinigen  Bewegnng. 

i. 

Allgemeine  Bewegrungrsgleichiiiigen. 

§  144.  Bei  der  krummlinigen  Bewegung  nennt  man 
die  Curve,  die  der  bewegte  Körper  beschreibt,  seine  Bahn. 
Sei  nach  Verlauf  einer  beliebigen  Zeit  t  M  (Fig.  37)  die  Lage 
eines  bewegten  materiellen  Punktes.  Bezeichnet  man  mit  s 
den  Bogen  GM  der  Bahn  zwischen  M  und  einem  festen 
Punkte  C,  der  willkürlich  auf  dieser  Curve  angenommen  ist, 
so  ist  s  eine  Function  von  t,  so  dass  für  eine  beliebige 
krummlinige  Bewegung 

s  =  F(t) 

ist.  Bezeichnet  man  für  denselben  Augenblick  mit  x,  y,  z 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  des  bewegten  Punktes, 
so  werden  diese  Yariabelen  auch  Functionen  von  t  sein,  und 
wir  setzen  daher 

X  =  f(t),      y  =  f  (t),       z  =  nt). 

Wenn  die  drei  letzten  Gleichungen  gegeben  sind,  so  kann 
man  daraus  durch  Elimination  von  t  die  beiden  Gleichungen 
der  Bahn  ableiten.  Vermittelst  der  Gleichungen  dieser  Curve 
lässt  sich  alsdann  s  als  Function  einer  der  drei  Coordinaten 
bestinmien,  und  somit  auch  als  Function  von  t;  und  daraus 
ergibt  sich  das  Gesetz  der  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
auf  seiner  Bahn.  Jede  der  drei  vorigen  Gleichungen  stellt 
die    geradlinige   Bewegung    der   Projection   des    materiellen 
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Punktes  auf  eine  der  Goordinatenaxen  dar;  daraus  folgt, 
dass  sich  jede  krummlinige  Bewegung  im  Räume  auf  drei 
gradlinige  Bewegungen  zurückführen  lässt,  nämlich  auf  die 
Bewegungen  der  Projectionen  des  materiellen  Punktes  auf 
die  drei  Goordinatenaxen  Ox,  Oy,  Oz.  Wenn  diese  drei  Be- 
wegungen gleichförmig  sind,  so  ist  auch  die  des  bewegten 
Punktes  gradlinig  und  gleichförmig,  und  umgekehrt. 

§  145«  Während  des  Zeitraumes  dt  beschreibt  der  be- 
wegte Punkt  das  Bahnelement  ds;  vernachlässigt  man  in 
diesem  unendlich  kleinen  Zeitabschnitte  die  Wirkung  der 
Kräfte,  so  kann  man  die  Bewegung  des  Punktes  als  grad- 
linig und  gleichförmig  betrachten.  Bezeichnet  man  daher  mit 
V  die  Geschwindigkeit,  die  er  nach  Verlauf  der  Zeit  t  ange- 
nommen hat,  so  ist 

_  ds 
^        dt' 

Wenn  die  Kräfte  in  dem  betrachteten  Augenblicke  wirklich 
aufhörten  zu  wirken,  so  würde  sich  der  Punkt  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  in  Richtung  der  Verlängerung  MT  des  Ele- 
mentes ds,  d.  h.  in  der  Tangente  der  Bahn,  fortbewegen, 
weil  er  alsdann  wegen  der  Trägheit  der  Materie  weder  die 
Richtung  noch  die  Geschwindigkeit  seiner  Bewegung  zu 
ändern  vermöchte  (§  113).  Man  kann  daher  einen  materiellen 
Punkt,  der  eine  beliebige  krumme  Linie  beschreibt,  in  jedem 
Augenblicke  ansehen  als  begabt  mit  einer  Geschwindigkeit, 
die  die  Richtung  der  Tangente  dieser  Gurve  hat  und  durch 
den  Quotienten  des  Gurvenelementes  durch  das  Zeitelement 
dargestellt  wird. 

Bezeichnen  wir  zur  Zeit  t  mit  p,  q,  r  die  Geschwindig- 
keiten der  Projectionen  des  Punktes  auf  die  drei  Goordinaten- 
axen, so  hat  man  ffir  diese  drei  gradlinigen  Bewegungen: 

dx  dy  dz 

P  =  dt'     ^  =  dt-     '  =  "dT 

Nennen  wir  die  Winkel,  welche  die  Tangente  der  Bahn,  oder 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v,  mit  den  Axen  der  x,  y, 
z  bildet,  a,  ß,  7,  so  ist  nach  §17: 
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dx  r        dy  dz. 

cos  a  =  -r- ,       cos  ß  =  ^,       cos  Y  =  -T-» 
ds  ♦ ds  ds 

woraus  folgt: 

p  =  V  cos  a,       q  =  V  cos  ß,       r  =  v  cos  y,  (1) 

und  zugleich 

v^  =  p»  +  q«  +  r^ 

Da  die  Zeit  fortwährend  wächst,  so  ist  ihr  Differential 
stets  positiv.  Die  Geschwindigkeiten  p,  q  und  r  sind  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Coordinaten  x,  y  und  z  wachsen 
oder  abnehmen.  In  den  Gleichungen  (1)  hat  man  die  Ge- 
schwindigkeit v  als  eine  positive  Grösse  anzusehen ;  der  Sinn 
dieser  Geschwindigkeit,  oder  der  Theil  MT  der  Tangente  der 
Bahn,  nach  welchem  sie  gerichtet  ist,  bestimmt  sich  alsdann 
durch  die  Vorzeichen  von  p,  q  und  r,  welche  angeben,  ob 
die  Winkel    a,    ß    und    7    spitz    oder    stumpf   sind.     In    der 

ds 
Gleichung  v  =  —  dagegen  hat  man  die  Geschwindigkeit  v 

als  positiv  oder  negativ  anzusehen,  je  nachdem  der  Bogen  s 
wächst  oder  abnimmt. 

Man  nennt  Componenten  der  Geschwindigkeit  v 
eines  materiellen  Punktes  die  Geschwindigkeiten  p,  q  und  r 
seiner  drei  Projectionen  auf  drei  rechtwinklige  Axen;  und 
jede  dieser  drei  Componenten  nennt  man  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  in  Richtung  der  betreffenden  Axe.  Vergleicht 
man  die  Gleichungen  (1)  mit  denen  des  §  31,  so  sieht  man, 
dass  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  nach  den- 
selben Regeln  erfolgt,  wie  die  der  Kräfte.  Zieht  man  daher 
durch  den  Punkt  M  eine  beliebige  Grade  MA,  welche  mit 
den  Axen  der  x,  y,  z  spitze  oder  stumpfe  Winkel  a,  b,  c 
bildet,  so  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  v  nach 
dieser  Richtung 

p  cos  a  -|-  q  cos  b  +  r  cos  c. 

Das  Bewegungsmoment  (§  126)  eines  isolirten  materiellen 
Punktes,  und  das  eines  Körpers,  dessen  sämmtliche  Punkte 
mit  gleichen  und  parallelen  Geschwindigkeiten   begabt  sind, 
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lassen  sich  in  andere  Momente  dieser  Art  zerlegen,  und  diese 
lassen  sich  auf  ein  einziges  zurückfuhren  nach  denselben 
Regeln,  wie  die  Geschwindigkeiten,  die  einen  Factor  jener 
Grössen  bilden. 

§  146«  Am  Ende  der  Zeit  t  4-  dt  mögen  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten  des  bewegten  Körpers  in  Richtung  der 
X-,  y-  und  z-Axe  p  +  p',  q  4"  q'  und  r  +  r'  geworden  sein, 
30  dass  p',  q',  r  die  unendlich  kleinen  Zunahmen  der  Ge- 
schwindigkeit in  Richtung  dieser  Axen  während  des  Zeit- 
elementes dt  darstellen.  Die  Zunahme  der  Geschwindigkeit 
in  Richtung  der  Linie  MA  ist  dann 

p'  cos  a.+  q'  cos  b  +  r  cos  c. 

Wie  nun  auch  die  Grössen  p',  q',  r'  beschaffen  sein  mögen, 
immer  kann  man,  wenn  man 

u«  =  p'a  +  q'»  +  r'« 

setzt,  und  u  als  positive  Grösse  betrachtet,  drei  Winkel  a , 
ß'  und  Y  finden,  die  den  Gleichungen 

p'  =  u  cos  a', 
q'  =  u  cos  ß', 
r'  =  u  cos  Y 

genügen,  wodurch  der  Ausdruck  für  den  Zuwachs  der  Ge- 
schwindigkeit in  der  Richtung  MA  übergeht  in: 

u  (cos  a  cos  a  +  cos  b  cos  ß'  +  cos  c  cos  t'). 

Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  der  Cosinus  eines  gewissen 
Winkels,  den  wir  mit  o  bezeichnen  wollen.  Der  Zuwachs, 
um  den  es  sich  handelt,  ist  mithin  gleich 

u  cos  a; 

sein  grösster  Werth  ist  folglich  u,  und  dieser  entspricht 
derjenigen  Richtung  von  MA,  für  welche  die  Winkel  a,  b,  c 
dieselben  sind  wie  a',  ß',  y',  wodurch  der  Coefficient  von  u 
gleich  1  wird.  Für  jede  andere  Richtung  ist  der  Zuwachs 
der  Geschwindigkeit  gleich  dem  Maximum  u,  multiplicirt  mit 
dem  Cosinus  des  Winkels  <3,   welchen  die  beliebige  Richtung 
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mit  der  des  Maximums  bildet;  daraus  geht  hervor,  dass  er 
gleich  Null  ist  für  jede  Richtung,  welche  zu  der  des  Maxi- 
mums senkrecht  ist. 

Welches  also  auch  die  Aenderung  der  Geschwindigkeit 
des  bewegten  Körpers  nach  Grösse  und  Richtung  während 
der  Zeit  dt  sein  möge:  immer  gibt  es  eine  bestimmte  Rich- 
tung, nach  welcher  der  Zuwachs  am  grössten  ist,  und  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  nach  allen  darauf  senkrechten 
Richtungen  die  Geschwindigkeit  sich  weder  vermehrt  noch 
vermindert  hat. 

§  147.  Diese  bestimmte  Richtung  nennen  wir  die 
Richtung  der  Kraft,  welche  auf  den  materiellen,  in  Bewegung 
befindlichen  Punkt  während  des  Zeittheilchens  dt  gewirkt 
hat.  Wenn  wir  also  sagen,  dass  die  Schwere  eines  in  be- 
liebiger Richtung  bewegten  Körpers  eine  verticale  Kraft  ist, 
ganz  wie  die  eines  in  Ruhe  befindlichen  Körpers,  so  wollen 
wir  damit  nur  ausdrücken,  dass  diese  Kraft  nur  die  verticale 
Geschwindigkeit  ändert,  während  sie  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit vollständig  ungeändert  lässt. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  U,  U',  U"  etc.  die  Intensitäten 
der  verschiedenen  auf  den  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  zur  Zeit  t;  mit  a,  b,  c,  a',  b',  c',  a",  b",  c"  u.  s.  w. 
die  Winkel,  welche  ihre  Richtungen  mit  den  Axen  der  x,  y, 
z  bilden  und  mit  X.  Y,  Z  die  Summe  ihrer  Componenten 
nach  diesen  Axen;  dann  ist  zunächst  nach  §  32: 

X  =  U  cos  a  +  U'  cos  a'  +  U"  cos  a"  -f"  •  *  •  • 
T  =  U  cos  b  +  U'  cos  b'  -f  U"  cos  b"  +  •  •  •  • 
Z  =  U  cos  c  -f-  U'  cos  c'  4-  U"  cos  ö"  +  •  •  •  * 

Seien  femer  u,  u',  u"  .  .  .  die  unendlich  kleinen  Geschwin- 
digkeitsänderungen, welche  die  Kräfte  ü.  ü'.  ü"  .  .  .  während 
des  Zeittheilchens  dt  nach  ihren  bezüglichen  Richtungen  her- 
vorbringen würden,  wenn  jede  von  ihnen  allein  auf  den  mit 
der  Geschwindigkeit  v  behafteten  Körpor  wirkte.  Es  ist  nach 
den  Auseinandersetzungen  des  §  116  klar,  dass  die  Gleich- 
zeitigkeit des  Wirkens  dieser  Kräfte  die  Grösse  und  Richtung 
der   wirklich   hervorgebrachten   Geschwindigkeiten   durchaus 
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nicht  beeinflusst;  demnach  werden,  wenn  wir  wieder  mit  p', 
q',  r'  die  unendlich  kleinen  Aenderungen  der  Geschwindig- 
keiten p,  q,  r  der  Projectionen  des  bewegten  Punktes  auf 
die  Goordinatenaxen  bezeichnen,  welche  in  dem  Zeittheilchen 
dt  eintreten,  diese  Grössen  die  Summen  der  Componenten  von 
u,  u',  u"  .  .  .  in  Richtung  dieser  Axen  sein;  d.  h.  es  ist 

p'  =  u  cos  a  +  u'  cos  a'  +  u"  cos  a"  +  •  •  •  • 
q'  =  u  cos  b  -f"  u'  cos  b'  +  u"  cos  b"  +  •  •  •  • 
r'  =  u  cos  c  +  u'  cos  c'  +  u"  cos  c'  -f"  •  •  •  • 

Nach  dem,  was  wir  im  §  118  über  die  Messung  des  Kräfte 
gefunden  haben,  ist  aber 

u  =  Udt,       u'  =  U'dt,       u"  =  U"dt  u.  s.  w. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  vorigen  Gleichungen  ein  und 
berücksichtigen  die  Gleichungen  für  X,  Y,  Z  so  erhalten  wir: 

p'  =  Xdt, 
q'  =  Ydt, 
r'  =  Zdt, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeits- 
componente  in  Richtung  jeder  Axe  während  der  Zeit  dt  die 
Geschwindigkeit  ist,  welche  die  Gesammtcomponente  aller 
gegebenen  Kräfte  in  Richtung  der  betreffenden  Axe  in  diesem 
Zeittheilchen  hervorbringen  würde. 

Dieses  Resultat  beruht  darauf,  dass  die  Kräfte  propor- 
tional den  Geschwindigkeiten  sind,  welche  sie  dem  beweg- 
lichen Körper  in  ein  und  derselben  unendlich  kleinen  Zeit 
ertheilen,  und  dass  diese  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten 
dieselben  sind,  einerlei  ob  die  Kräfte  einzeln  oder  zugleich 
wirken.  Wir  ziehen  daraus  eine  Folgeruug.  Wenn  z.  B. 
drei  Kräfte  U,  U',  U"  auf  einen  materiellen  Punkt  wirken, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  wir  tragen  auf  ihren 
Richtungen  vom  Angriffspunkte  aus  Strecken  von  endlicher 
Grösse  ab,  die  sich  zu  einander  wie  die  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeiten u,  u',  u"  verhalten;  vervollständigen  darauf 
das  Parallelepipedum,  dessen  aneinanderstossende  Seiten  diese 
drei  Strecken  sind:    so  hat  die  Resultante  dieser  Kräfte  die 
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Richtung  der  Diagonale  und  ihre  Urösse  verhält  sich  zu  jeder 
der  Kräfte,    wie  die  Diagonale  zu  der  entsprechenden  Seite. 

§  148.  Wenn  die  Kräfte,  welche  auf  den  bewegten 
Körper  wirken,  von  seiner  Geschwindigkeit  und  seiner  Lage 
im  Räume  unabhängig  sind,  so  sind  die  Bewegungen  seiner 
Projectionen  auf  die  Coordinatenaxen  von  einander  unab- 
hängig; seine  Projection  auf  jede  Axe  befindet  sich  zu  einer 
beliebigen  Zeit  an  derselben  Stelle  und  hat  dieselbe  Geschwin- 
digkeit, als  wenn  die  Kräfte  und  Geschwindigkeiten  parallel 
den  beiden  anderen  Axen  gleich  Null  wären.  Dies  ist  im 
Allgemeinen  nicht  mehr  der  Fall,  wenn  die  gegebenen  Kräfte 
sich  der  Grösse  oder  Richtung  nach  mit  der  Lage  des  Körpers 
oder  mit  seiner  Geschwindigkeit  ändern;  aber  man  kann 
immer  die  Geschwindigkeit  und  Lage  der  Projectionen  in 
jedem  Augenblicke  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Da  alle  Kräfte,  welche  auf  den  materiellen  Punkt  wirken, 
sich  stets  auf  eine  einzige  zurückführen  lassen,  nehmen  wir 
an,  dass  U  diese  einzige  Kraft  sei,  und  dass  dieselbe  dem 
Punkte  in  der  Zeit  dt  die  Geschwindigkeit  u  dt  zu  ertheilen 
vermöge.  Bezeichnen  wir  dann  mit  s  die  Strecke,  welche 
diese  Kraft  während  des  Zeitelementes  dt  den  Punkt  durch- 
laufen lässt,  abgesehen  von  der  zur  Zeit  t  ihm  innewohnenden 
Geschwindigkeit  v,  so  ist  nach  g  114 

e  =  -g  udt. 

Die  Strecken,  welche  von  den  Projectionen  des  bewegten 
Punktes  vermöge  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Wirkung 
der  Kraft  ü  in  der  Zeit  dt  auf  den  Coordinatenaxen  zurück- 
gelegt werden,  sind: 

pdt  +  2  p'dt, 

qdt  +  2  q'dt» 
rdt  -f-  ^  r'dt; 

mithin  erhält  man,  da 

p'  =  u  cos  a,      q'  =  u  cos  b,      r  =  u  cos  c 
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ist,  wenn  man  die  Gleichungen  (1)  und  den  Werth  von  s 
berücksichtigt: 

x'  —  X  =  (ö  cos  a  -|-  8  cos  a, 
y'  —  y  =  ö>  cos  ß  +  6  cos  b, 
z  —  z  =  0)  cos  T  +  s  cos  c, 

wo  (0  die  Strecke  vdt  bedeutet,  die  der  Punkt  im  Zeitelement 
dt  nur  vermöge  seiner  Geschwindigkeit  v  zurücklegt,  x',  y', 
z  seine  Coordinaten  zur  Zeit  t  +  dt,  und  x,  y,  z  die  zur 
Zeit  t  sind. 

Sei  nun  wie  früher  M  (Fig.  37)  der  Punkt  der  Bahn, 
dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  MT  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit V,  und  MA  die  der  Kraft  U.  Schneiden  wir 
auf  MA  und  MT  Strecken  MH  =  s  und  MK  =  «o  ab  und 
vervollständigen  das  Parallelogramm  MHM'K,  so  hat  der  End- 
punkt M'  seiner  Diagonale  nach  den  vorhergehenden  Gleich- 
ungen die  Coordinaten  x\  y',  z  und  ist  mithin  die  Lage  des 
materiellen  Punktes  zur  Zeit  t  -|-  dt. 

Wir  wollen  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes 
im  Punkte  M'  mit  v'  bezeichnen;  ihre  Richtung  ist  die  Ver- 
längerung M'T'  der  Graden  MM'  und  ihre  Grösse  setzt  sich 
aus  der  Componente  von  v  nach  MM'  und  der  Componente 
(nach  derselben  Richtung)  deijenigen  Geschwindigkeit  zu- 
sammen, welche  von  der  Kraft  U  während  des  Augenblickes 
dt  hervorgebracht  worden  ist.  Da  die  Strecke  e  im  Ver- 
gleich mit  (D  unendlich  klein  ist,  so  muss  auch  der  Winkel 
TMM'  unendlich  klein  sein.  Die  fragliche  Componente  von 
V  ist  daher,  mit  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen 
zweiter  Ordnung,  der  Geschwindigkeit  v  selbst  gleich  zu 
setzen.  Bezeichnet  man  femer  mit  §  den  Winkel  AMM', 
welchen  die  Richtung  der  E[raft  U  mit  dem  Elemente  MM' 
der  Bahn  bildet,  so  ist  u  cos  S  die  Componente  des  Ge- 
schwindigkeitszuwachses, der  von  der  Kraft  U  herrührt  und 
es  ergibt  sich 

v'  =  V  +  u  cos  S. 

Wir  setzen  v'  dt  =  a>  und  schneiden  auf  M'T'  eine 
Strecke  M'K'  =  co'    ab.     Sei   femer  M'A'    die  Richtung    der 
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Kraft,  welche  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt,  wenn  er  nach 
M'  gekommen  ist,  und  M'H'  gleich  der  Strecke,  die  er  unter 
alleiniger  Wirkung  dieser  Kraft  in  der  Zeit  dt  durchlaufen 
würde.  Vervollständigen  wir  das  Parallelogramm  M'H'M"K', 
so  ist  der  Endpunkt  M'  der  Diagonale  desselben  ein  dritter 
Punkt  der  Bahn  des  bewegten  Körpers. 

Beginnt  man  diese  Reihe  von  Constructionen  mit  dem 
Ausgangspunkte  des  bewegten  Körpers,  (für  den  man  die 
Geschwindigkeit  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  allerdings 
kennen  muss)  so  kann  man  offenbar  alle  Punkte  seiner  ebenen 
oder  doppelt  gekrümmten  Bahn  successive  bestimmen,  und 
ebenso  die  Geschwindigkeit,  die  er  in  jedem  dieser  Punkte 
hat.  Wenn  die  Zeitabschnitte,  die  wir  als  unendlich  klein 
vorausgesetzt  und  mit  dt  bezeichnet  haben,  nur  sehr  klein 
sind,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Punkten,  welche  die 
Ecken  eines  Polygones  bilden ;  und  dieses  fällt  um  so  genauer 
mit  der  wirklichen  Bahn  zusammen,  je  kleiner  seine  Seiten 
sind.  Betrachtet  man  die  Geschwindigkeit  auf  jeder  einzelnen 
Seite  als  constant  und  nimmt  für  ihre  Grösse  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  Werthen,  welche  man  für  die  beiden  End- 
punkte gefunden  hat,  so  kann  man  die  Zeit  berechnen,  welche 
der  materielle  Punkt  braucht,  um  einen  beliebigen  Theil  des 
Polygons  zu  durchlaufen.  Man  kann  mithin  auf  diese  Weise 
die  Bahn  des  materiellen  Punktes,  sowie  seine  Geschwindig- 
keit und  Lage  zu  einer  bestimmten  Zeit,  mit  einem  beliebigen 
Grade  der  Annäherung  berechnen;  es  ist  aber  vorzuziehen, 
die  Werthe  der  Coordinaten  des  bewegten  Punktes  als  Func- 
tionen der  Zeit  von  Differentialgleichungen  abhängig  zu  machen, 
die  man  dann,  soweit  es  möglich  ist,  integrirt. 

§  149»  Diese  Differentialgleichungen  der  krummlinigen 
Bewegung  sind  eine  unmittelbare  Folge  des  im  g  147  dar- 
gelegten Princips.  In  der  That  wird,  wenn  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  die  Gomponenten   der  Geschwindigkeit  des  bewegten 

Punktes  in  Richtung  der  Coordinatenaxen    j,,  :^,  ^r   siJid, 

dt    dt    dt 

dx       dv        dz 
ihr  Zuwachs  in  dem  Zeittheilchen  dt  sein:  d  -r-,   d  -n-,   d  -rr; 

dt        dt        dt 


:2?ffj     Taßl  RFiffM-^. 
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sein ;  und  da  jede  dieser  Zunahmen  einzig  und  allein  von  der 
entsprechenden  Gomponente  der  Kraft  herrührt,  die  in  diesem 
Augenblicke  auf  den  materiellen  Punkt  wirkt,  so  folgt  — 
wenn  wir  diese  Gomponenten  wieder  mit  X,  Y,  Z  bezeichnen 
—  daraus  unmittelbar 

dx 
d  ^  =  Xdt, 
dt 

'  %  =  ^^*' 

d  ^  =  Zdt, 
dt 

oder,  was  dasselbe  ist: 

^  _  Y        ^*y  _  Y        ^  _  7  (9\ 

dt»""     '       dt»  ~     '       dt»~  ^"^^ 

Es  ist  nun  in  jedem  Falle  unsre  Aufgabe,  diese  drei 
Bewegungsgleichungen  zu  integriren,  und  wir  können  das  im 
vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren  als  eine 
allgemeine  Näherungsmethode  dieser  Integration  betrachten. 
Die  Integrale  der  Gleichungen  enthalten  sechs  willkürliche 
Constanten,  welche  sich  vermittelst  der  drei  Anfangscoordi- 
naten  und  der  drei  Gomponenten  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
d.  h.  vermittelst  der  Werthe  der  sechs  Grössen 

dx  dy   dz  r»  .i   X       ri 

*•  y» "' dt' dt- dt '"'' ^^'*  *  ==  ^ 

bestimmen  lassen.  Diese  Integrale  und  ihre  ersten  Differen- 
tialquotienten lehren  uns  dann  die  Lage  des  beweglichen 
Körpers  und  seine  Geschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung 
für  jeden  beliebigen  Augenblick  kennen.  Eliminirt  man  aus 
den  Ausdrücken  für  x,  y  und  z  die  Zeit  t,  so  erhält  man 
die  beiden  Gleichungen  der  Bahn,  welche  der  bewegte  Körper 
beschreibt.  Wenn  man  von  vornherein  weiss,  dass  diese  eine 
ebene  Gurve  ist,  so  kann  man  ihre  Ebene  als  eine  der  Coor- 
dinatenebenen,  z.  B.  als  xy-Ebene  wählen,  wodurch  sich  die 
Bewegungsgleichungen  auf  die  beiden  ersten  der  Gleichungen 
(2)  reduciren. 

Pfannsticl,  Poiflwni*s  Lehrbuch  der  Mechanik.  15 


226  DyBamik.   I. 

§  150.  Seien  zur  Zeit  t  a,  b,  c  die  drei  Goordinaten 
eines  zweiten  materiellen  Punktes,  mit  dessen  Lage  man 
diejenige  des  ersten  vergleichen  will.  Da  die  Axen  dieser 
Goordinaten  diejenigen  der  x,  y,  z  sind,  setzen  wir: 

x  =  a  +  x',       y.=  b  +  y',       z  =  c  +  z'; 

die  Goordinaten  x',  y\  z  bestimmen  alsdann  in  jedem  Augen- 
blicke die  Lage  des  ersten  Punktes  in  Beziehung  auf  den 
zweiten.    Nach  den  Gleichungen  (2)  erhält  man 

dV  _  d«a 

dt«  ~  dt«' 

d Y  _  d«b 

dt«  ~  dt«' 

dV  _  7  _  d«c 

dt*  ~  dt« 

zur  Bestimmung  von  x\  y',  z  als  Functionen  der  Zeit. 
Wenn  die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  nicht  bekannt, 
vielmehr  nur  die  Kraft  gegeben  ist,  welche  auf  denselben 
wirkt,  und  deren  Gomponenten  parallel  den  Goordinatenaxen 
A,  B  und  G  sein  mögen,  so  hat  man 

d«a_  d%_  d^_p 

dt«  ~  ^'       dt«  ""  ^'       dt«  ~  ^' 

und  wir  erhalten 

d*x' 

*'''.=  X  -  A, 


dt 

dy 

dt> 
dV 
"dt« 


=  Y  -  B. 


=  Z  —  C, 


als  Gleichungen  der  relativen  Bewegung  des  ersten  Punktes. 
Wenn  die  Kraft,  deren  Gomponenten  A,  B,  C  sind,  auf 
beide  bewegte  Punkte  zugleich  wirkt,  so  sind  diese  Gompo- 
nenten auch  in  den  Werthen  von  X,  Y,  Z  enthalten  und 
verschwinden  daher  aus  den  letzten  Gleichungen.  Dieser  Fall 
tritt  z.  B.  ein  hinsichtlich  der  Körper,    welche  sich  an  der 
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Erdoberfläche  bewegen,  und  deren  Lage  man  auf  bestimmte 
Punkte  der  Erdoberfläche  bezieht:  die  Kräfte,  welche  sich 
auf  diese  Punkte  beziehen  und  von  der  täglichen  Bewegung 
der  Erde  herrühren,  treten  nicht  in  die  Gleichungen  der  ver- 
schiedenen Bewegungen  ein,  welche  man  an  der  Oberfläche 
beobachtet,  und  man  darf  davon  bei  Aufstellung  der  Bewe- 
gungsgleichungen absehen. 

Indessen  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  dass  die  Bewe- 
gungen, welche  wir  beobachten,  alle  von  der  Geschwindigkeit 
der  Rotation  der  Erde  unabhängig  seien.  Diese  beeinflusst 
in  geringem  Maasse  die  Intensität  der  Schwerkraft  und  da- 
durch die  verticalen  Bewegungen.  Femer  ist,  wenn  ein 
Körper  von  einer  beträchtlichen  Höhe  herabfällt,  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit, welche  ihm  von  seinem  Ausgangsorte 
innewohnt,  ein  wenig  grösser,  als  diejenige,  welche  am  Fusse 
der  durch  jenen  Punkt  gehenden  verticalen  Linie  herrscht, 
woraus  sich  leicht  schliessen  lässt,  dass  der  fallende  Körper 
sich  ein  wenig  von  dieser  Geraden  entfernen  und  die  Erdober- 
fläche in  einer  kleinen  Entfernung  von  dem  Fusspunkte  dieses 
Lothes  treffen  muss.  In  dieser  Abweichung,  welche  in  der 
That  beobachtet  worden  ist,  besitzen  wir  ein  Mittel,  um  die 
Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  direct  durch  ein  Experiment 
sichtbar  zu  machen. 

Dagegen  sind  die  Bewegungen,  welche  durch  den  Stoss 
der  Körper  oder  von  der  Muskelkraft  der  Menschen  und 
Thiere  hervorgebracht  werden,  von  der  Rotation  unabhängig.*) 

§  151«  Die  Gleichungen  (2)  sind  diejenigen  der  Bewe- 
gung eines  ganz  freien  materiellen  Punktes ;  dieselben  lassen 
sich  aber  leicht  auf  einen  Punkt  ausdehnen,  der  gezwungen 
ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  za  bewegen.  Es  genügt 
hierzu,  wie  in  dem  Falle  des  Gleichgewichtes  (§  36),  den  ge- 
gebenen auf  den  bewegten  Körper  wirkenden  Kräften  eine 
neue,  ihrer  Grösse  nach  unbekannte  Kraft  hinzuzufügen, 
welche  den  Widerstand  der  Fläche  repräsentirt.  Diese  Kraft 
muss  senkrecht  gegen  die  gegebene  Fläche  gerichtet  sein; 


*)  Siehe  die  betreffemde  Anmerkung  im  Anhang. 

15* 


228  Dynamik.    I. 

wir  wollen  dieselbe  mit  N  bezeichnen,  und  mit  X,  (t,  v  die 
Winkel,  welche  sie  mit  den  positiven  Riehtungen  der  Coor- 
dinatenaxeu  bildet.     Die  Bewegungsgleichungen  sind  dann 

d^x 

-Tzä  =  X  -f  N  cos  A, 

^^j  =  Y  +  N  cos  |i,  (3) 

d»z 


dt» 


=  Z  +  N  cos  V. 


Sei  L  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche,   und  setzen 
wir  zur  Abkürzung: 

V  =+  ^ 


/©■ + CD*  +  (S) 


SO  ist  nach  §  21 


cos  X  =  V  r— » 
ox 

cos  [1  =    V   r— » 

cos  V  =  V  ^— 

oz 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (3)  ein  und 
eliminirt  daraus  das  Product  NV,  so  dienen  die  beiden 
Gleichungen,  welche  daraus  hervorgehen,  im  Verein  mit  der 
Gleichung  L  =  0  dazu,  x,  y  und  z  als  Functionen  von  t  zu 
bestimmen.  Man  berechnet  hierauf  aus  einer  der  Gleichungen 
(8)  oder  einer  beliebigen  Combination  derselben  den  Werth 
von  NV ;  da  N  immer  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  be- 
stimmt das  Vorzeichen  dieses  Productes  dasjenige  von  V, 
und  hierdurch  ist  die  senkrechte  Kraft  N  und  der  Sinn,  in 
welchem  sie  wirkt,  vollständig  bestimmt. 

Wenn  der  materielle  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf 
zwei  gegebenen  Flächen,  also  auf  ihrer  Schnittcurve,  zu  be- 
wegen,  so  dürfen  wir  ihn  noch  als  einen  ganz  freien  Punkt 


Bewegung  auf  einer  gegebenen  Curve.  229 

ansehen,  wenn  wir  den  gegebenen  Kräften  zwei  Unbekannte 
Kräfte  N  und  N'  hinzufügen,  die  gegen  die  Flächen  senk- 
recht sind.  Bezeichnen  wir  mit  X,  (i,  v  die  Winkel,  welche 
die  erstere  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  und  mit  X',  \l\ 
v'  die  Winkel  welche  der  zweiten  entsprechen,  so  erhalten 
wir  als  Bewegungsgleichungen 

d^x 

=  X  -f-  N  cos  X  -f-  N'  cos  X', 


dt^ 

d^ 

dt» 


=  Y  +  N  cos  (1  +  N'  cos  (i',  (4) 


d*z 

-TT^  =  Z  +  N  cos  V  +  N'  cos  v'. 

Wenn  L  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  deren  Widerstand 
N  ist,  und  wenn  wir  durch  L'  =  0  diejenige  darstellen,  auf 
die  sich  N'  bezieht,  so  sind  die  Werthe  von  cos  X,  cos  [t, 
cos  V  dieselben  wie  vorher,  und  cos  X',  cos  (i'  und  cos  v'  er- 
geben sich  daraus,  wenn  man  V  und-  L  in  V  und  L'  ver- 
wandelt. Substituirt  man  diese  Grössen  in  die  Gleichungen 
(4)  und  eliminirt  daraus  die  Producte  NV  und  N'V,  so  be- 
stimmt die  Gleichung,  die  daraus  hervorgeht,  in  Verbindung 
mit  den  gegebenen  Gleichungen  L  =  0  und  L'  =  0  die 
Werthe  von  x,  y  und  z  als  Functionen  von  t.  Berechnet 
man  nun  aus  zweien  der  Gleichungen  (4)  die  Werthe  der 
Producte  NV  und  N'V,  deren  Vorzeichen  diejenigen  von  V 
und  V  sind,  so  ergeben  sich  die  beiden  hinzugefügten  Kräfte 
N  und  N'  der  Grösse  und  der  Richtung  nach,  in  der  sie 
wirken:  ihre  Resultante  ist  der  Grösse  und  Richtung  nach 
der  Widerstand  der  Curve,  auf  welcher  der  materielle  Punkt 
gezwungen  ist,  sich  zu  bewegen. 

§  153»  Um  den  Gleichungen  (4)  eine  einfachere  Gestalt 
zu  geben,  sei  m  die  Masse  des  beweglichen  Körpers,  und  mP 
der  Druck,  den  er  auf  die  Curve,  welche  er  beschreiben  muss, 
bei  seiner  Bewegung  ausübt.  Wir  bezeichnen  mit  w,  w',  w" 
die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieser  Kraft  mit  den  Rich- 
tungen der  positiven  Coordinatenaxen  bildet;  der  Widerstand, 
welchen  die  Curve  der  Bewegung  des  Körpers  entgegensetzt, 
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ist,  als  beschleunigende  Kraft  aufgefasst,  gleich  und  entgegen- 
gesetzt der  Kraft  P;  vereinigen  wir  denselben  mit  den  ge- 
gebenen Kräften  X,  Y,  Z,  welche  auf  den  Körper  wirken,  so 
erhalten  wir  an  Stelle  der  Gleichungen  (4): 

-i-ä  =  X  -   P  cos  w, 

Clt' 

^  =  Y  -  P  cos  w',  (5) 

,, «  =  Z  -^  P  cos  W  . 

Die  Grösse  der  Kraft  P  ist  nicht  a  priori  bekannt:  wir 
wissen  nur,  dass  sie  senkrecht  zu  der  gegebenen  Curve  gerichtet 
ist;  es  muss  also  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  dieser 
Richtung  und  der  Tangente  der  Bahn  gleich  0  sein  d.  h.  es  ist 

dx  1    dy  ,    ,    dz  "       /^  /o\ 

-T-  COS  W  +  -Y^  COS  W     +   -r-  COS  W     =  0.  (b) 

ds  ds  ds 

Die  Winkel  w,  w',  w"  sind  ausserdem  unter  einander  durch 
die  bekannte  Gleichung 

cos*  w  +  cos*  w'  +  cos*  w"  =  1 

verbunden. 

Wir  können  P,  w,  w',  w"  aus  diesen.Gleichungen  elimi- 

dx     dv     dz 
niren,   wenn  wir  die  Gleichungen  (5)  resp.  mit   -^y    -^»     , 

multipliciren  und  addiren.  Unter  Berücksichtigung  der  Gleich- 
ung (6)  erhält  man,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung: 


setzt 


ds  ds  ds         ' 


dxd'x  +  dyd«y  +  dzd'z  _ 

dsdt*  ^' 


Differenzirt  man  die  identische  Gleichung 

dx*  +  dy'  +  dz*       ds' 
•  dt»  ~  dt» 
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und  dividirt  durch  2dB,  so  sieht  man»  dass  die  linke  Seite 
der  vorigen  Gleichung  gleich  -tt^  ist ;  man  erhält  also  einfach 

dt^  =  ^-  (7) 

Die  Kraft  f  ist  die  Summe  der  Componenten  der  ge- 
gebenen Kräfte  in  Richtung  der  Tangente  der  Bahn,  und 
diese  Componenten  sind  als  positiv  oder  negativ  anzusehen, 
je  nachdem  sie  den  Bogen  s,  welchen  der  Körper  beschreibt, 
zu  vergrössem  oder  zu  verkleinem  streben.  Die  Gleichung 
(7)  spricht  also  aus,  dass  boi  der  krummlinigen  Bewegung 
die  Kraft,  welche  auf  den  bewegten  Punkt  im  Sinne  seiner 
Bewegung  wirkt,  ebenso  wie  bei  der  geradlinigen  dem  zweiten 
Differentialquotienten    des    durchlaufenen  Weges    gleich    ist. 

ds 
Da  v  =  -^  ist,  kann  man  auch  sagen,  dass  jene  Kraft  gleich 

dem  ersten  Differentialqubtienten  der  erlangten  Geschwindig- 
keit v  ist. 

Da  diese  Gleichung  von  dem  Widerstände  der  Curve 
unabhängig  ist,  so  gilt  sie  auch  für  die  Bewegung  eines 
ganz  freien  materiellen  Punktes,  sowie  fQr  die  eines  Punktes, 
der  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben; 
aber  hauptsächlich  in  dem  Falle,  dass  ein  materieller 
Punkt  sich  auf  einer  gegebenen  Curve  bewegt,  kann 
diese  Gleichung  von  Nutzen  sein.  Man  bestimmt  aus  den 
Gleichungen  dieser  Curve  die  Werthe  von  x,  y,  z  als  Func- 
tionen von  s  und  setzt  dieselben  in  die  Gleichung  (7)  ein; 
alsdann  hat  man  nur  diese  Gleichung  —  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  s  und  t  —  zu  integriren. 
Die  beiden  willkürlichen  Constanten,  welche  ihr  Integral  ent- 
hält, lassen  sich  bestimmen  vermittelst  der  Werthe  von   s 

ds 
und  -TL   für  t  =  0,    d.  h.   vermittelst   der  Anfangslage   und 

der  Anfangsgeschwindigkeit  des  bewegten  Punktes.  Sobald 
die  drei  Coordinaten  x,  y  und  z  als  Functionen  von  t  aus 
dem  Integrale  der  Gleichung  (7)  und  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  der  Bahn  bestimmt  sind,  liefern  die  Gleichungen 
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(5)  für  einen  beliebigen  Zeitpunkt  die  drei  Gomponenten  des 
Druckes  P,  den  die  Gurve,  auf  welcher  sich  der  materielle 
Punkt  bewegen  muss,  auszuhalten  hat. 

Im  folgenden  Gapitel  werden  wir  eine  einfachere  Methode 
zur  Bestimmung  der  Grösse  und  Richtung  dieser  Kraft 
kennen  lernen. 


n. 

Folgerungen  aus  den  vorigren  Formeln. 

§  153«  Wenn  der  bewegliche  Körper  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  Kraft  steht,  die  von  einem  festen  Gentrum  aus- 
geht, so  erhält  man  ohne  Weiteres  drei  erste  Integrale  der 
Gleichungen  (2). 

Zu  dem  Ende  verlegen  wir  den  Anfang  der  Goordinaten 
X,  y,  z  in  jenes  Gentrum,  stellen  die  Kraft,  welche  auf 
den  materiellen  Punkt  wirkt,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
durch  eine  Strecke  auf  dem  Radius  vector  dar,  und  con- 
struiren  das  Parallelepipedum,  dessen  Diagonale  dieser 
Theil  des  Radius  vector  ist,  und  dessen  Seiten  auf  den  Axen 
der  X,  7,  z  liegen.  Die  drei  Goordinaten  x,  y,  z  des  beweg- 
lichen Punktes  sind  dann  den  Längen  dieser  drei  Seiten 
proportional,  und  die  letzteren  stellen  die  Gmnponenten  der 
gegebenen  Kraft  dar,  so  dass  wir  haben 

X  :  Y  :  Z  =  X  :  y  :  z; 

und  hieraus  folgt 

Xy  =  Yx, 
Zx  =  Xz, 
Yz  =  Zy. 

Andrerseits    ergeben    sieb    aus    den    Formeln    (2)    folgende 
Gleichungen : 

yd'x  —  xd»y  =  (Xy  —  Yx)  dt«, 

xd»z  —  zd»x  =  (Zx  —  Xz)  dt»,  (a) 

zdV  —  yih  =  (Yz  —  Zy)  dt». 
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Nun  sind  aber  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  in  dem 
vorliegenden  Falle  gleich  0,  nach  den  vorhergehenden  For- 
meln; und  da  die  linken  Seiten  die  Differentiale  von 

ydx  —  xdy,       xdz  —  zdx,       zdy  —  ydz 

sind,  80  erhält  man  durch  Integration: 

ydx  —  xdy  =  cdt, 

xdz  —  zdx  =  c'dt,  (b) 

zdy  —  ydz  =  c"dt, 

wo  c,  c',  c"  willkürliche  Gonstanten  sind. 

§  154.  Um  den  Satz  auszusprechen,  der  in  diesen 
ersten  Integralen  der  Bewegungsgleichungen  enthalten  ist, 
betrachten  wir  die  Projection  AM6  (Fig.  38)  der  Bahn  des 
materiellen  Punktes  auf  die  xy-Ebene.  Zur  Zeit  t  sei  M  die 
Projection  dieses  Punktes,  OP  seine  Abscisse  x,  und  MP  seine 
Ordinate  y;  wenn  G  den  Punkt  bedeutet,  in  welchem  diese 
Curve  die  Axe  Oy  trifft,  so  sei  der  Sector  COM  =  u,  die 
Fläche  COPM  =  p  und  das  Dreieck  OPM  =  q;  es  ist 
alsdann 

u  =  p  ~  q, 
q  =  I  xy. 

Wenn  M'  die  Projection  des  bewegten  Punktes  zur  Zeit 
t  -f-  dt  ist,  so  ist  MOM'  die  Fläche,  welche  der  Radius  vector 
dieser  Projection  in  dem  Zeittheilchen  dt  beschrieben  hat ;  dies 
ist  auch  das  Differential  von  u  oder  p  —  q;-und,  da 


dp  =  ydx, 
2 


dq  =  :^  xdy  +  ö  ydx 


ist,  so  wird: 


du  =  ö  (ydx  —  xdy) ; 


mithin  spricht  die  erste  der  Gleichungen  (b)  aus,  dass  die  in 
jedem  Zeitelemente  dt  von  dem  Radius  vector  der  Projection 
M    des    beweglichen  Punktes   beschriebene  Fläche    constant 
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und  gleich  ^  cdt  ist;  es  ist  daher  die  während  einer  end- 
lichen Zeit  t  beschriebene  Fläche  der  Zeit  t  proportional 
und  gleich  -^  ct.     Die  Flächen,  welche  in  derselben  Zeit  von 

den  Radien  der  Projectionen  des  Punktes  auf  die  xz-  und 
die  yz-Ebene  beschrieben  werden,    ergeben  sich  geradeso  als 

-^  c't  und  ^  c"t. 

Daraus  ziehen  wir  den  Schluss:  wenn  ein  materieller 
Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  Kraft  steht,  welche  be- 
ständig nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist,  so  sind  die 
Flächen,  welche  um  dieses  Gentrum  von  dem  Radius  vector 
der  Projection  des  Punkte»  auf  eine  beliebige  durch  das 
Centrum  gehende  Ebene  beschrieben  werden,  der  Zeit  der 
Bewegung  proportional. 

umgekehrt  kann  man,  wenn  diese  Eigenthümlichkeit 
drei  zu  einander  senkrechten,  durch  das  Centrum  der  Flächen 
gelegten  Ebenen  zukommt,  daraus  schliessen,  dass  die  Kraft, 
oder  die  Resultante  der  Kräfte,  welche  auf  den  bewegten 
Körper  wirken,-  beständig  gegen  das  feste  Centrum  ge- 
richtet ist. 

In  der  That,  wenn  die  Gleichungen  (b)  gegeben  sind,  so 
findet  man  durch  Differentiation 

yd^x  —  xd^  =  0, 
xd^z  —  zd^  =  0, 
zd^y  —  yd^z  =  0; 

vermöge  der  Gleichungen  (a),  welche  für  jede  beliebige  Be- 
wegung gelten,  erhält  man  daher 

Xy  =  Yx, 
Zx  =  Xz, 
Yz=Zy; 

mithin  verhalten  sich  die  Kräfte  X,  Y,  Z  zu  einander,  wie 
die  Coordinaten  x,  y,  z  des  bewegten  Punktes;  und  dies  ge- 
nügt, damit  die  Resultante  beständig  nach  dem  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  gerichtet  sei.     üebrigens  kann  diese 
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Kraft  eine  anziehende  oder  abstossende  sein,  d.  h.  in  Rich- 
tung des  Radius  vector  nach  dem  Centrum  zu,  oder  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  wirken. 

§  155.  Wenn  ein  materieller  Punkt  einer  nach  einem 
festen  Gentrum  gerichteten  Kraft  unterworfen  ist,  so  muss 
seine  Bahn  offenbar  eine  ebene  Curve  sein.  Denn  es  ist 
kein  Grund  vorhanden,  dass  der  Punkt  nach  der  einen  oder 
nach  der  anderen  Seite  aus  der  Ebene  heraustreten  sollte, 
welche  durch  die  Richtung  seiner  Anfangsgeschwindigkeit 
und  das  feste  Centrum  geht.  Es  geht  dies  auch  aus  den 
Gleichungen  (b)  hervor;  denn  addirt  man  dieselben,  nachdem 
man  sie  bezüglich  mit  z,  y,  x  multiplicirt  hat,  und  dividirt 
mit  dt,  so  erhält  man 

cz  +  c'y  +  c"x  j=  0. 

Man  kann  diese  Ebene  zur  xy-Ebene  wählen;  dann  ist 
die  Fläche,  welche  von  dem  Radius  vector  des  bewegten 
Punktes  in  der  Ebene  seiner  Bahn  beschrieben  wird,  selbst 
der  Zeit  proportional.  Hierin  haben  wir  einen  kürzeren  Aus- 
druck des  vorher  gefundenen  Satzes;  denn  wenn  diese  Pro- 
portionalität für  die  in  der  Ebene  der  Bahn  beschriebene 
Fläche  stattfindet,  so  muss  auch  die  Fläche,  welche  der 
Radius  vector  der  Projection  des  bewegten  Punktes  auf 
irgend  eine  andere  Ebene  beschreibt,  der  Zeit  proportional 
sein;  denn  die  letztere  Fläche  ist  nichts  anderes  als  die 
Projection  jener  auf  diese  Ebene,  und  wir  wissen  nach  §  10, 
dass  die  Projection  eines  ebenen  Flächenstückes  auf  eine 
Ebene  zu  der  projicirten  Fläche  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse steht. 

§  156.  Die  unendlich  kleine  Fläche  MOM-  lässt  sich 
auch  durch  Polarcoordinaten  ausdrücken.  Bezeichnen  wir  zu 
diesem  Zwecke  den  Radius  vector  OM  mit  r,  und  den 
Winkel,  welchen  derselbe  mit  der  x-Axe  bildet,  mit  6 
und  beschreiben  darauf  vom  Punkte  0  aus  den  Kreisbogen 
MN,  welcher  den  dem  Winkel  6  —  d9  entsprechenden  Radius 
vector  OM'  im  Punkte  N  schneidet  und  die  Länge  rdO  hat. 
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Der  Kreissector  MON  ist  gleich  ^  rM6  und  wir  dürfen  den- 
selben als  Inhalt  der  Fläche  MOM'  betrachten,  indem  wir 
die  unendlich  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  MNM'  vernach- 
ISßsigen.     Es  muss  daher 

ydx  —  xdy  =  r*d6 

sein,  eine  Gleichung,  die  man  auch  direct  erhält,  wenn  man 
die  Polarcoordinaten  durch  die  Gleichungen 

X  =  r  cos  6, 
y  =  r  sin  6 

einführt;  es  wird  dann 

dx  =  cos  6  dr  +  r  sin  6  d6, 
dy  =  sin  6  dr  +  r  cos  6  d6, 

da  das  Differential  von  6  hier  —  d6  i^t.  Dadurch  geht  die 
erste  Gleichung  (b)  über  in: 

rMe  =  cdt, 

und  in  dieser  Gestalt  wendet  man  sie  gewöhnlich  an. 

In  derselben  Weise  lässt  sich  das  Gurvenelement  in 
Polarcoordinaten  ausdrücken.  Bezeichnen  wir  den  Bogen  CM 
mit  a  und  sein  Element  mit  da,  so  hat  man  gleichzeitig: 

MM'  =  do,      MN  =  rdö,       NM'  =  dr; 

MNM'  ist  aber  als  rechtwinkliges  Dreieck  mit  dem  rechten 
Winkel  bei  N  anzusehen,  und  daraus  folgt: 

do«  =  dr»  +  r'  de»; 

auch  diese  Formel  lässt  sich  aus  der  Gleichung 

da«  =  dx«  +  dy« 

vermittelst  der  vorhergehenden  Werthe  von  dx  und  dy 
herleiten. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  bei  einer  ebenen 
Bahn  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  bewegten 
Körpers  nach  der  Verlängerung  MO'  des  Radius  vector  MO 
und  nach  einer  zu  diesem  Radius  senkrechten  Richtung  durch 
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dr        j    rdÖ 
dt    ""^IF 

ausgedrückt  werden;  denn  der  Winkel  O'MT,  welchen  diese 
Verlängerung  mit  der  Tangente  MT  bildet,  ist  das  Comple- 
ment  des  Winkels  M  im  Dreieck  M'MN;  mit  Hülfe  dieses 
Dreiecks  findet  man  daher 

cos  O'MT  =  $« 

da 

sin  O'MT  =^; 

multiplicirt  man  aber  diesen  Cosinus  und  Sinus  mit  der  Ge- 
schwindigkeit -^  des  Körpers,  so  erhält  man  die  Gomponenten, 

um  die  es  sich  handelt.  Diese  Camponenten  lassen  sich  oft  mit 
Nutzen  anwenden.   Sie  unterscheiden  sich  von  den  Componenten 

-TT  und  ~  derselben  Geschwindigkeit  darin,  dass  die  Rich- 
tungen der  letzteren  fest  sind,  während  sich  die  Richtung 
jener  mit  der  Lage  des  bewegten  Körpers  ändert. 

Die  Geschwindigkeit  -rr,  mit  welcher  der  Radius  vector 

OM  den  Winkel.  d6  beschreibt,  nennt  man  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  bewegten  Punktes.  Man  erhält  dieselbe, 
wie  man  sieht,  aus  der  zu  OM  senkrechten  Geschwindigkeit 

-rr-f    indem  man  diese  durch  die  Länge   des  Radius   vector 
dt 

dividirt.  . 

§  157«  Kehren  wir  nun  zu  den  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  zurück. 

Wir  addiren  die  Gleichungen  (5)  des  §  152,  nachdem 
wir  sie  mit  dx,  dy,  dz  multiplicirt  haben ;  mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  (6)  desselben  Paragraphen,  sowie  darauf, 
dass 

dx  d*x  +  dy  d^  +  dz  d*z  _  j^  ,  d?L  —  i  nr  "i« 

dt*  ~  2  ^  dt*  ~  2  ^^^^ 

ist,  erhalten  wir 
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1  d(v«)  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz.  (c) 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  X,  Y,  Z  weder  die  Zeit  t 
noch  die  Qeschwindigkeit  v  explicite  enthalten,  und  man  x, 
y,  z  als  unabhängige  Variabelen  betrachtet,  so  ist  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (c)  ein  vollständiges  DilBferential ;  setzen 
wir  also 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  d  F  (x,  y,  z) 

wo  F  eine  gegebene  Function  bedeutet,  so  erhalten  wir 
durch  Integration,  wenn  wir  mit  C  die  willkürliche  Constante 
bezeichnen  : 

V«  =  2F  (x,  y,  z)  +  C. 

Um  die  Constante  G  zu  bestimmen,  seien  a,  b,  c,  k  die  An- 
fangswerthe  von  x,  y,  z,  v;  dann  ist: 

k«  =  2F  (a,  b,  c)  +  C 

und  daraus  folgt: 

C  =  k«  ~  2F  (a,  b,  c), 

also 

v^  =  k^  +  2F  (X,  y,  z)  -  2F  (a,  b,  c).  (d) 

Da  dieser  Ausdruck  von  dem  oben  genannten  Wider- 
stände N  der  Gurve  unabhängig  ist,  so  folgt  daraus,  dass  er 
sowohl  für  die  Bewegung  eines  ganz  freien  materiellen 
Punktes  gilt,  als  auch  für  die  Bewegung  auf  einer  gegebenen 
Fläche  oder  Curve. 

Eine  unmittelbare  Folge  der  Gleichung  (d)  ist,  dass  die 
Geschwindigkeit  constant  und  die  Bewegung  gleichförmig  ist, 
sobald  der  bewegte  Körper  nicht  unter  dem  Einflüsse  einer 
gegebenen  Kraft  steht;  denn  alsdann  ist  die  Function  F 
constant,  und  es  ist  v  =  k  sowohl  für  die  Bewegung  auf 
einer  gegebenen  Fläche  oder  Curve,  als  bei  der  Bewegung 
eines  vollkommen  freien  Punktes. 

Diese  Gleichung  lehrt  uns  ausserdem,  dass  unter  der 
Voraussetzung,  die  wir  über  die  Kräfte  X,  Y,  Z  gemacht 
haben,  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  des 
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bewegten  Punktes  beim  Uebergange  von  einer  Lage  in  eine 
andere  immer  derselbe  ist,  welches  auch  dieCurve  sein  mag, 
die  der  Punkt  beschrieben  hat;  dieser  Zuwachs  hängt  nur 
von  den  Coordinaten  a,  b,  c  und  x,  y,  z  der  beiden  End- 
punkte der  Curve  ab. 

Wenn  diese  Curve  gegeben  ist,  oder  wenn  der  bewegte 
Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bewegen,  so  hat  man  für  k  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
in  Richtung  der  Tangente  dieser  Curve  oder  Fläche  zu 
nehmen.  Wenn  der  Stoss,  der  zu  Anfang  der  Bewegung  auf  ' 
den  Körper  ausgeübt  worden  ist,  diese  Richtung  nicht  gehabt 
hat,  so  zerlegt  sich  derselbe  in  zwei  andere  Kräfte,  eine 
normale  und  eine  tangentiale;  die  erstere  wird  durch  den 
Widerstand  der  Curve  oder  Fläche  aufgehoben;  nur  die 
zweite  bringt  die  Geschwindigkeit  k  hervor  und  bestimmt 
deren  Sinn  und  Richtung. 

Wenn  man  mit  C  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet, 
so  ist  die  Gleichung 

F  (x,  y,  z)  =  C 

die  einer  Fläche,  die  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  von 
allen  Punkten  erreicht  wird,  welche  denselben  Kräften  unter- 
worfen sind  und  von  dem  Punkte  a,  b,  c  mit  derselben  An- 
fangsgeschwindigkeit k,  aber  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  ausgehen.  Wenn  zum  Beispiel  diese  materiellen  Punkte 
nur  von  der  Schwerkraft  beeinflusst  werden,  so  ist  diese 
Gleichung  die  einer  horizontalen  Ebene. 

Hat  man  eine  gegebene  Curve,  so  kann  man  aus  den 
Gleichungen  derselben  dieWerthe  von  x,  y,  z  als  Functionen 
des  Bogens   s   herleiten;    substituirt   man    dieselben   in   die 

ds 
Gleichung  (d)   und  setzt  -rr  an  Stelle  von  v,   so  erhält  man 

daraus 

dt  =  S  ds, 

wo  S  eine  gegebene  Function  von  s  ist;  es  kommt  daher 
in  diesem  Falle  die  Bestimmung  der  Zeit  als  Function  des 
durchlaufenen  Raumes  auf  die  Integration  eines  gegebenen 
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Differentials  hinaus.  Aber  die  Voraussetzung,  auf  welcher 
die  Gleichung  (d)  und  mithin  auch  die  letztere  Gleichung  be- 
ruht, ist  nicht  mehr  erfüllt,  sobald  der  bewegte  Körper  dem 
Widerstände  eines  Mittels  ausgesetzt  ist,  welcher  eine  von 
der  Geschwindigkeit  abhängende  Kraft  ist;  ebenso  ist  es, 
wenn  der  bewegte  Punkt  von  anderen  Punkten  angezogen 
oder  abgestossen  wird,  welche  sich  selbst  bewegen,  weil  da- 
durch die  Zeit  t  explicite  in  die  Ausdrücke  für  X,  T,  Z 
kommt.  In  diesen  beiden  Fällen  macht  man,  wenn  die  Bahn 
eine  gegebene  Curve  ist,  von  der  Gleichung  (c)  Gebrauch,  in 

ds 
welcher  man  -rr  an  Stelle  von  v  zu  setzen  hat,  und  welche 

dt 

dadurch  in  die  Gleichung  (7)  des  §  152  übergeht. 

§  168#  Der  Ausdruck  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  wird  jedes- 
mal ein  voUständiges  Differential  sein,  wenn  die  anziehenden 
oder  abstossenden  Kräfte,  welche  auf  den  bewegten  Körper 
wirken,  nur  von  festen  Centren  ausgehen  und  als  Functionen 
der  Entfernungen  des  bewegten  Körpers  von  jenen  Gentren 
gegeben  sind. 

Um  dies  zu  zeigen,  seien  e,  f,  g  die  drei  Goordinaten 
eines  der  festen  Centren,  bezogen  auf  das  Axensystem  der  x, 
y ,  z ;  bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  des  bewegten  Körpers 
von  diesem  Punkte,  so  ist 

r»  =  (e-x)«  +  (f-y)«  +  (g-z)^ 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Gerade  mit  den  Coordi- 
natenaxen  bildet,  sind  die  Quotienten  von  e  —  x,  f  —  y, 
g  —  z  durch  r.  Bezeichnen  wir  daher  mit  B  die  Anziehungs- 
kraft, welche  von  dem  bewegten  Punkte  nach  jenem  Centrum 
gerichtet  ist,  so  sind  ihre  drei  Componenten 

R  (e  -  x)        R(f-y)        R  (g  >-  z) . 

,       ,       , 

r  r  r 

mithin  ist  der  Theil  von  Xdx  +  Ydy  +  Zdz,  welcher  von 
R  herrührt, 

5  [(e  -  x)  dx  +  (f  -  y)  dy  -h  (g  -  z)  dz]. 
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Femer  erhält  man  durch  Differentiation  von  r* 

rdr  =  —  (e  —  x)  dx  —  (f  —  y)  dy  —  (g  —  z)  dz, 

wodurch  der  vorige  Ausdruck  in  —  Rdr  übergeht.  Wenn 
die  von  dem  festen  Gentrum  ausgehende  Kraft  eine  Repulsiv- 
kraft  wäre,  so  brauchte  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  nur 
das  Vorzeichen  zu  ändern;  man  erhält  dann  Rdr,  und  es  ist 
R  nun  stets  als  positive  Grösse  zu  betrachten. 

Wenn  nun  der  bewegliche  Körper  unter  dem  Einflüsse 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften  R,  R',  R''  etc.  steht, 
die  von  festen,  von  dem  bewegten  Punkte  um  r,  r',  r"  etc. 
entfernten  Centren  ausgehen,  so  erhält  man 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  +  Rdr  +  R'dr'  +  R"dr"  +  •  •  • 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
die  Kräfte  anziehende  oder  abstossende  sind.  Wenn  nun 
jede  dieser  Kräfte  eine  gegebene  Function  der  entsprechen- 
den Entfernung  ist,  so  sind  alle  Glieder  des  Ausdruckes 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  Differentiale  von  je  einer  Variabelen,  und 
mithin  ist  der  ganze  Ausdruck  ein  vollständiges  Differential. 
Es  ergibt  sich  ferner  hieraus  und  aus  der  Gleichung  (d), 
dass  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit,  der 
von  jeder  der  Kräfte  R,  R',  R"  etc.  herrührt,  derselbe  ist, 
als  wenn  diese  Kraft  allein  da  wäre:  in  Beziehung  auf  die 
Kraft  R,  zum  Beispiel,  ist  dieser  Zuwachs  gleich  +  2j*Rdr, 
wo  das  Integral  so  zu  nehmen  ist,  dass  es  für  den  Anfangs- 
werth  von  r  verschwindet. 

§  159*  In  dem  Falle,  dass  sich  ein  schwerer  mate- 
rieller Punkt  im  leeren  Räume  ohne  Reibung  auf  einer  ge- 
gebenen Curve  bewegt,  wählen  wir  die  Richtung  der  Schwer- 
kraft als  positive  z-Axe;  es  ist  dann 

X  =  0,      Y  =  0,      Z  =  g 

und  die  Gleichung  (d)  reducirt  sich  auf 

V«  =  k«  +  2g  (z  —  c). 

Sei  ADBC  (Fig.  39)  die  gegebene  Curve,  B  ihr  tiefster, 
A   ihr  höchster  Punkt,   und  D    der  Ausgangspunkt   des    be- 

Pfannstiel,  Poiason'»  Lehrbuch  der  Mechanik.  Iß 
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wegten  Körpers  (A  und  B  brauchen  dabei  nicht  in  derselben 
Verticallinie  zu  liegen).  Verlegen  wir  den  Coordinaten- 
änfangspunkt  nach  D  und  setzen  fest,  dass  die  Anfangs- 
geschwindigkeit die  einer  Fallhöhe  h  entsprechende  Geschwin- 
digkeit k  sei,  so  haben  wir: 

c  =  0,       k»  =  2gh 

und  folglich 

V«  =  2g  (h  +  z). 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  bewegte  Körper  im  Punkte  B  ankommt  —  also  die 
grösste  Geschwindigkeit,  die  er  auf  seiner  Bahn  erlangt  — 
dieselbe  ist,  als  wenn  er  von  einer  Höhe  herabgefallen  wäre, 
welche  gleich  h  plus  der  Höhe  des  Punktes  D  über  der  durch 
B  gehenden  Horizontalebene  ist.  Vermöge  dieser  Geschwindig- 
keit steigt  der  Körper  längs  BGA  empor;  seine  Geschwindig- 
keit nimmt  beständig  ab;  und,  wenn  h  =  0  ist,  wird  sie  im 
Punkte  C  der  Horizontalebene  von  D  gleich  Null  sein.  Im 
Punkte  C  angelangt,  fällt  der  Körper  wieder  längs  OB  zurück ; 
und  so  wird  er  sich  ohne  Aufhören  von  D  nach  C  und  von 
C  nach  D  hin  und  her  bewegen.  Wonn  die  Constante  h 
nicht  gleich  0  ist,  steigt  der  Körper  über  den  Punkt  G 
hinaus.  Wenn  die  Höhe  des  Punktes  A  über  der  Horizontal- 
ebene von  D  und  C  grösser  als  h  ist,  so  erreicht  der  Körper 
den  Punkt  A  nicht;  er  kommt  in  einem  Punkte  C'  zur  Ruhe; 
und  wenn  man  durch  G'  eine 'Horizontalebene  legt,  welche 
die  Curve  in  einem  zweiten  Punkte  D'  schneidet,  so  wird  der 
Körper  beständig  zwischen  D'  und  G'  oscilliren.  Diese  Schwin- 
gungen sind  alle  von  gleicher  Dauer  oder  isochron.  Dies 
ist  selbstverständlich  für  diejenigen  Schwingungen,  welche  in 
demselben  Sinne  verlaufen;  man  sieht  aber  auch  leicht  ein, 
dass  die  Dauer  jeder  Schwingung  von  C'  nach  D'  dieselbe  ist, 
wie  die  einer  Schwingung  von  D'  nach  G',  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  jedes  beliebige  Gurvenelement  in  beiden  Fällen 
piit  derselben  Geschwindigkeit  durchlaufen  wird.  Die  gemein- 
same Dauer  aller  ganzen  Schwingungen  hängt  von  der  Gestalt 
der  Curve  und  der  Grösse  von  h  ab. 
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Wenn  die  Höhe  von  A  über  der  Horizontalebene  des 
Ausgangspunktes  D  gerade  gleich  h  ist,  so  wird  sich  der 
Körper  unaufhörlich  dem  Punkte  A  nähern,  denselben  jedoch 
erst  nach  einer  unendlichen  Zeit  erreichen.  Wenn  diese  Höhe 
endlich  kleiner  als  h  ist,  wird  der  Körper  über  A  hinaus- 
gehen und  die  ganze  Peripherie  der  gegebenen  Curve  durch- 
laufen. Im  Punkte  D  angekommen,  hat  er  wieder  dieselbe 
Geschwindigkeit  wie  beim  Beginn  der  Bewegung,  und  daraus 
lässt  sich  schliessen,  dass  er  eine  unendliche  Reihe  von  Um- 
läufen machen  wird,  deren  Dauer  stets  dieselbe  bleibt  und 
von  der  öestalt  der  Curve  und  der  Grösse  von  h  abhängt. 

Wenn  die  gegebene  Curve  ursprünglich  in  einer  verti- 
calen  £bene  liegt,  welche  die  Tangentialebene  eines  Cylinders 
von  beliebiger  Grundfläche  ist,  und  wenn  man  diese  Ebene 
auf  den  Cylinder  aufwickelt,  so  dass  die  gegebene  Curve  eine 
Linie  doppelter  Krümmung  wird,  so  kann  sich  die  Schwin- 
gungs-  oder  die  Umlaufsbewegung  nicht  ändern,  vorausgesetzt, 
dass  ihr  Ausgangspunkt  und  ihre  Anfangsgeschwindigkeit 
dieselben  bleiben;  denn  alsdann  hängt  der  Werth  von  t  als 
Function  von  s,  wie  er  vorher  im  §  157  bestimmt  worden 
ist,  nur  von  dem  Werthe  von  z  als  Function  von  s  ab, 
welcher  sich  nicht  ändert,  welches  auch  die  Basis  des  Auf- 
wickelungscylinders  sein  mag. 

%  160.  In  allen  Fällen,  in  denen  die  Gleichung  (d) 
stattfindet,  und  in  denen  der  bewegte  Körper  nicht  gezwungen 
ist,  auf  einer  gegebenen  Curve  zu  bleiben,  hat  die  Bahn,  die 
er  von  einem  Punkte  A  zu  einem  anderen,  B,  beschreibt, 
eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft.  Wenn  der  Punkt  ganz 
frei  beweglich  ist,  so  ist  das  längs  seiner  Bahn  von  A  bis  B 
genommene  Integral 

/vds 

kleiner  als  für  jede  andere  durch  diese  Punkte  begrenzte 
Curve;  ist  der  bewegte  Punkt  gezwungen,  sich  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zu  bewegen,  so  gilt  diese  Eigenschaft  seiner 
Bahn  nur  in  Bezug  auf  alle  Curven,  die  sich  auf  dieser 
Fläche  zwischen  den  Punkten  A  und  B  zeichnen  lassen.     In 

16* 
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beiden  Fällen  ist  ds  das  Element  einer  beliebigen  Curve, 
welches  den  Coordinaten  x,  y,  z  entspricht,  und  v  eine 
Function  dieser  drei  Variabelen  und  einer  durch  die  Gleichung 
(d)  gegebenen  Constanten  k. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kommt  darauf  hinaus,  zu 
zeigen,  dass  vermöge  der  Bewegungsgleichungen  die  Variation 
von  J  vds,  die  Grenzen  dieses  Integrals  als  fest  vorausgesetzt, 
gleich  0  ist:  dann  muss  sein  Werth  ein  Minimum  oder  ein 
Maximum  sein;  und  zwar  ist  er  stets  ein  Minimum,  sobald 
der  bewegte  Punkt  ganz  frei  ist;  denn  es  ist  offenbar,  dass 
Jvds  mit  der  Länge  der  Bahn  unbegrenzt  wachsen  kann 
und  daher  überhaupt  kein  Maximum  hat. 

Man  hat  nun  nach  den  einfachsten  Regeln  der  Varia- 
tionsrechnung 

8  J  vds  =  J  8(vds), 
8(vds)  =  Sv.ds  +  v8ds. 

Wenn  ferner  dt  das  Zeitelement  bedeutet,  so  ist 

ds  =  vdt, 
also 

Sv.ds  =  I  dt8(v*). 

Wenn  man  die  Gleichung  (d)  differenzirt  und  die  Differentiale 
dx,  dy,  dz  durch  die  Variationen  8x,  3y,  8z  ersetzt,  so  er- 
hält man 

1  8(v2)  =  X8x  +  Y8y  +  Z8z. 

Unter  Berücksichtigung  der  Werthe  von  cos  X,  cos  (i,  cos  v 
und  der  Gleichung 

8x         '    8y    "^    '    8z 
folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  des  §  151 

XSx  +  Y8y  +  Z8z  =  g  Sx  +  g  8y  +  ^^J  tz  -  NV8L. 

Das  Glied  N VdL  tritt  in  diese  Gleichung  überhaupt  nicht  ein, 


V 

\ 
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wenn  der  bewegte  Körper  ganz  frei  ist;  ist  er  gezwungen, 
sich  auf  der  Fläche  L  =  0  zu  bewegen,  so  ist  es  gleich  0 ; 
denn  wenn  alle  Curven,  die  man  mit  der  Bahn  des  bewegten 
Punktes  vergleicht,  gleichfalls  auf  dieser  Fläche  liegen,  so 
ist  8L  =  0 ;  daher  fällt  dieses  Glied  in  allen  Fällen  weg  und 
es  folgt  daraus 

8v.ds  =  idt8{v«)=^8x  +  ^8y+^8z. 

Was  das  zweite  Glied  vSds  der  Variation  von  vds  anbelangt, 
so  haben  wir 

ds*  =  dx»  +  dy*  +  dz« 

und  mithin 

Sds  =  ^  8dx  +  $^  Sdy  +  ^  6dz; 
ds  '    ds     -^    '    ds 

da  nun  ds  =  vdt  ist,  so  folgt  daraus,  wenn  wir  auf  der 
rechten  Seite  die  Ordnung  der  Operationszeichen  d  und  8 
umkehren : 

v8ds  =  -TT  dSx  +  ^  dSy  +  -j-  dSz. 
dt  '    dt      "^     '    dt 

Fasst  man  die  beiden  Theile  von  S(vds)  zusammen,  so  er- 
hält man: 

.(,d.)  -  d  {^^  8,  +  ^^  8y  +  I  &) ; 
und  hieraus  folgt: 


/ 


S(vds)  =  jT  Sx  +  -i^  6y  +  ;|i  8z  +  const. 


als  unbestimmtes  Integral  von  8(vd8).  Da  jedoch  die  beiden 
Endpunkte  A  und  B  als  fest  vorausgesetzt  sind,  so  müssen 
die  Variationen  8x,  dy,  8z,  welche  sich  darauf  beziehen, 
gleich  0  sein.  Das  bestimmte  Integral  J  8(vds),  genommen 
zwischen  den  Punkten  A  und  B,  welches  der  Variation 
8  J  vds  gleich  ist,  wird  daher  gleich  0 ;  und  dies  war  zu 
beweisen. 
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§  161«  Wenn  der  bewegliche  Punkt,  welcher  ge- 
zwungen ist,  sich  auf  einer  krummen  Fläche  zu  bewegen, 
von  keiner  gegebenen  Kraft  beeiniSusst  wird,  so  ist  seine  Ge- 
schwindigkeit constant  (§  157);  das  Integral  /vds  ist  dann 
gleich  dem  Producte  v  s.  Der.  Bogen  s,  den  der  Punkt  be- 
schreibt, ist  folglich  im  Allgemeinen  die  kürzeste  Linie  vom 
Punkte  A  nach  B;  und,  da  die  Bewegung  gleichförmig  ist, 
legt  in  diesem  Falle  der  bewegliche  Körper  auf  seiner  Bahn 
den  Weg  von  einem  Punkte  zu  einem  andern  in  einer 
kürzeren  Zeit  zurück,  als  wenn  er  gezwungen  wäre,  auf  der 
gegebenen  Fläche  irgend  eine  andere  Curve  zwischen  den- 
selben Punkten  zu  beschreiben.  Wenn  jedoch  die  gegebene 
Fläche  eine  vollständig  geschlossene  ist,  wie  z.  B.  eine  Kugel, 
so  sind  die  Punkte  A  und  B  die  Endpunkte  zweier  Bogen 
eines  grössten  Kreises,  von  denen  der  eine  kleiner,  der 
andere  grösser  ist,  als  alle  Bogen  kleinerer  Kreise,  die  von 
denselben  Punkten  begrenzt  werden;  und  dann  kann  der 
Punkt  beide  Theile  desselben  grössten  Kreises  durchlaufen, 
je  nach  dem  Sinne  seiner  zur  Kugel  tangentialen  Anfangs- 
geschwindigkeit k. 

Man  kann  die  Differentialgleichung  der  Bahn  in  einer 
Form  darstellen,  welche  die  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie 
auf  einer  beliebigen  Fläche  zum  Ausdrucke  bringt,  die  Eigen- 
schaft nämlich,  dass  die  Ebene  des  Krümmungskreises  der 
Bahn  überall  senkrecht  auf  der  Fläche  steht. 

Wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z  gleich  0  sind,  so  reduciren 
sich  die  Gleichungen  des  §  151  auf 


d^ 
dt* 

dV 
dt« 
d^ 
dt» 


=  N  cos  X, 
=  N  cos  [1, 


=  N  cos  V. 


Da  V  constant,  und  vt  =  s  ist,  so  hat  man : 
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d»x_    ,d»x 

dt«  ~  "   ds»' 
d»y         ,  dV 

-— ^  =    V  » 

dt^  da« 

d*z_    ,d^ 
dt^  "  ^    ds*' 

wenn  man  s  als  unabhängige  Variabele  betrachtet,  und  man 
kann  nun  die  vorhergehenden  Gleichungen  durch  folgende 
ersetzen : 

dxd'y  —  dyd*x        N  /dx  dy         .  \ 

-^ds« =  7»  Ids  ^'V--^ooB  Xj. 


dzd*x  —  dxd'z N  /dz        .        dx 

ds*  V*  \  ds  ds 


|-T-  cos  X  —  -z-  cos  vi» 


) 

N  /dy  dz  \ 


dyd^z  —  dzdV N  (dj  dz 

d? 

Multiplicirt  man  dieselben  resp.  mit  cos  v,  cos  (i,  cos  X  und 
addirt,  so  erhält  man  einfach: 

dxd*y  —  dyd^x  ,    dzd*x  —   dxd*z 

— d^ä — «'«^  +  — d? — "^^       .. 

,    dyd«z  —  dzdV        ,       ^      ^®^ 

Setzen  wir  die  Werthe  von  cos  X,  cos  |i,  cos  v  aus  §  151 
ein,  so  erhalten  wir  als  Differentialgleichung  der  Bahn: 

dxd'y  —  dyd^x  8L        dzd^x  —  dxd'z  8L 
ds»  8x  "^  ds»  8y 

dyd'z  —  dzd»y  8L  _  ^         ^^ 
"^  ds»  8z  ~  ^" 

Hierin  setzen  wir  den  Werth  einer  der  drei  Coordinaten  x, 
y,  z  als  Function  der  beiden  andern  aus  der  Gleichung 
L  =  0  ein,  integriren  hierauf  die  dadurch  entstehende 
Gleichung  zwischen  zwei  Yariabelen  und  bestimmen  die  beiden 
willkürlichen  Gonstanten,  die  das  Integral  enthält,  daraus, 
dass  die  Curve  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  der  ge- 
gebenen Fläche  gehen  muss.  Die  Gleichung,  welche  man  auf 
diese  Weise  erhält,  und  welche  von  der  Grösse  und  Richtung 
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der  Anfangsgeschwindigkeit  k  unabhängig  ist,  ist  die  der 
kürzesten  Linie  zwischen  den  beiden  Punkten. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  a,  ß,  7  die  Winkel,  welche  die 
Normale  def  Berührungsebene  einer  beliebigen  Curve  im 
Punkte  X,  y,  z  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  bildet  und 
setzen  zur  Abkürzung: 

|/  (dxd  V  —  dyd^x)«  +  (dzd^x  —  dxd^)«  +  (dyd^z  —  dzd  V)^  =  h, 
so  erhalten  wir,  gemäss  den  Gleichungen  (3)  des  §  19: 

cos  ^  =  -r  (dyd*z  -  dzd*y), 
cos  ß  =  r  (dzd'x  —  dxd*z), 
cos  7  =  1-  (dxd'y  —  dyd'x), 

wo  diese  Winkel  mit  X,  |jl,  v  bezeichnet  sind.  Vermöge  der 
Gleichung  (e)  ist  daher 

cos  X  cos  a  -j-  cos  |i  cos  ß  +  cos  v  cos  t  =  0, 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  die  Normale  der  Schmiegungsebene 
der  Bahn  und  die  Normale  der  gegebenen  Fläche  auf  einander 
senkrecht  stehen ;  und  daraus  folgt  wieder,  dass  die  Gleichung 
(f ),  welche  der  kürzesten  Linie  zukommt,  auch  diejenige  der 
Curve  ist,  deren  Schmiegungsebene  überall  auf  der  gegebenen 
Fläche  senkrecht  steht;  daher  fallen  diese  beiden  Linien  zu- 
sammen, wenn  sie  durch  dieselben  Endpunkte  A  und  B 
gehen  sollen. 

Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  diese  Punkte  einer  Krüm- 
mungslinie der  gegebenen  Oberfläche  angehören,  diese  Linie 
die  kürzeste  Verbindung  der  beiden  Punkte  ist;  denn  ihre 
Berührungsebene  fOr  einen  beliebigen  Punkt  enthält  zwei  auf- 
einander folgende  Normalen  der  gegebenen  Fläche  und  steht 
demnach  selbst  senkrecht  auf  dieser  Fläche. 
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III. 
Anwendung^  des  Vorigren  auf  die  Bewegrung  des  Lichtes. 

§  162«  Der  Satz  des  §  160  ist  unter  dem  Namen  des 
«Princips  des  kleinsten  Kraftaufwandes"  bekannt. 
Man  hat  ihn  von  einem  metaphysischen  Gesichtspunkte  aus 
so  genannt,  unter  dem  man  ihn  ursprünglich  betrachtete, 
den  man  jedoch  später  mit  Recht  hat  fallen  lassen.  Indessen 
kann  es  noch  jetzt  von  Nutzen  sein,  hier  eine  der  ersten 
Anwendungen  auseinanderzusetzen,  die  man  von  diesem  Princip 
gemacht  hat,  nämlich  die  auf  die  Reflexion  und  Brechung 
des  Lichtes  in  der  Emissionstheorie. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  homogenen  Mittel 
bewegt,  bleibt  seine  Richtung  dieselbe  und  seine  Geschwin- 
digkeit constant;  geht  er  aber  aus  einem  Mittel  in  ein 
anderes  über,  so  ändert  sich  seine  Richtung  und  seine  Ge- 
schwindigkeit. Beim  üebergange  selbst  beschreibt  er  eine 
Curve  von  sehr  kleiner  Länge,  von  der  man,  ohne  einen 
merklichen  Fehler  zu  begehen,  absehen  darf.  Die  Bahn  eines 
Lichttheilchens  setzt  sich  daher  aus  zwei  graden  Linien  zu- 
sammen, von  denen  jede  in  einer  gleichförmigen  Bewegung 
zurückgelegt  wird.  Bezeichnen  wir  mit  y  und  y'  die  Längen 
dieser  Linien,  mit  n  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im 
ersten,  mit  n'  die  im  zweiten  Mittel,  so  erhält  man  ny  als 
Werth  des  Integrals  /vds,  genommen  vom  Ausgangspunkte 
des  Lichttheilchens  bis  zu  seinem  Eintritt  in  das  zweite 
Mittel,  und  n'y'  als  Theil  des  Integrals,  der  sich  auf  das 
zweite  Mittel  bezieht;  folglich  ist  dieses  Integral,  erstreckt 
über  die  Bahn  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  gleich  ny  +  n'y' ; 
und  diese  Summe  muss  nach  dem  Princip  des  kleinsten 
Kraftaufwandes  ein  Minimum  werden. 

Wenn  das  zweite  Mittel  eine  durchsichtige  krystallisirte 
Substanz  ist,  so  wird  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in 
derselben  im  Allgemeinen  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls 
abhängen,  so  dass  sie  für  denselben  Strahl  constant  ist,  von 
Strahl  zu  Strahl  sich  aber  ändert.  Die  Erscheinung  der 
Doppelbrechung^    welche  sich  beim  Isländischen  Doppelspath 
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und  bei  den  meisten  durchsichtigen  Krystallen  zeigt,  beruht 
auf  dem  Geschwindigkeitsunterschiede  der  verschiedenen  Licht- 
strahlen, welche  den  Krystall  durchsetzen.  Man  muss  daher 
die  Geschwindigkeit  n'  als  eine  Function  der  Winkel  an- 
sehen, welche  die  Richtung  jedes  Strahles  bestimmen,  und. 
das  Brechungsgesetz  hängt  von  der  Form  ab,  die  man  dieser 
Function  zuschreibt.  Mit  Hülfe  einer  passenden  Hypothese 
über  diese  Form  ist  es  Laplace  gelungen,  das  Gesetz  der 
Doppelbrechung,  welches  von  Huyghens  entdeckt  und  von 
Malus  bestätigt  worden  war,  aus  dem  Princip  des  kleinsten 
Kraftaufwandes  abzuleiten,  [Memoire  de  la  premiere  classe 
de  rinstitut,  pour  Tannee  1809J;  aber  es  ist  hier  nicht  der 
Ort,  diese  Theorie  auseinanderzusetzen:  wir  werden  uns 
darauf  beschränken,  den  Fall  zu  betrachten,  wo  alle  Strahlen 
sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen,  welches  auch 
ihre  Richtungen  sein  mögen.  In  der  folgenden  Berechnung 
werden  mithin  die  Geschwindigkeiten  n  und  n'  als  für  jedes 
Mittel  besonders  gegebene  Grössen  angesehen,  die  von  der 
Richtung  der  Lichtstrahlen  unabhängig  sind. 

§  163.  Seien  nun  A  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  End- 
punkte der  Bahn  eines  Lichtpunktes.  Wir  legen  durch  diese 
beiden  Punkte  eine  Ebene,  welche  die  als  eben  vorausgesetzte 
Trennungsfläche  der  beiden  Medien  senkrecht,  und  zwar  in 
der  Geraden  CD,  schneidet.  Sei  femer  ABB  eine  im  Punkte 
E  gebrochene  Linie,  welche  die  Projection  der  Bahn  des 
Lichtes  auf  diese  Ebene  darstellt,  und  AF,  BG,  HEE  senk- 
recht zu  CD.  Da  die  Lage  der  Punkte  A  und  B  gegeben 
ist,  so  sind  die  Linien  AF,  BG  und  FG  bestimmt;  die  Lage 
des  Punk'tes  E,  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  aber 
unbekannt  und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimums 
bestimmt  werden.     Wir  setzen  zu  dem  Ende 

AF  =  a,      BG  =  b,      FG  =  c, 
Z.  AEH  =  X,       Z  BEK  =  x; 

dann  folgt  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  AEF  und  BGE : 

EF  =  a  tg  X, 
EG  =  b  tg  x, 


AbleituDf^  des  Brechnngsgesetzes  in  der  EmisRionstheorie.        251 

und  es  ist  daher 

a  tg  X  +  b  tg  x'  =  c.  (a) 

Der  Lichtstrahl  durchdringt  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Projection  auf  die 
Ebene  der  Figur  der  Punkt  E  ist.  Bezeichnen  wir  mit  z  den 
Abstand  dieses  unbekannten  Punktes  von  E,  so  ist  y  die 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten  z 
und  AE  sind,  und  y'  die  eines  anderen,  dessen  Katheten  z 
und  BE  sind.  Aus  den  Dreiecken  AEF  und  BEG  ergibt 
sich  aber 

AE  =  -  ^    . 
cos  X 


BE=-^ 


-  .» 


cosx 
und  mithin  hat  man: 


cos'x 


Setzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  ny  +  n'y'  ein,  so 
wird  derselbe  eine  Function  von  z,  x  und  x',  und  es  müssen 
nun  diese  Variabelen,  von  denen  die  beiden  letzteren  durch 
die  Gleichung  (a)  mit  einander  verbunden  sind,  so  bestimmt 
werden,  dass  diese  Function  ein  Minimum  wird.  Damit  dieser 
Fall  eintrete  ist  erstens  erforderlich,  dass  der  Differential- 
quotient der  Function  nach  z  verschwindet,  d.  h.  dass 

8y    ,      ,  8y'        nz    ,   n'z         ^ 

oz  oz       y       y 

wird.  Diese  Bedingung  ist  fär  beliebige  Werthe  von  y  und 
y  nur  dann  erfUUt,  wenn  z  =  0  ist;  und  daraus  geht  her- 
vor, dass  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Medien  im  Punkte  E  durchschneidet,  mithin  aus  der  durch 
die  Punkte  A  und  B  gelegten  Normalebene  nicht  heraustritt. 
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Setzt  man  nun  z  =  0,  so  erhält  man  einfach 

,      f  ,         na      ,      n'b 

ny  +  n  y  = h 


cos  X       cos  X 

und,  indem  man  das  vollständige  Differential  dieser  Function 
gleich  0  setzt: 

na  sin  x  dx    ,    n'b  sin  x'  dx' 

cos^  X  cos-*  X 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (a)  ergibt  sich  gleichzeitig 

adx      ,     bdx'   

COS^  X        cos'x 

dx' 
und  wenn  man   aus  diesen  beiden  Gleichungen  -r-  eliminirt, 

so  findet  man: 

n  sin  X  =  n'  sin  x'.  (b) 

Die  Gleichungen  (a)  und  (b)  bestimmen  die  Werthe  von  x 
und  x',  welche  dem  Minimum  von  ny  -f-  n'y'  entsprechen. 
Nachdem  man  den  Werth  von  x  berechnet  hat,  kann  man 
den  Punkt  E  construiren,  indem  man  EF  =  a  tg  x  macht; 
zieht  man  darauf  die  Linien  AE  und  BE,  so  stellt  die  ge- 
brochene Linie  AEB  den  Weg  dar,  den  der  Lichtstrahl  nimmt, 
um  vom  Punkte  A  nach  B  zu  gelangen. 

Den  Winkel  AEH,  den  der  einfallende  Strahl  AE  mit 
der  Normalen  der  Trennungsfläche  der  beiden  Medien  bildet, 
nennt  man  den  Einfallswinkel;  der  Winkel  BEK  zwischen 
der  Verlängerung  dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen 
Strahle  heisst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
sind  hier  mit  x  und  x'  bezeichnet  worden.  Die  Gleichung 
(b)  liefert  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfalls- 
winkel gegeben  ist,  und  zeigt,  dass  die  Sinus  des  Einfalls- 
und Brechungswinkels  zu  einander  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse stehen. 

Dies  ist  das  bekannte  von  Descartes  entdeckte  Brechungs- 
gesetz. Das  Verhältniss  der  beiden  Sinus  hängt  von  dem 
der  Geschwindigkeiten  n  und  n'  des  Lichtes  in  den  betrach- 
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teten  Mitteln  ab  und  ändert  sich  daher  mit  den  verschiedenen 
durchsichtigen  Medien. 

§  164«  Wenn  der  Lichtstrahl,  anstatt  in  das  zweite 
Mittel  einzudringen,  an  der  Grenzfläche  zurückgeworfen  wird, 
so  ist  seine  Geschwindigkeit  constant  für  seine  ganze  Bahn, 
da  diese  alsdann  ganz  in  einem  einzigen  Mittel  verläuft. 
Das  Integral  /vds  ist  dann  gleich  der  ganzen  Länge  der 
Bahn,  multiplicirt  mit  dieser  constanten  Geschwindigkeit; 
folglich  muss,  nach  dem  Princip  des  kleinsten  Kraftaufwandes, 
diese  Länge  ein  Minimum  sein. 

Setzen  wir  nun  wie  im  vorigen  Paragraphen  voraus, 
dass  die  Grenzfläche  eine  Ebene  sei.  Seien  A  und  B  (Fig.  41) 
die  beiden  Endpunkte  der  Bahn  und  denken  wir  uns  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene  senkrecht  zur  Trennungsfläche  ge- 
legt, welche  die  letztere  in  CD  schneidet.  Jedes  Lichttheilchen 
muss  nun  vom  Punkte  A  nach  B  in  derjenigen  gebrochenen 
Linie  AEB  gehen,  welche  von  allen  an  der  Trennungsfläche 
sich  in  das  erste  Mittel  zurückwendenden  die  kürzeste  ist. 
Dann  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  diese  Linie  in  der  Normal- 
ebene der  Grenzfläche  liegen  muss;  denn  jede  andere  Bahn 
würde  länger  sein,  als  ihre  Projection  auf  diese  Ebene; 
ferner  lässt  sich  ohne  jede  Rechnung  zeigen,  dass  die  kürzeste 
gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei  gleiche  Winkel 
mit  der  Geraden  CD  bildet,  d.  h.  dass,  wenn 

Z.  AEC  =  BED 

ist,  die  Linie  AEB  kürzer  ist,  als  jede  andere,  gebrochene 
Linie  AE'B,  deren  Wendepunkt  E'  ebenso  wie  E  der  Geraden 
CD  angehört. 

Fällen  wir,  zum  Beweise,  von  A  auf  CD  die  Senkrechte 
AF,  verlängern  dieselbe  um  die  Strecke  FA'  =  AF  und  ver- 
binden A'  mit  E  und  E':  so  ist 

^  AEC  =  AEC, 
mithin  auch 

^  BED  =  AEC. 

Daher  ist  die  Linie  A'EB  eine  gerade,  also 
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A'E  +  EB  <  A'E'  +  E'B. 

Da  aber  A'E  ^  AE  und  A'E'  =  AE'  ist,  so  folgt  daraus : 

AE  +  EB  <  AE'  +  E'B, 

was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  Senkrechte  EH  auf  CD, 
so  sind  AEH  und  BCH  der  Einfalls-  und  Reflexionswinkel 
des  Lichtstrahles,  der  vom  Punkte  A  nach  B  geht.  Diese 
Winkel  sind  einander  gleich,  als  Complemente  der  gleichen 
Winkel  AEC  und  BED ;  und  daraus  ergibt  sich  das  bekannte 
Gesetz  der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  aussagt,  dass  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 

§  165«  Bei  Zulassung  der  Emissionstheorie  kann  man 
die  Qesetze  der  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  auch 
aus  der  Formel  fQr  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes,  welcher  anziehenden  Kräften  unterworfen  ist  (§  158), 
herleiten.  Da  uns  diese  Frage  ein  —  sowohl  wegen  der 
Natur  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Kräfte,  als  auch 
wegen  seiner  Anwendung  in  der  Physik  —  interessantes 
Beispiel  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  bietet,  so 
wollen  wir  dieselbe  für  den  gewöhnlichen  Fall  lösen,  in  dem 
die  beiden  Mittel,  in  denen  sich  das  Licht  bewegt,  nicht 
krystallisirt  sind. 

In  der  Emissionstheorie  macht  man  die  Hypothese,  dass 
jedes  Lichttheilchen  der  Attraction  aller  materiellen  Punkte 
des  Mittels,  welches  es  durchdringt,  unterworfen  sei,  und 
betrachtet  diese  Attractionskraft  als  eine  unbekannte  Function 
der  Entfernung,  von  der  man  nur  weiss,  dass  sie  sehr  schnell 
abnimmt,  wenn  die  Entfernung  grösser  wird,  so  dass  sie 
ganz  unmerklich  ist,  sobald  dje  Entfernung  eine  merkliche 
Grösse  hat.  Bezeichnen  wir  zum  Beispiel  mit  r  die  Entfer- 
nung des  angezogenen  Punktes  vom  anziehenden,  mit  a  eine 
Strecke  von  endlicher,  aber  unmerklicher  Grösse  und  mit  e 
die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen:  dann  kann  man  eine 

r 

Kraft  der  genannnten  Art  durch  den  Ausdruck  Ae     °    dar- 
stellen;   A   ist   die  Intensität    derselben  für   eine    unendlich 
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kleine  Entfernung  r;  sobald  aber  diese  Entfernung  eine  merk- 
liche Grösse  hat  und  mithin  vielmal  grösser  ist  als  oc,  so  hat 
diese  Function  keinen  merklichen  Werth  mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  homogenen  Mittel 
von  constanter  Dichtigkeit  bewegt,  heben  sich  die  anziehen- 
den Kräfte;  denen  er  unterworfen  ist,  gegenseitig  auf,  und 
seine  Bewegung  ist  geradlinig  und  gleichförmig.  Denken  wir 
uns  nun  das  Lichttheilchen  im  Punkte  M  (Fig.  42),  sehr  nahe 
an  der  Trennungsfläche  CD  zweier  Mittel  angekommen.  Diese 
Grenzfläche  sei  horizontal ;  wir  fallen  auf  dieselbe  vom  Punkte 
M  eine  Senkrechte  MP  und  denken  uns  im  oberen  Mittel 
zwei  Ebenen  CD'  und  CD"  parallel  zu  CD  gelegt,  deren 
Abstand  von  einander  gleich  MP  ist,  und  von  denen  die 
erstere  durch  den  Punkt  M  geht.  Offenbar  sind  dann  die 
anziehenden  Kräfte,  die  von  den  beiden  Schichten  des  oberen 
Mittels  zwischen  CD  und  CD',  und  zwischen  CD'  und  C'D" 
auf  das  Lichttheilchen  in  M  ausgeübt  werden,  einander  gleich 
und  entgegengesetzt;  sie  heben  sich  daher  auf,  und  der  be- 
wegliche Punkt  erfährt  nur  eine  Attraction  von  dem  Theile 
des  oberen  Mittels,  der  oberhalb  C'D"  liegt,  und  von  dem 
ganzen  unteren  Mittel.  Diese  beiden  Kräfte  werden  senkrecht 
gegen  CD  gerichtet  sein  und  werden  sich  mit  der  Entfernung 
MP  nach  unbekannten  Gesetzen  ändern,  jedoch  so,  dass  beide 
unmerklich  sind,  wenn  MP  eine  merkliche  Grösse  hat,  und 
dass  sie  ihr  Maximum  erreichen,  wenn  diese  Entfernung  gleich 
Null  ist,  d.  h.  wenn  das  Lichttheilchen  an  der  Trennungs- 
fläche der  beiden  Mittel  angekommen  ist. 

Zur  Zeit  t  sei  z  die  Entfernung  MP,  und  Z  und  Z'  un- 
bekannte Functionen  von  z,  welche  die  beschleunigenden 
Kräfte  darstellen,  die  von  den  Attractionen  des  unteren  und 
des  über  CD"  gelegenen  Theiles  des  oberen  Mediums  her- 
rühren. Die  ganze  beschleunigende  Kraft,  welche  z  zu  ver- 
mindern strebt,  wird  die  Differenz  Z  —  71  sein ;  daher  erhält 
man  für  das  obere  Mittel 


,  +  Z  -  Z'  =  0  (1) 


dt 
als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 
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Wenn  dieser  bewegte  Punkt  die  Fläche  CD  in  einem 
Punkte  überschritten  hat  und  in  das  untere  Medium  bis  zu 
einem  Punkte  M'  eingedrungen  ist,  dessen  Abstand  M'P'  von 
CD  auch  durch  z  dargestellt  werden  möge,  so  sieht  man 
leicht,  dass  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Variabele 
zu  verkleinem  strebt,  alsdann  gleich  der  Differenz  71  —  Z 
ist,  so  dass  man  als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  im 
unteren  Mittel  erhält: 

^,  +  Z-Z  =  0.  (2) 

Was  die  horizontale,  also  CD  parallele,  Bewegung  anbe- 
trifft, so  ist  dieselbe  gleichförmig,  und  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit ändert  sich  nicht  beim  Uebergange  von  einem 
Mittel  in  das  andere;  denn  die  anziehenden  Kräfte  jedes 
Mittels  in  Richtung  von  CD  heben  sich  gegenseitig  auf,  und 
der  Lichtstrahl  ist  in  diesem  Sinne  keiner  beschleunigenden 
Kraft  unterworfen.  Bezeichnen  wir  daher  mit  k  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes  in  einem  Punkte  A  des  oberen 
Mittel.^,  der  einen  merklichen  Abstand  von  CD  hat,  und  mit 
a  den  spitzen  Winkel,  welchen  die  Richtung  dieser  Geschwin- 
digkeit mit  der  Verticalen  bildet,  so  hat  man  in  jedem  Augen- 
blicke k  sin  a  als  Geschwindigkeitscomponente  parallel  CD. 
Wenn  der  Lichtstrahl  um  eine  merkliche  Strecke  in  das 
untere  Mittel  eingedrungen  ist,  und  man  den  Zeichen  k'  und 
ru  die  entsprechende  Bedeutung  für  einen  Punkt  A'  des 
unteren  Mittels  beilegt,  die  k  und  a  für  das  obere  haben, 
so  ergibt  sich  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
theilchens  als  k'  sin  a'  und  man  erhält  mithin  die  Gleichung : 

k  sin  a  =  k'  sin  a.  (3) 

Man  sieht  wieder  a  priori,  dass  die  Bahn  des  beweg- 
lichen Punktes  eine  ebene  Curve  sein  muss,  deren  Ebene 
senkrecht  auf  der  Trennungsfläche  steht;  es  erübrigt  daher 
nur,  die  auf  CD  senkrechte  Componente  seiner  Geschwindig- 
keit zu  bestinunen,  sowohl  für  das  obere  wie  für  das  untere 
Mittel,  für  eine  beliebige  Entfernung  z  von  der  Trennungs- 
flächo  CD. 
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§  166«     Wir  wollen  diese  Qeschwindigkeit  mit  u  be- 
zeichnen, so  dass  wir  fOr  beide  Mittel 

dz^ 
dt'»  =  " 

haben.  Multipliciren  wir  die  Gleichung  (1)  mit  2dz,  inte- 
griren  und  nennen  die  willkürliche  Constante  c,  so  erhalten 
wir  für  das  obere  Mittel: 

u'  =  c  +  2/Z'dz  —  2/Zdz. 

Die  beiden  Integrale  mögen  mit  z  verschwinden  und  in  einer 
merklichen  Entfernung  von  CD  die  Werthe  h'  und  h  haben. 
Man  wird  dann  die  Integration  von  0  bis  unendlich  erstrecken 
dürfen,  da  für  alle  eine  gewisse  GrOsse  übersteigende  Werthe 
von  z  die  Functionen  Z  und  71  und  mithin  die  entsprechen- 
den Theile  jener  Integrale  nach  der  Voraussetzung  unendlich 
klein  werden.     Man  darf  also  schreiben: 


Zdz,       h'  =   /    7/dz. 


Andererseits  ist  für  einen  merklichen  Werth  von  z 

u*  ==  k*  cos^  a 
und  somit  erhält  man: 

k»  cos»  a  =  c  +  2h'  —  2h. 

Setzt  man  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  von  c  in  den 
allgemeinen  Ausdruck  für  u'  ein,  so  erhält  man  für  einen 
beliebigen  Punkt  M: 

u»  =  k>  cos«  a  +  2h  —  2h'  +  2/Z'dz  —  2/Zdz. 

Sei  nun  k,  die  Geschwindigkeit  des  Lichttheilchens  im 
Punkte  E  der  Trennungsfläche  CD,  und  04  der  Winkel, 
welchen  ihre  Richtung  mit  der  Normalen  bildet.  Dann  ist 
für  diesen  Punkt 

u*  =  k|  cos«  04 ; 

da  aber  für  diesen  Punkt  z  =  0   ist,    so  verschwinden  für 

Pfannstiel,  PoiMon*i  Lchrbaeh  dar  Mecbnnik.  17 
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denselben  die  beiden  letzten  Terme  der  vorigen  Gleichung, 
und  dieselbe  geht  über  in: 

k;  cos«  aj  =  k*  cos*  a  +  2h  -  2h'.  (4) 

Wenn  nun  der  Lichtstrahl  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Medien  erreichen  soll,  so  muss  die  rechte  Seite  dieser  Gleich- 
ung eine  positive  Grösse  sein,  und  dazu  ist  erforderlich,  dass 

h'  <C  h  +  ö  ^^  ßös*  a 

ist. 

Wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist  —  und  dieser 
Fall  kann  eintreten,  wenn  die  Anziehung  des  oberen  Mediums 
grösser  ist,  als  die  des  unteren  —  so  ist  die  verticale  Ge* 
schwindigkeit  des  Lichttheilchens  erschöpft,  bevor  es  die 
Ebene  CD  erreicht  hat.  Die  Bahn  hat  dann  einen  Punkt,  in 
welchem  ihre  Tangente  horizontal  ist.  In  diesem  Punkte  an- 
gekommen, wendet  sich  das  Lichtpartikelchen  wieder  nach 
oben;  die  beiden  Zweige  seiner  Bahn,  die  in  diesem  Punkte 
zusammentreffen,  werden  ähnlich  sein,  da  sie  unter  dem  Ein- 
flüsse von  Kräften  beschrieben  werden,  welche  gleichzeitig 
mit  z  ihre  alten  Werthe  wieder  erreichen;  und  für  eine 
merkliche  Grösse  von  z  verwandeln  sich  die  beiden  Zweige 
in  grade  Linien,  welche  mit  dem  Einfallslothe  gleiche  Winkel 
bilden ;  das  heisst  mit  anderen  Worten :  der  Reflexionswinkel 
ist  gleich  dem  Einfallswinkel. 

Wenn  dagegen  die  Attraction  des  unteren  Mittels  die 
des  oberen  an  Grösse  übertrifft,  und  die  obige  Bedingung  er- 
füllt ist,  so  wird  der  Lichtstrahl  in  das  untere  Mittel  ein- 
dringen, und  zwar  mit  einer  zu  CD  senkrechten  Geschwin- 
digkeit, welche  sich  aus  der  Gleichung  (4)  ergibt.  In  diesem 
Falle  erhält  man  aus  der  für  dieses  Mittel  geltenden 
Gleichung  (2) 

u«  =  k*  cos«  04  +  2/Zdz  —  2/ Z'dz, 

wo  wieder  die  Integrale  mit  z  zugleich  verschwinden.  In 
einer  merklichen  Entfernung  von  CD  hat  man 

U«  =  k'*  cos*  OL; 
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mithin  erhält  man 

k'*  cos*  a  =  k|  cos*  04  -|-  2h  —  2h' 

und  durch  Elimination  von  k|  cos*  o^  mit  Hülfe  der  Gleich- 
ung (4) 

k'*  cos*  a  =  k*  cos*  a  +  4h  —  4h'.  (5) 

Damit  also  der  Lichtstrahl  nach  dem  Ueberschreriten  der 
Grenzfläche  CD  bis  zu  einer  merklichen  Tiefe  in  das  untere 
Mittel  eindringe,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

h'  <  h  +  j  k*  cos*  a 

ist.  Wenn  aber  h'  zwar  kleiner  als  h  -|-  ö-  ^^  cos*  a,  da- 
gegen grösser  als  h  -f~  7  ^^  cos*  a  ist,    so    kann    das  Licht- 

theilchen  nur  bis  zu  einer  unmerklichen  Tiefe  in  das  untere 
Mittel  eindringen  und  muss  hierauf  wieder  in  das  erste  Mittel 
zurückkehren;  in  diesem  Falle  sind  die  beiden  Zweige  seiner 
Bahn  wieder  einander  ähnlich  von  dem  Punkte  an,  in  dem 
es  sich  zurückzuwenden  beginnt.  Folglich  wird  das  Licht, 
wie  im  vorhergehenden  Falle  unter  einem  dem  Einfallswinkel 
gleichen  Reflexionswinkel  reflectirt.  Es  gibt  also  nach  der 
Theorie,  die  wir  hier  betrachten,  zwei  verschiedene  Fälle 
der  Reflexion. 

§  167«  Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  keiner  von  beiden 
Fällen  vorliege,  dass  also  der  Lichtstrahl  gebrochen  wird. 
Nach  Gleichung  (3)  ist: 

k'*  sin*  a'  =  k*  sin*  a; 

addirt  man  hierzu  die  Gleichung  (5),  so  kommt 

k'*  =  k*  +  4h  —  4h',  (6) 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit, 
den  das  Lichtpartikelchen  erfährt,  wenn  es  vom  Punkte  A 
des  oberen  Mittels  nach  dem  Punkte  A'  des  unteren  geht, 
von  dem  Wege,  den  es  dabei  einschlägt,  unabhängig  ist, 
wie  dies  nach  §  157  auch  sein  muss. 

17* 
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Ferner  folgt  aus  den  Oleichungen  (3)  und  (6) 

^^^  =  ^ (7) 

sin  a       /k«  +  4  (h  —  h')'  ^  ^ 

eine  Formel,  welche  das  Gesetz  des  constanten  Verhältnisses 
zwischen  dem  Sinus  des  Brechungs-  und  dem  des  Einfalls- 
winkels ausdrückt,  und  welehe  den  Werth  dieses  Quotienten 
als  Function  der  Geschwindigkeit  k  des  Lichtes  in  dem  einen 
der  beiden  Medien  und  der  Differenz  h  —  h'  ihrer  brechen- 
den Kräfte  h  und  h'  darstellt. 

Wenn  das  untere  Mittel  von  zwei  parallelen  Ebenen  be- 
grenzt ist,  und  wenn  sich  unterhalb  desselben  das  nämliche 
Mittel  befindet,  wie  oberhalb,  so  lehrt  die  Erfahrung,  *  dass  das 
Licht,  nachdem  es  die  beiden  Grenzflächen  des  zwischenliegen- 
den Mittels  durchdrungen  hat  und  zweimal  gebrochen  worden 
ist,  eine  Richtung  annimmt,  die  der  im  oberen  Mittel  parallel 
ist.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  der  Gleichung  (7) ;  denn  wenn 
man  mit  a"  den  Winkel  bezeichnet,  den.  der  Lichtstrahl  nach 
seinem  Austritte  aus  dem  zwischenliegenden  Mittel  mit  der 
Verticalen  bildet,  so  muss  man,  um  sin  et"  zu  bestimmen,  in 
dieser  Gleichung  die  Grössen  h  und  h'  mit  eihander  ver- 
tauschen und  k',  a,  a!'  an  Stelle  von  k,  a,  a  setzen.  Man 
erhält  daher 

sm  a  k 


sin  a        yk'«+4(h'  —  h) 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (6)  und  (7) 


sina"       V^k^  +  4(h 

h')       sin  a 

sin  a'                     k 

■  "- —    .      /» 
sma 

woraus  folgt: 

a    —  a. 

Die  Erscheinung  der  Dispersion,  welche  von  einem 
verschiedenen  Werthe  des  Brechungswinkels  a'  für  ver- 
schieden gefärbte  Lichtstrahlen,  aus  denen  sich  der  ein- 
fallende Strahl'  zusammensetzt,  herrührt,  findet  nach  der 
Gleichung  (7)  ihre  Erklärung  entweder  in  einer  Ungleichheit 
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der  Geschwindigkeiten  k  fttr  verschieden  gefärbte  Strahlen, 
oder  in  einer  Ungleichheit  der  Einwirkung  jedes  Mittels  auf 
diese  Strahlen,  welche  verschiedene  Werthe  von  h  —  h'  zur 
Folge  haben  würde. 

§  168.  Die  Gleichung  (7)  zeigt  ferner,  dass  das  Ver- 
hältniss  des  Sinus  des  Brechungswinkels  zu  dem  des  Einfalls- 
winkels, ceteris  paribus,  sich  mit  der  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  ändert.  Betrachtet  man  nun  einen  Stern,  der  in  der 
Ebene  der  Ekliptik  liegt,  so  gibt  es  im  Jahre  eine  Zeit, 
während  welcher  die  Geschwindigkeit  der  Erde  der  des 
Lichtes  entgegengesetzt  ist,  und  eine  andere  Periode,  während 
welcher  beide  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  haben; 
deshalb  wird  die  relative  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in 
einem  Mittel,  welches  sich  mit  der  Erde  bewegt,  während 
der  erstgenannten  Zeit  merklich  grösser  sein,  als  während 
der  zweiten.  Das  Yerhältniss,  um  dass  es  sich  handelt, 
müsste  demnach  auch  in  diesen  beiden  Fällen  verschieden 
sein.  Es  haben  jedoch  sehr  genaue  Versuche,  welche  Arago 
angestellt  hat,  das  Gegentheil  gezeigt,  nämlich,  dass  sich 
dieses  Yerhältniss  während  des  ganzen  Jahres  nicht  merklich 
ändert,  und  dass  ausserdem  seine  Grösse  gleich  ist  fQr  die 
Sonne  und  fQr  die  verschiedensten  Sterne,  von  denen  das 
Licht  herkommt. 

Welche  Theorie  vom  Lichte  man  aber  auch  annehmen 
mag:  immer  bleibt  es  eine  merkwürdige  Thatsache,  dass  die 
Zusammenwirkung  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  mit  der 
der  Erde,  welche  sich  in  der,  als  Aberration  bekannten, 
scheinbaren  Bewegung  der  Sterne  zeigt,  keinen  bemerkbaren 
Einfluss  auf  die  Brechung  des  Lichtes  hat,  welches  uns  jene 
zu  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  zusenden. 

Im  leeren  Räume  ist  die  Bewegung  des  directen  oder 
reflectirten  Lichtes  gleichf&rmig,  und  seine  Geschwindigkeit 
von  der  Lichtquelle,  von  der  es  ausgeht,  unabhängig.  Diese 
Geschwindigkeit  ist  so  gross,  dass  das  Licht  den  Weg  von 
der  Sonne  zur  Erde  zur  Zeit  der  mittleren  Entfernung  in 
493,34  Secunden  zurücklegt,  woraus  sich  für  die  Secunde  ein 
Weg  von  309500  Kilometern  ergibt. 
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Ein  Lichtstrahl,  der  von  der  Sonne  oder  einem  Sterne 
ausgesandt  wird,  muss  in  seiner  Geschwindigkeit,  wie  jeder 
andere  geworfene  Körper,  eine  Verzögerung  erfahren,  die  von 
der  Attraction  des  ausstrahlenden  Körpers  auf  jedes  Licht- 
partikelchen herrührt.  Aber  diese  Verzögerung  ist  nur  ein 
sehr  kleiner  Bruchtheil  der  Endgeschwindigkeit  des  Lichtes. 
Wenn  zum  Beispiel  die  Schwerkraft  an  der  Oberfläche  der 
Sonne  27  V^  mal  so  gross  als  die  an  der  Erdoberfläche  —  wie 
wir  in  der  Folge  sehen  werden  —  und  der  Sonnenradius 
gleich  110  Erdradien  ist,  so  ergibt  sich  aus  §  148,  dass  die 
Geschwindigkeit  des  Lichtes,  um  in  einer  grossen  Entfernung 
von  der  Sonne  309500  Kilometer  zu  betragen,  an  ihrer  Ober- 
fläche noch  nicht  einmal  um  den  zweimilliondten  Theil  grösser 
gewesen  zu  sein  braucht. 


Cap.  IT. 

Die  Centrifügal-Kraft. 

§  169*  Der  Druck,  den  ein  materieller  Punkt  auf  eine 
Gurve  ausübt,  auf  der  er  bei  seiner  Bewegung  bleiben  muss, 
ist  nicht  derselbe,  als  wenn  er  sich  auf  dieser  Gurve  im 
Gleichgewichte  befände.  Der  Zustand  der  Bewegung  ist  die 
Ursache  eines  besonderen  Druckes,  welchen  man  die  Cent ri- 
fugalkraft  nennt,  weil  man  denselben  zuerst  am  Kreise 
beobachtet  hat,  wo  er  die  Richtung  des  verlängerten  Radius 
hat  und  den  bewegten  Körper  fortwährend  vom  Gentrum  zu 
entfernen  strebt.  Wir  wollen  diese  Kraft  bei  einer  beliebigen 
Gurve  betrachten. 

Seien  M^M  und  MM'  (Fig.  43)  zwei  aufeinanderfolgende 
gleiche  Elemente  der  gegebenen  Gurve,  H  und  H'  ihre  Mitten, 
MT  und  M'T'  ihre  Verlängerungen.  Ihre  Ebene  und  der 
Winkel  TMT'  sind  die  Berührungsebene  und  der  Berührungs- 
winkel der  Gurve  im  Punkte  M,  und  die  Halbirungslinie  MO 
des  Winkels  M^MM'  ist  die  Richtung  des  Krümmungsradius 
im  Punkte  M;  der  Punkt  0  möge  den  Krümmungsmittelpunkt 
darstellen.  Bezeichnen  wir  das  Element  M^M  der  Gurve 
welches  auch  gleich  HMH'  ist,  mit  ds,  den  unendlich  kleinen 
Winkel  TMT'  mit  8,  und  den  Krümmungsradius  MO  mit  p, 
so  haben  wir  nach  §  18: 

P 

Sehen  wir  nun  zunächst  von  den  gegebenen  Kräften  ab, 
welche  auf  den  beweglichen  Punkt  wirken  können,  und 
nehmen  wir  an,  dass  derselbe  zur  Zeit  t  mit  einer  Geschwin- 
digkeit V  im  Punkte  M  ankomme.    Wäre  er  ganz  frei,   so 
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würde  er  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  in  der  Richtung 
MT  fortbewegen;  da  er  jedoch  nach  der  Voraussetzung  ge- 
zwungen ist,  eine  gegebene  Curve  zu  beschreiben,  so  ändert 
sich  seine  Richtung  und  wird  MT'.  Errichtet  man  nun  in 
der  Berührungsebene  nach  der  convexen  Seite  der  Curve  hin 
eine  Senkrechte  ME  auf  MT',  so  kann  man  die  Oeschwindig- 
koit  V  in  der  Richtung  MT  in  zwei  Componenten,  v  cos  8  und 
V  sin  S,  in  Richtung  von  MT'  resp.  MK  zerlegen,  und  die 
Wirkung  der  Curve  besteht  dann  darin,  dass  dieselbe  die 
letzte  dieser  beiden  Geschwindigkeiten  aafhebt,  so  dass  nur 
die  erstere  bestehen  bleibt,  oder  mit  anderen  Worten:  sie 
ertheilt  dem  materiellen  Punkte  eine  Geschwindigkeit,  welche 
gleich  v  sm  S,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  gerichtet  ist. 
Denken  wir  uns  also  die  gegebene  Curve  durch  ein  Polygon 
mit  unendlich  kleinen  Seiten  ersetzt,  so  besteht  der  Wider- 
stand desselben  darin,  dass  es  dem  bewegten  Punkte  in  jeder 
Ecke  M  eine  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  v  sin  S  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  von  MK  ertheilt. 

um  diesen  Widerstand  vollständig  durch  eine  bewegende 
Kraft  f  zu  ersetzen,  welche  fortwährend  auf  den  beweglichen 
Körper  wirkt,  können  wir  annehmen,  dass  die  Geschwindig- 
keit V  sin  8  hervorgebracht  wird,  während  der  materielle 
Punkt  von  H  nach  H'  geht,  was  in  dör  Zeit  dt  geschehen 
möge.  Wir  können  auch  in  diesem  Zeitabschnitte  die  Rich- 
tungsänderung dieser  Kraft  vernachlässigen  und  dieselbe  zum 
Beispiel  der  Geraden  MO  parallel  annehmen.  Dann  hat  die 
entsprechende  beschleunigende  Kraft,  wie  jede  der  Kräfte  U, 
U',  U"  etc.  im  §  147,  als  Maass  die  Geschwindigkeit  v  sin  8, 
die  sie  in  dem  Zeitelemente  dt  hervorbringt,  dividirt  durch 
dt;  und  wenn  wir  die  Masse  des  materiellen  Punktes  mit  m 
bezeichnen,  so  ergibt  sich  daraus 

^       mv  sin  8 

Ersetzen  wir  daher  sin  8  durch  8  oder  dessen  vorher  ge- 
fundenen Werth  und  beachten,  dass  ds  =  vdt  ist,  so  er- 
halten wir  hieraus 
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P 
Der  Druck,  den  die  Curve  erleidet,  und  der  nur  von  der 

Bewegung  des  materiellen  Punktes  herrührt,  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Centrifugalkraft,  welche  auf  den  materiellen 
Punkt  wirkt,  ist  dieser  Kraft  f  gleich  und  entgegengesetzt. 
Es  folgt  daraus,  dass  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  ge- 
gebenen Curve  die  Centrifugalkraft  in  der  Berührungsebene 
und  nach  der  convexen  Seite  der  Curve  hin  in  Richtung  der 
Verlängerung  MN  des  Krümmungsradius  wirkt.  Ihre  Grösse 
ist  proportional  der  Masse  des  bewegten  Punktes  und  dem 
Quadrate  seiner  Geschwindigkeit,  und  umgekehrt  proportional 
dem  Krümmungsradius. 

§  170«  Da  diese  Geschwindigkeit  auf  der  Seite  M^M 
gleich  V  ist  und  auf  der  folgenden  Seite  MM'  gleich  v  cos  8 
wird,  so  folgt  daraus,  dass  ihre  Grösse  durch  den  Widerstand 
der  Curve  nicht  geändert  wird.  Denn  die  Grösse  v  (l  —  cos  8) 
ist  zu  vernachlässigen,  weil  sie  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  und  weil  von  ihr  nur  eine  unendlich 
kleine  Verringerung  der  Geschwindigkeit  für  einen  endlichen 
Theil  der  Curve  hervorgebracht  werden  würde.  Die  Bewe- 
gung auf  einer  beliebigen  Curve  ist  daher  eine  gleichförmige, 
wenn  der  bewegte  Punkt  nicht  von  einer  gegebenen  Kraft 
beeinflusst  wird.  Dies  haben  wir  schon  im  §  157  gesehen; 
aber  wir  sehen  jetzt  überdies,  dass  dieses  Resultat  wesentlich 
darauf  beruht,  dass  der  Berührungswinkel  unendlich  klein 
bleibt,  und  dass  in  einem  Punkte,  in  dem  fflch  zwei  ver- 
schiedene Curven  unter  einem  endlichen  Winkel  schneiden, 
der  bewegte  Punkt  eine  endliche  Einbusse  an  seiner  Ge- 
schwindigkeit erleiden  würde,  wenn  er  von  einer  Curve  auf 
die  andere  überginge;  dieser  Verlust  würde  gleich  seiner  ur- 
sprünglichen Geschwindigkeit,  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
versus  des  betreffenden  Winkels  sein. 

Wenn  der  bewegte  Punkt  von  einer  oder  mehreren  ge- 
gebenen Kräften  beeinflusst  wird,  so  ändert  sich  seine  Ge- 
schwindigkeit proportional  den  zur  Bahn  tangentialen  Compo- 
nenten   dieser  Kräfte,    während   die   normalen  Componenten 
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derselben,    wie  im  Zustande  der  Ruhe,   einen  Druck  auf  die 
Curve  bewirken,  welcher  zur  Centrifugalkraft  hinzukommt. 

Sei  allgemein  mR  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte^ 
welche  auf  den  Punkt  wirken,  wenn  er  in  M  anlangt.  Zer- 
legen wir  diese  bewegende  Kraft  in  zwei  andere,  mT  und 
mQ,  von  denen  die  eine  tangential,  die  andere  normal  zur 
Bahn  des  Punktes  gerichtet  ist.  Die  erstere  ist  dann  die 
Kraft,  welche  die  Geschwindigkeit  ändert;  die  zweite  wird 
den  Theil  des  Druckes  hervorbringen,  der  von  dem  Bewe- 
gungszustande des  materiellen  Punktes  unabhängig  ist.  Bilden 
wir  nach  der  Regel  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  die  Re- 

mv* 
sultante    von  mQ    und    der  Centrifugalkraft  f   oder  »   so 

P 
erhalten  wir,   der  Grösse  und  Richtung  nach,   den  Gesammt- 

druck,  welcher  im  Punkte  M  der  gegebenen  Curve  stattfindet. 

Diese  Kraft,  dividirt  durch  die  Masse  des  bewegten  Punktes, 

oder    die   Resultante    der    beschleunigenden    Kräfte    Q    und 

V* 

—    muss  mit  der  Kraft  P  des  §   152  übereinstimmen.    Dies 

P 

wollen  wir  jetzt  zeigen. 

§  171.  Ersetzen  wir  die  Gleichungen  (5)  des  §  1 52  durch 
folgende,  welche  sich  daraus  ohne  Weiteres  ergeben:  .^. 

dzd'x  —  dxd*z      «.dz       ^  dx       -^  /dz  dx         ,A 

— dädt* — =^d^-^d^-PU^«^-d^«««M' 

dyd^z  —  dzdV  dy      ^  dz       ^^  (^Y        ,.      dz  ,  \ 

Welches  auch  die  unabhängige  Variabele  sein  mag:  es  ist 

dxd*y  —  dyd'x dx*     Vdx/  , 

W  ""dF^dT"     ' 

und  femer 

dx*       dx*  ds* 


r-  i.» 


dt»        de»  dt» 
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(£)  -(£) 


ds 


dt  ds     dt 

Da  nun  v  =  ^r  idt,  so  folgt  hieraus: 

dxdV  —  dyd'x  _    ,  dx«     Vdx/  ^  v«  (dxd'y  —  dyd'x). 
dsdt*  ^   ds»      ds  ds« 

und  ebenso  ergibt  sich: 

dzd»x  —  dxd'z v*  (dzd*x  —  dxd*z) 

dsdt»  ~  ds*  ' 

dyd*z  —  dzd*y v*  (dyd*z  —  dzd*y) 

dsdt*  ds* 

Bezeichnen  wir  mit  q,  q',  q"  die  Winkel,  welche  die 
Kraft  Q  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  und  beachten,  dass 
X,  Y,  Z  die  Gomponenten  nach  diesen  Axen  von  Q  und  der 
Tangentialkraft  T  sind,  so  ist 

X  =  T  ^  +  Q  cos  q, 

Y  =  T  g  +  Q  cos  q', 

Z=Y^  +  Qco8q"; 

und  mit  Bficksicht  auf  diese  und  die  vorigen  Formeln  gehen 
die  Gleichungen  (1)  Ober  in:  /a\ 

V»  (dxd»y  —  dyd»x)    ^fdx        ,     dy         \     „/dx        ,     dy         \ 

ds»        -QU^^q  -i'^'i )  -^U««»'  -i"^^ )' 

d? ^Q^j^cosq-j^cosq  j_P^_  cos }, -^cos},  j. 

V*  (dyd*z  —  dzdV)    r,ßy        r,     dz         ,\     -^/dy        „     dz         ,\ 

Bezeichnen  wir  nnn  die  Winkel,  welche  die  Richtung 
der  Centrifdgalkraft,  d.  h.  die  Verlängerung  MN  des  Erüm- 
mungsradiuB  MO,  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet,  mit  y,  Y 
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und  t",  und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  O 
mit  x',  y',  z',  so  ist 

X  —  x'  =  p  cos  T, 
y  —  y'  =  p  cos  t\ 
z  —  z'  =  p  cos t' ; 

und  hieraus  erhält  man   durch  Combination  der  Gleichungen 
(2)  mit  den  Formeln  des  §  20  ohne  Schwierigkeit: 

V*  ^  fdy  /dx         ,      dy  \      dz  /dz  dx 

-C08T  =  Q[5^(3^c08q  -^cosq  j-^^(-^-^  coeq-^cosq 

T^rdy/dx         ,      dy  \      dz /dz  dx 

v^        ,     ^fdz/dy         ,,     dz  ,\      dx/dx         ,      dy 

-co8T=Q[^(^co8q  _-co8q  j-^(^C08q  -^^coaq 

T^rdz/dy         „dz         A      dx/dx         ,      dy 


dy         ,,     dz 


v^       „     ^fdx/dz  dx        ,A     dy/ 

-C08T  =Q[^X^  C08q-^^C08q  j-^( 

^fdx/dz        ^      dx        ,A      dy/dy       ^„     dz 

Da  jedoch    die  Kräfte   P    und   Q    senkrecht   gegen    die 
Tangente  der  Bahn  gerichtet  sind,  so  ist 

dx  ,    dy  ,   ,    dz  -       n 

1—  cos  q  +  V^  cos  q  +  -y   cos  q    =  0, 
ds  ds  ds 

dx  ,    dy  .    ,    dz 

d8^"''  +  d^*'°"''  +d7'°'»'   =^' 

und   hierdurch   gehen    die  Coefficienten    von  Q    in    den    drei 
vorigen  Gleichungen  in 

—  cos  q,     —  cos  q',     —  cos  q" 
und  die  von  —  P  in: 

—  cos  p,     —  cos  ))',     —  cos  t)" 
über;  man  erhält  daher  schliesslich: 
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V» 

cos  7  +  Q  cos  q  =  P  cos  p, 

—  cos  T   +  Q  cos  q'  =  P  cos  p\ 

9 

—  cos  t"  +  Q  cos  q"  =  P  cos  p\ 

woraus  man  sieht,  dass  die  Kraft  P,  ihrer  Grösse  und  Rich- 

tung  nach,   die  Resultante  der  beiden  Kräfte  —    und   Q    ist, 

was  wir  zeigen  wollten. 

%  172.     Wenn   der  bewegliche  Punkt   nur   gezwungen 

ist,    sich   auf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bewegen,    so  muss 

mv' 
die  Resultante  der  bewegenden  Kräfte  mü  und         ,    welche 

P 
schon    auf   der   Bahn    senkrecht   steht,    überdies    gegen    die 

Fläche  senkrecht  gerichtet  sein.    Bezeichnen  wir  daher  diese 

Resultante    mit   mN,    und    die  Winkel,    welche   ihre    beiden 

Componenien  mit  einer  bestimmten  Seite  der  Flächennormale 

des  Punktes,  in  weLhem  sich  der  bewegliche  Körper  befindet, 

bilden,  mit  a>  und  <p,  so  ist 

N  =  +  (Q  cos  ft>  -^ cos  ^). 

r 

Die  Kraft  N  wirkt  in  Richtung  dieses  Theiles  der  Normale 
oder  in  der  entgegengesetzten,  je  nachdem  die  Grösse  in  der 
Klammer  positiv  oder  negativ  ist.  Soll  N  immer  eine  posi- 
tivem Grösse  sein,  so  hat  man  im  ersten  Falle  das  obere,  im 
zweiten  das  untere  Zeichen  zu  wählen.  Diese  beschleunigende 
Kraft  N  muss  gleich  und  entgegengesetzt  derjenigen  sein, 
welche  in  den  Gleichungen  (3)  des  §  151  vorkommt;  und 
wirklich  unterscheiden  sich  diese  von  den  Gleichungen  (5) 
des  §  152  nur  dadurch,  dass  sie  N,  X,  |i,  v  anstatt  —  P,  p, 
p\  p"  enthalten,  und  daher  ergeben  sich  daraus  nach  der 
obigen  Auseinandersetzung  Componenten  der  Kraft  N,  welche 
denen  der  Kraft  P  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

Bezeichnet  man  mit  co'  und  ^'   die  Winkel,    welche  die 
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inv* 
Kräfte  mQ  und  mit  einer  Axe  bilden,  welche  durch  den 

P 
Punkt   geht,    an  dem  sich  der  bewegliche  Körper  befindet, 

und  zu  der  Fläche  tangential,  zur  Bahn  des  Körpers  senk- 
recht gerichtet  ist,  so  dass 

cos*  CO  +  cos*  co'  =  1 , 
cos*  ^  -\-  cos*  t|»'  =  1 

ist,  so  muss  die  Summe  der  Gomponenten  dieser  beiden 
Kräfte  in  Richtung  dieser  Axe  gleich  0  sein,  da  ihre  Resul- 
tante in  diesem  Punkte  auf  der  Fläche  senkrecht  steht;  man 
erhält  daher 

V* 

Q  cos  »'  H — -  cos  4»'  =  0, 

r 

eine  Gleichung,  welche  dazu  dienen  kann,  den  Neigungs- 
winkel ^'  der  Berührungsebene  der  Bahn  gegen  die  Tangen- 
tialebene der  gegebenen  Fläche  zu  bestimmen. 

Wenn  der  bewegliche  Punkt  keiner  gegebenen  Kraft 
unterworfen  ist,  oder,  allgemeiner,  wenn  er  nur  unter  dem 
Einflüsse  einer  Kraft  steht,  welche  zu  seiner  Bahn  tangential 
ist,  so  ist  Q  =  0;  daraus  ergibt  sich  cos  t|>'  =s=  0,  also 
^'  =  90^  und  es  ist  daher  in  diesem  Falle  die  Berührungs- 
ebene  der  Bahn  stets  senkrecht  zur  gegebenen  Fläche.  Da 
diese  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  der  Fläche  zukommt,  so  beschreibt  der  bewegliche 
Punkt  diese  kürzeste  Linie,  wie  wir  schon  oben  im  §  161 
gesehen  haben;  wir  erkennen  aber  jetzt  ausserdem  hieraus, 
dass  eine  zur  Bahn  des  Punktes  tangentiale  Kraft,  wie  die 
Reibung  gegen  die  gegebene  Fläche  oder  der  Widerstand 
eines  Mittels,  nicht  im  Stande  ist,  den  bewegten  Körper  aus 
der  kürzesten  Linie  zwischen  seinem  Ausgangspunkte  und 
dem  Punkte,  nach  welchem  er  sich  bewegt,  herauszubringen. 

§  173.     Wenn  endlich  der  bewegliche  Punkt  ganz  frei 

ist,  so  muss  die  zu  seiner  Bahn  senkrechte  Gomponente  der 

bewegenden  Kraft  mR,  unter  deren  Einfluss  der  Punkt  steht, 

mv*  ' 
seiner  Centrifugalkraft Gleichgewicht  halten,  da  in  diesem 


Bewe^ng  eines  ganz  freien  Punktes.  271 

Falle  keine  Gurve  oder  Fläche  da  ist,  welche  die  Resultante 
dieser  beiden  Kräfte  aufheben  könnte.  Es  muss  daher  zu- 
nächst die  Krümmungsebene  der  Bahn  ausser  durch  die  Tan- 
gente durch  die  gegebene  Richtung  der  Kraft  mR  gehen; 
zweitens  muss,  wenn  wir  den  Winkel,  den  die  Richtung  dieser 
Kraft  mit  dem  Krümmungsradius  MO  bildet,  mit  6  bezeichnen, 
dieser  Winkel  ein  spitzer  sein,  damit  die  zur  Bahn  senkrechte 
Gomponente  der  Kraft  mR  im  entgegengesetzten  Sinne  der 
Gentrifugalkraft  wirkt,  welche  die  Richtung  MN  hat;  und 
endlich  muss 

R  cos  6  =  —  (a) 

P 

sein. 

Wenn  die  beschleunigende  Kraft  R,  welcher  der  beweg- 
liche Punkt  unterworfen  ist,  eine  nach  einem  bestimmten 
Punkte  hin  gerichtete  Gentralkraft  ist,  und  man  ausserdem 
die  Gurve  kennt,  welche  der  Punkt  um  dieses  feste  Gentrum 
beschreibt,  so  kann  man  aus  der  Gleichung  dieser  Gurve  den 
Krümmungsradius  p  und  den  Winkel  6,  welchen  derselbe  mit 
der  Richtung  der  Kraft  R  bildet,  herleiten ;  femer  ergibt  sich 
daraus  mit  Hülfe  des  Satzes  von  der  Proportionalität  der 
Flächen  und  Zeiten  (§  155)  die  Grösse  der  Geschwindigkeit 
V  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Bahn.  Die  Gleichung  (a) 
liefert  daher  den  Werth  von  R,  d.  h.  das  Gesetz,  nach 
welchem  die  Gentralkraft  den  bewegten  Punkt  die  gegebene 
Gurve  beschreiben  lässt.  Auf  diesem  Wege  hat  Newton  sein 
Gesetz  entdeckt,  nach  welchem  jeder  Planet  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichteten 
Kraft  eine  Ellipse  beschreibt,  von  welcher  dieser  Mittelpunkt 
ein  Brennpunkt  ist;  wir  werden  jedoch  in  der  Folge  sehen, 
dass  sich  diese  Bestimmung  von  denselben  Daten  aus  durch 
eine  viel  einfachere  Rechnung  bewerkstelligen  lässt. 

§  174.  Huyghens,  von  dem  die  Messung  der  Gentri- 
fugalkraft herrührt,  hat  dieselbe  auf  die  Betrachtung  der 
kreisförmigen  Bewegung  gegründet.  Obgleich  diese  Methode 
weniger  direct  ist,    wie  die  vorige,    so  halte  ich  es  doch  für 
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angebracht,  dieselbe  hier  in  kurzen  Worten  auseinander 
zu  setzen. 

Sei  M  (Fig.  44)  ein  materieller  Punkt,  welcher  vermittelst 
eines  unausdehnbaren  Fadens  CM  mit  einem  festen  Punkte  C 
verbunden  ist;  es  möge  demselben  eine  Geschwindigkeit  a 
senkrecht  gegen  die  Richtung  des  Fadens  ertheilt  werden, 
und,  zur  Vereinfachung  der  Frage,  keine  gegebene  bewegende 
Kraft  darauf  einwirken.  Der  materielle  Punkt  beschreibt 
alsdann  einen  Kreis  AMB,  dessen  Centrum  der  feste  Punkt, 
und  dessen  Radius  die  Länge  des  Fadens  ist.  Während  der 
Bewegung  erleidet  der  Faden  im  Sinne  seiner  Verlängerung 
eine  gewisse  Spannung,  die  von  nichts  Anderem,  als  von  der 
Centrifugalkraft  hervorgebracht  wird.  Denkt  man  sich  an 
dem  materiellen  Punkt  eine  Kraft  angebracht,  die  dieser 
Spannung  gleich  und  beständig  nach  dem  festen  Centrum  zu 
gerichtet  ist,  so  kann  man  von  dem  Faden  ganz  absehen  und 
den  materiellen  Punkt  als  ganz  frei  betrachten.  Es  wird 
daher  der  Kreis  unter  dem  Einflüsse  dieser  centralen  Kraft,  deren 
Grösse  unbekannt  ist,  und  der  Geschwindigkeit  a  beschrieben. 

Es  ergibt  sich  zunächst  aus  dieser  Betrachtung,  dass 
die  Sectoren,  welche  von  dem  Radius  vector  des  bewegten 
Punktes  beschrieben  werden,  der  Zeit  proportional  sind 
(g  155);  und  daraus  folgt,  dass  es  die  durchlaufenen  Kreis- 
bogen auch  sind.  Die  Bewegung  in  einem  Kreise  ist  daher 
eine  gleichförmige;  und  wenn  man  mit  s  den  in  der  Zeit  t 
durchlaufenen  Bogen  bezeichnet,  so  ist 

s  =  at. 

Sei  nun  m  die  Masse  des  beweglichen  Punktes,  ma  die 
centrale  Kraft,  also  a  die  beschleunigende  Kraft,  um  deren 
Bestinunung  es  sich  handelt.  Wie  dieselbe  auch  beschaffen 
sein  mag,  man  kann  sie  jedenfalls  während  eines  unendlich 
kleinen  Zeitraumes  nach  Grösse  und  Richtung  als  constant 
betrachten;  während  also  der  bewegliche  Punkt  den  unend- 
lich kleinen  Kreisbogen  MM'  zurücklegt,  dürfen  wir  die  Kraft 
(X  als  constant  und  parallel  dem  Radius  CM  annehmen; 
daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  der  Körper  nicht  mit  der 
Geschwindigkeit   a   behaftet    wäre,    die    centrale    Kraft   ihn 
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zwingen  würde,  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  den  Sinus 
versus  MN  zu  durchlaufen,  oder  mit  anderen  Worten  die 
Projection  des  Bogens  MM',  welchen  er  wirklich  durchläuft, 
auf  den  Radius  CM.  Nun  ist  aber  jede  beschleunigende  Kraft 
gleich  dem  Quotienten  aus ,  der  doppelten  unendlich  kleinen 
Strecke,  welche  sie  den  Punkt  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit 
durchlaufen  lässt,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Zeit  (§  118); 
bezeichnet  man  daher  den  Sinus  versus  MN  mit  e,  und  die 
zum  Durchlaufen  des  Bogens  MM'  gebrauchte  Zeit  mit  t, 
80  ist 

CL  ^  — ^» 

Nennen  wir  diesen  Bogen  a  und  bezeichnen  den  Radius  GM 
mit  r,  so  ist/  wenn  wir  den  Bogen  fUr  die  zugehörige  Sehne 
setzen, 

g  — - 
2r 

Da  nun  o  =  a.T  ist,  so  folgt  hieraus 

a« 
a  =  — 
r 

Dieser  Werth  von  a  ist  also  derjenige  der  Centrifugal- 
kraft  in  Beziehung  auf  die  Einheit  der  Masse  für  einen  Kreis, 
der  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  beschrieben  wird. 
Man  darf  ohne  Weiteres  daraus  schliessen,  dass  diese  Kraft 
bei  einer  beliebigen  Bahn  gleich  dem  Quotienten  aus  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  dividirt  durch  den  Krümmungs- 
radius der  tlurve  ist;  denn  da  die  Bahn  mit  ihrem  Krüm- 
mungskreise zwei  aufeinander  folgende  Elemente  gemein  hat, 
kann  man  annehmen,  dass  der  bewegte  Punkt  während  einer 
unendlich  kleinen  Zeit  sich  circular  um  den  Krümmungs- 
mittelpunkt bewegt,  und  dass  mithin  die  Centrifügalkraft 
diejenige  ist,  welche  dieser  Bewegung  entspricht.  Multipli- 
ciren  wir  diese  beschleunigende  Kraft  mit  m,  so  erhalten 
wir  denselben  Werth,  wie  im  §  169  für  die  mit  f  be- 
zeichnete Kraft. 

Pfaonstiel,  PoiBson'f»  Lehrbuch  der  Mechanik.  18 
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§  175«  Um  die  Centrifugalkraft  bei  einer  kreisförmigen 
Bewegung  mit  der  Schwerkraft  zu  vergleichen,  sei  a  die  Ge- 
schwindigkeit, welche  einer  Fallhöhe  h  entspricht,  so  dass 
a*  =  2gh  (§  130)  ist,  wenn  man  mit  g  die  Schwerkraft  be- 
zeichnet.   Dann  ist 

a  ^2h 
g  ~   r' 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  sich  die  Centrifugalkraft  zur 
Schwerkraft  verhält,  wie  die  doppelte  der  Geschwindigkeit 
des  bewegten  Punktes  entsprechende  Fallhöhe  zum  Radius 
des  durchlaufenen  ELreises. 

Wenn  die  Dimensionen  des  bewegten  Körpera  im  Ver- 
hältnisse zu  seiner  Entfernung  vom  Punkte  C  klein  sind,  so 
darf  man  den  Werth  von  a  für  alle  seine  Punkte  als  constant 

OL 

betrachten  und  den  Quotienten  —  als  das  Verhältniss  der  von 

g 

der  Kreisbewegung  herrührenden  Centrifugalkraft  zu  dem  Ge- 
wichte des  Körpers,  auf  welchen  sie  wirkt,  ansehen. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  in  einer  horizontalen  Ebene 
vor  sich  geht,  so  sind  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  die 
Centrifugalkraft  und  die  Spannung  des  im  Punkte  C  be- 
festigten Fadens  veränderlich.  Nehmen  wir  an,  der  Körper 
bewege  sich  in  einer  verticalen  Ebene;  sei  2gh  das  Quadrat 
seiner  Geschwindigkeit,  wenn  er  sich  in  der  durch  den  Punkt 
C  gehenden  Horizontalebene  befindet,  z  seine  Entfernung  von 
dieser  Ebene  in  einem  beliebigen  Augenblicke;  wir  sehen 
diese  Entfernung  als  positiv  an,  wenn  sich  der  Körper  unter- 
halb, als  negativ,  wenn  er  sich  oberhalb  dieser  Ebene  be- 
findet :  danh  ist  in  einem  beliebigen  Momente  2g  (h  -|-  z) 
gleich   dem  Quadrate   seiner  Geschwindigkeit   (§    159),    und 

— — —         seine  Centrifugalkraft.    Um  die  Gesammtspannung 

des  Fadens  zu  erhalten,  müssen  wir  dieser  Kraft  die  Compo- 
nente  des  Gewichtes  des  Körpers  in  Richtung  seines  augen- 
blicklichen Radius  vector  hinzufügen,  welche,  wie  man  leicht 

einsieht,  gleich  — ^  ist.     Bezeichnet  man   daher   die  ganze 
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Spannung   des  Fadens  in  einem  beliebigen  Augenblicke  mit 
6,  so  ist 

^^  ^  mg  (2h  +  3z) 

r 

Diese   Kraft    ist    gleichzeitig    der  Druck,    welchen    der 

Punkt  C  in  jedem  Momente  in  Richtung  des  nach  dem  Körper 

gehenden    Radius    auszuhalten    hat.      Derselbe    erreicht    ein 

Maximum,    wenn    der   Körper   in    dem    tiefsten   Punkte   des 

Kreises   angekommen    ist,    in    welchem    z  =  r   ist,    und    ein 

Minimum,    wenn    derselbe   sich    im    höchsten    Punkte    seiner 

3r 
Bahn    befindet,   für   welchen   z  =  —  r    ist.     Wenn   h  <  -^ 

ist,  so  wird  die  Spannung  für  einen  Theil  der  Bewegung 
negativ,  verwandelt  sich  also  in  eine  Zusammendrückung;  in 
diesem  Falle  muss  der  Faden  ein  unbiegsamer  sein,  wenn 
eine  kreisförmige  Bewegung  stattfinden  soll.  In  diesen  Be> 
rechnungen  vernachlässigen  wir  das  Oewicht  und  die  Centri- 
fugalkraft des  Fadens;  es  ist  dies  gestattet,  vorausgesetzt 
dass  die  Masse  desselben  gegen  die  des  bewegten  Körpers 
sehr  klein  ist.  Wir  werden  später  sehen,  wie  man  diese 
Kräfte  in  Rechnung  zu  ziehen  hat,  falls  diese  Voraussetzung 
nicht  erfüllt  ist. 

§  176.  Kehren  wir  nun  zur  gleichförmigen  Bewegung 
auf  einem  Kreise  zurück,  und  bezeichnen  wir  mit  T  die  Zeit, 
welche  der  bewegte  Körper  braucht,  um  die  ganze  Peripherie 
zu  durchlaufen.     Dann  ist 

_  2ffr 
und  mithin 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Centrifugalkraft  dem  Radius 
des  Kreises  direct  und  dem  Quadrate  der  Umlaufszeit  umge- 
kehrt proportional  ist. 

18* 
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Wenn  ein  fester  Körper  sich  um  eine  feste  Axe  bewegt, 
so  beschreiben  alle  seine  Punkte  in  ein  und  derselben  Zeit 
Kreise,  deren  Ebenen  auf  der  Axe  senkrecht  stehen,  deren 
Gentren  in  dieser  Axe  liegen,  und  deren  Radien  die  senk- 
rechten Abstände  der  einzelnen  Punkte  von  dieser  Axe  sind; 
es  verhalten  sich  demnach  die  Centrifugalkräfte  dieser  ver- 
schiedenen Punkte  zu  einander,  wie  diese  senkrechten  Ab- 
stände. So  ist  zum  Beispiel  die  Centrifugalkraft,  welche  auf 
die  an  der  Erdoberfläche  befindlichen  und  mit  dieser  um  die 
Erdaxe  kreisenden  Körper  wirkt,  den  Radien  der  Breitekreise 
proportional;  und  dieselbe  wirkt  an  jedem  Erdorte  in  der 
Verlängerung  dieser  Radien. 

§  177»  Die  Kraft,  welche  die  Körper  zur  Erde  zieht, 
und  welche  wir  Schwerkraft  nennen,  rührt  in  erster  Linie 
von  der  Attraction  der  Erde  auf  diese  Körper  her.  Dieses 
Streben  der  Körper  nach  der  Erde  hin  wird  jedoch  stets 
durch  die  Centrifugalkraft  vermindert,  so  dass  —  mit  Aus- 
nahme der  Pole,  wo  die  Centrifugalkraft  gleich  0  ist  —  die 
Schwerkraft  an  allen  Erdorten  geringer  ist,  als  sie  sein 
würde,  wenn  die  Erde  nicht  rotirte.  Am  Äquator  sind  die 
Centrifugalkraft  und  die  Attraction  der  Erde  in  genau  ent- 
gegengesetztem Sinne  gerichtet;  die  Schwerkraft  ist  dort 
demnach  gleich  der  Differenz  der  Attraction  und  der  Centri- 
fugalkraft, so  dass  man  hat 

4ir*r 

wo  g  die  Schwerkraft,  G  die  Attraction  der  Erde,  r  den 
Radius  des  Äquators,  und  T  die  Umdrehungezeit  der  Erde 
bedeutet. 

Da  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  gegen  das  erste 
sehr  klein  ist,  so  ist  nahezu 

und  um  den  Bruch  in  der  Klammer  durch  eine  Zahl  zu  er- 
setzen,    darf  man  an  Stelle  des  Äquator-Radius  r   den  des 
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Meridians  setzen,  von  dem  sich  jener  nur  wenig  unterscheidet. 
Alsdann  ist 

2«r  =  40000000"". 

Nehmen  wir  die  Secunde  als  Einheit  der  Zeit  und  vernach- 
lässigen in  dieser  Rechnung  die  kleinen  Differenzen  der  Schwer- 
kraft an  der  Erdoberfläche,  so  ist  femer  (§115) 

g  =  9'°,80896 
und  nach  (§111) 


Hieraus  ergibt  sich 


T  =  86164. 


4ich         1 


gT»        289 
Demnach   wird   am  Äquator  die  Attraction   durch   die  Erd- 
rotation um  ^^  vermindert.    Wenn  diese  Bewegung  schneller 

würde,  so  würde  sich  die  Umdrehungszeit  T  verkleinem  und 
die  Centrifugalkraft  würde  grösser  werden.  Beachtet  man, 
dass  289  das  Quadrat  von  17  ist,  so  sieht  man,   dass,   wenn 

die  Rotation  der  Erde  in  j^  Tag  vor  sich  ginge,  die  Centri- 
fugalkraft am  Äquator  der  Gravitation  gleich  sein  würde  ; 
es  würde  dann  dort  die  Schwerkraft  gleich  Null  sein,  und 
ein  Körper,  welcher  ohne  Unterlage  sich  selbst  überlassen 
wäre,  würde  sich  im  Gleichgewichte  befinden. 

Bei  dieser  Rechnung  haben  wir  nur  die  Centrifugalkraft 
berücksichtigt,  welche  von  der  Rotation  schwerer  Körper  um 
die  Erdaxe  herrührt.  In  der  That  lässt  sich  leicht  einsehen, 
dass  die  translatorische  Bewegung  um  die  Sonne,  welche 
allen  diesen  Körpern  ebenso  wie  der  Erde  selbst  und  ihrer 
Axe  gemeinsam  ist,  das  Streben  der  Körper,  sich  von  dieser 
Axe  zu  entfernen,  nicht  beeinflussen  kann.  Denken  wir  uns 
einen  Körper  etwa  durch  einen  Faden,  parallel  der  Äquator- 
ebene mit  der  Erdaxe  fest  verbunden,  so  kann  sich  offenbar 
die  Spannung  dieses  Fadens  durch  eine  Bewegung  nicht 
ändern,    welcher   gleichzeitig   die  Axe,    der  Faden   und   der 
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Körper  unterworfen  sind,  und  welche  daher  deren  relative 
Lage  nicht  ändert. 

§  178«  Die  Centrifugalkraft  vermindert  die  Schwer- 
kraft an  allen  Punkten  der  Erdoberfläche,  aber  überall 
weniger  als  am  Äquator:  theils,  weil  vom  Äquator  nach  den 
Polen  zu  die  Centrifugalkraft  an  sich  abnimmt,  theils,  weil 
der  Winkel,  den  dieselbe  mit  der  Verticalen  bildet,  nach  den 
Polen  zu  immer  grösser  wird.  Bezeichnen  wir  immer  mit  r 
den  Radius  des  Äquators,  mit  (i  die  Breite  eines  beliebigen 
Erdortes,  und  mit  u  den  Radius  des  betreffenden  Breite- 
kreises, so  ist 

u  =  r  cos  [i. 

Vernachlässigt  man  die  ünvollkommenheit  der  Kugelgestalt 
der  Erde,  so  ist  der  Winkel  |t  der,  welchen  die  Verlängerung 
des  Radius  u  oder  die  Richtung  der  Centrifugalkraft  mit  der 
Ortsnormale  bildet;    man  erhält  daher  die  verticale  Compo- 

nente   der  Centrifugalkraft,   indem   man    die   letztere.   ^. 

mit  cos  ji  multiplicirt;  es  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  den 
Werth  von  u: 

4«*r  cos*  |i cos*  li 

T*         ~~289" 

Dies  ist  also  die  Verminderung,  welche  die  Schwerkraft 
durch  die  Rotation  der  Erde  erfahren  würde,  wenn  die  Erde 
eine  vollkommene  Kugel  wäre:  diese  Abnahme  würde  dem 
Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportional  sein;    und  die 

grösste  Differenz   zwischen    der  Schwerkraft   am   Pole,    wo 

...  1 

(I,  =  90",    und   der  am  Äquator,    wo   (i  =  0  ist,    würde  ^^r 

der  Erdattraction  betragen.  Nun  ist  aber  die  Erde  ein  au 
seinen  Polen  abgeplattetes  Sphäroid;  die  Anziehung,  die  sie 
auf  Körper  an  ihrer  Oberfläche  ausübt,  vermindert  sich 
daher,  wenn  man  von  den  Polen  nach  dem  Äquator  hingeht; 
auch  diese  Abnahme  ist  für  jeden  Erdort  dem  Quadrate  des 
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Cosinus  der  Breite  proportional;  sie  kommt  noch  zu  der  von 
der  Gentrifugalkraft  herrührenden  hinzu  und  dadurch  wächst 

der    Coefficient   ^^    auf    ungefähr    ^777:-        Dieser     Bruch 

drückt  daher,  wie  wir  schon  im  §  117  erwähnten,  den  Zu- 
wachs des  Gewichtes  eines  Körpers  aus,  wenn  man  denselben 
vom  Äquator  nach  dem  Pole  bringt. 


-ooo^§oo^>- 


Cap.  V. 

Beispiele  der  Bewegug  eines  nateriellen  Pioktes  aif  eiier 

gegebeneo  Cnrre  oder  Oberfliehe. 

i. 

Das  einfaehe  Pendel. 

§  179»  Ein  Pendel  ist  im  Allgemeinen  ein  fester 
schwerer  Körper,  welcher  um  eine  horizontale  feste  Axe 
Schwingungen  ausführt.  Um  jedoch  die  Schwingungsdauer 
verschiedener  Pendel  unter  Berücksichtigung  der  Intensität 
der  Schwerkraft  einfacher  mit  einander  vergleichen  zu  können, 
stellt  man  sich  ein  ideales  Pendel  vor,  welches  man  das 
einfache  Pendel  nennt.  Dieses  besteht  in  einem  schweren 
materiellen  Punkte,  welcher  vermittelst  eines  unausdehnbaren 
und  unbiegsamen  gewichtlosen  Fadens,  dessen  Länge  man  als 
Länge  des  Pendels  bezeichnet,  an  einem  festen  Punkte 
aufgehängt  ist. 

Wir  werden  in  einem  anderen  Gapitel  sehen,  dass  es 
immer  ein  einfaches  Pendel  gibt,  dessen  Schwingungen  sowohl 
in  Beziehung  auf  die  Dauer  wie  auf  die  Amplituden  mit 
denjenigen  eines  beliebigen  Pendels  zusammenfallen,  und  wie 
sich  die  Länge  jenes  aus  der  Oestalt  und  den  Dimensionen 
des  letzteren  bestimmen  lässt.  Wir  werden  auch  zeigen, 
dass,  wenn  diese  Uebereinstimmung  zwischen  zwei  Pendeln 
im  leeren  Räume  stattfindet,  dieselbe  auch  in  einem  wider- 
stehenden Mittel  bestehen  muss,  welche  Function  der  Ge- 
schwindigkeit den  Widerstand  auch  darstellen  mag.  Es  wird 
daher  genügen,  die  Bewegung  eines  einfachen  Pendels 
sowohl  im  leeren  Räume  als  in  einem  widerstehenden  Mittel 
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ZU  betrachten,  und  dies  soll  im  folgenden  Paragraphen 
geschehen. 

§  180.  Sei  C  (Fig.  45)  der  Auf  hängepunkt  des  Pendels, 
GB  die  durch  diesen  Punkt  gehende  verticale  Linie,  und  CA 
die  Anfangslage  des  Pendels.  Der  materielle  Punkt,  welcher 
das  Pendel  bildet,  verlasse  den  Punkt  A  mit  einer  Geschwin- 
digkeit k,  die  senkrecht  zu  CA  ist  und  in  der  Eb^ne  der 
Geraden  CA  und  GB  liegt;  es  ist  klar,  dass  alsdann  das 
Pendel  aus  dieser  verticalen  Ebene  nicht  herausgehen  kann, 
und  dass  es  darin  Kreisbogen  vom  Radius  CA  um  das  Gentrum 
C  beschreiben  muss. 

Zur  Zeit  t  möge  sich  der  materielle  Punkt  in  M  be- 
finden; wir  fällen  von  M  und  A  die  Senkrechten  MP  und 
AD  auf  die  Verticale  GB  und  setzen 

CP  =z, 
CD  =  c. 

Bezeichnen  wir  die  Schwerkraft  mit  g  und  mit  v  die  Ge- 
schwindigkeit des  bewegten  Punktes  im  Punkte  M,  so  ist 
im  leeren  Räume  nach  §  159 

v«  =  k»  +  2g(z-c); 

bezeichnen  wir  femer  mit  s  den  Bogen  AM,  welchen  der 
materielle  Punkt  beschrieben  hat,  so  ist 


ds 

dt       "' 

und  mithin 

dt  =  - 

ds 

l/k«+2g(z-c) 

Sei  nun  6  der  Winkel  MGB,  den  wir  als  positiv  be- 
trachten, wenn  sich  das  Pendel  links  von  dem  Lothe  GB, 
und  als  negativ,  wenn  es  sich  rechts  von  GB  befindet; 
der  Winkel  AGB,  der  Anfangswerth  von  6,  sei  gleich  a; 
dann  ist,  wenn  man  die  Länge  CA  des  Pendels  -  mit  a 
bezeichnet: 
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8  ^  a  («  —  6), 

ds  de 

^  =  dt  =  -*dt' 
z  =  a  cos  6, 
c  =  a  cos  a, 

und  man  erhält 

jx  —  ade 

dt  =  - —  =  (1) 

V  k*  +  2ga  (cos  6  —  cos  a) 

als  Differentialgleichung  der  Bewegung. 

§  ISl«     Die  Integration    dieser  Gleichung   ist   nur    m 
einem  Falle  in  endlicher  Form  möglich,  nämlich  wenn 

k*  =  2ga  (1  -|-  cos  a) 

ist;  dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  der  materielle  Punkt  vom 
Punkte  A  mit  derjenigen  Geschwindigkeit  ausgeht,  die  er 
beim  Durchfallen  einer  Höhe  ED  erlangen  würde,  wo  E 
den  höchsten  Punkt  des  beschriebenen  Kreises  bezeichnet. 
Setzen  wir 

und  beachten,  dass 

1  +  cos  2^  =  2  cos*  ^ 
ist,  so  wird  alsdann 

dt  _-"/"•  ^ 


'-\\ 


cos  ^ 

Integrirt  man  und   bestimmt  die  willkürliche  Gonstante    so, 
dass  für  t  =  0  ^>  =  ^  wird,    und  setzt  für  ^  seinen  Werth 

— »  so  kommt: 

6i 


''-'\r>i 


(l-sin|)(l  +  8in|) 


(l  +  8in|)(l-8m|) 
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Wenn  der  Punkt  A  mit  dem  Punkte  £  zusammenfällt, 
so  ist  a  =  «,  und  der  Werth  von  t  wird  für  jeden  Werth 
von  6  unendlich.  Dies  deutet  an,  dass  der  materielle  Punkt 
alsdann  den  Punkt  E  nicht  verlässt.  Man  sieht  leicht  ein, 
dass  der  Punkt,  dessen  Anfangsgeschwindigkeit  in  diesem 
F^alle  gleich  0  ist,  wirklich  im  Gleichgewichte  bleiben  muss, 
weil  die  Tangente  im  Punkte  £  horizontal,  und  folglich  die 
Gomponente  der  Schwerkraft  in  Richtung  dieser  Linie 
gleich  0  ist. 

Da  der  Punkt  B  dem  Winkel  6  =  0  entspricht,  so  er- 
hält man  in  jedem  anderen  Falle 


-iV 


1  -  sin  2 

als  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  um  den  Bogen  AB  zu 
durchlaufen;  mit  der  Geschwindigkeit,  die  er  in  dem 
Punkte  B  erlangt  hat,  wird  er  den  Halbkreis  BA'£  wieder 
emporsteigen;  aber  nach  den  Auseinandersetzungen  des  §  159 
braucht  er  eine  unendlich  lange  Zeit,  um  den  Punkt  £  zu 
erreichen;  und  dies  ergibt  sich  auch  aus  unserer  Formel; 
denn  wenn  man  6  =  —  «  setzt,  so  wird 

t  =   00. 

Welches  nun  auch  der  Werth  der  Anfangsgeschwindig- 
keit k  und  des  Winkels  a  sein  mag:  immer  lässt  sich  die 
Gleichung  (1)  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen  integriren, 
so  dass  sich  die  Dauer  der  Schwingungen  oder  der  Umläufe 
des  Pendels  stets  vermittelst  der  Tafeln  der  numerischen 
Werthe  dieser  Functionen  berechnen  lässt;  in  der  Praxis 
jedoch  handelt  es  sich  in  der  Regel  nur  lun  sehr  kleine 
Schwingungen,  und  wir  werden  uns  daher  darauf  beschränken, 
diese  näher  zu  betrachten. 

§  182*  Wenn  das  Pendel  nur  kleine  Schwingungen 
nach  beiden  Seiten  der  Verticallinie  CB  ausführen  soll,  so 
dürfen  der  Winkel  a  und  die  Geschwindigkeit  k  nur  kleine 
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Werthe  haben.  Man  kann  die  Anfangsgeschwindigkeit  sogar 
stets  gleich  0  voraussetzen,  wenn  man  den  materiellen  Punkt 
von  einem  etwas  höher  als  A  gelegenen  Punkte  ausgehen 
lässt,  d.  h.  wenn  man  den  Winkel  a  passend  vergrössert; 
man  wird  daher,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 

k  =  0 

setzen  dürfen,  wodurch  die  Gleichung  (1)  übergeht  in: 

de 

t/2  cos  6  —  2  cos  OL 
Nach  bekannten  Formeln  ist  nun 


« =  -l/|  -7-        ■'"'    ■  ■  (2) 


cos  «  =  1  -  2 +.i;2:3  4  - 

Da  aber  die  Winkel  a  und  6  nach  der  Voraussetzung  sehr 
klein  sind,  so  darf  man  ihre  vierten  Potenzen  vernachlässigen, 
und  man  erhält  alsdann: 


«=-/; 


a         de 

Integrirt  man  und  beachtet,    dass  6  ^  a  ist  für  t  =  0,    so 
ergibt  sich  hieraus 


-Vi 


t  ^  1  /    —  arc  cos  -. 


und  hieraus  folgt  wieder 


d6 
dt 


=  «cos(t|/|). 

=  -y|sin(t/|). 


Diese  Gleichungen  zeigen,  in  Uebereinstimmung  mit  dem, 
was  wir  schon  im  §  159  gesehen  haben,    dass  das  Pendel 
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eine  unbegrenzte  Reihe  von  gleichen  und  isochronen  Schwin- 
gungen nach  beiden  Seiten  des  Lothes  CB  ausfahrt:  es  er- 
reicht mit  der  Geschwindigkeit  v  =  0  den  Punkt  A,  für  den 


/i 


6  =  a  ist,  so  oft  tj/    —  ein  gerades  vielfaches  von  «,    und 


den  Punkt  A',  der  mit  A  in  gleicher  Höhe  liegt,  und  für  den 

ist.  Bezeichnet  man  mit  T  die  Zeit,  welche  es  braucht,  um 
aus  der  einen  dieser  extremen  Lagen  in  die  andere  zu 
kommen,  also  die  Zeit,  die  zu  einer  ganzen  Schwingung  er- 
forderlich ist,  so  wird 


^='/i- 


Die  Halb-Schwingungen,   die  abwärts  gehende  und   die  auf- 

l 
steigende,  erfordern  beide  dieselbe  Zeit,  nämlich  ö  T. 

Allgemein  befindet  sich  das  Pendel  in  zwei  Zeitpunkten, 
die  durch  den  Zeitraum  T  von  einander  getrennt  sind,  in 
zwei  zu  der  Verticalen  GB  symmetrischen  Lagen  und  hat 
gleiche  aber  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten;  denn  wenn 

HA 

man  in  den  Ausdrücken  für  6  und  -rr  an  Stelle  von   t  den 

dt 

Werth  t  +  T  setzt,  so  bleiben  die  absoluten  Werthe  dieser 
Grössen  dieselben,  während  ihre  Vorzeichen  in  die  entgegen- 
gesetzten übergehen. 

Das  Pendel   fallt   mit   der  Verticalen    zusammen,    wenn 

6  =  0,  also  t  =  -^  T  oder  gleich  einem  ungeraden  Vielfachen 

hiervon  ist;  alsdann  ist 


de 


\/'l 


dt 
und  mithin 

V  =  +  a  |/  ga 
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die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  im  Punkte  B. 
Bezeichnen  wir  die  Höhe  DB  seines  Ausgangspunktes  über 
B  mit  b,  so  ist 

b  =  a  (1  —  cos  a) 
oder,  mit  Vernachlässigung  der  vierten  Potenz  von  a 

b  =  ^  aa*. 

Die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  im  tiefsten 
Punkte  seiner  Bahn  ist  daher 

V  =  /2ib, 

d.  h.  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  auch  beim  freien 
Falle  der  Fallhöhe  b  entspricht. 

§  183«  Der  Ausdruck  für  T  ist,  wie  man  sieht,  von 
dem  Winkel  a  unabhängig:  er  bleibt  daher  derselbe  —  und 
wird  sogar  erst  genau  richtig  —  wenn  a  unendlich  klein 
wird.  Wenn  man  also  das  Pendel  unendlich  wenig  aus  seiner 
verticalen  Ruhelage  herausbringen  könnte,   so   würde  es  die 


"  I  'i/i 


erreichen.  Bei  dieser  Bewegung  würde  der  materielle  Punkt 
in  einer  endlichen  Zeit  einen  unendlich  kleinen  Weg  zurück- 
legen; dies  wird  dadurch  erklärlich,  dass  in  diesem  Falle 
seine  beschleunigende  Kraft  unendlich  klein  ist.  Diese  Kraft 
ist  nämlich  die  Componente  der  Schwerkraft  in  Richtung  der 
Tangente  der  Bahn;  bei  einem  unendlich  kleinen  Bogen, 
dessen  eines  Ende  im  tiefsten  Punkte  dieser  Bahn  liegt, 
bildet  aber  die  Tangente  mit  der  Verticalen  einen  Winkel, 
der  sich  nur  unendlich  wenig  von  einem  rechten  unterscheidet; 
der  Cosinus  dieses  Winkels,  mit  dem  die  Schwerkraft  zu 
multipliciren  ist,  um  die  genannte  Componente  zu  erhalten, 
ist  deshalb  unendlich  klein,  und  folglich  ist  diese  Componente 
selbst  unendlich  klein. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  auf  die  Schwingungen   eines 
materiellen  Punktes  auf  einer  beliebigen   Curve  übertragen, 
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bei  der  die  Ebene  des  Krümmungskreises  im  tiefeten  Punkte 
B  vertical  ist;  denn  fQr  eine  unendlich  kleine  Strecke  fällt 
die  Curve  mit  ihrem  Krümmungskreise  zusammen,  und  für 
eine  endliche,  aber  nur  sehr  kleine  Strecke  weicht  sie  von 
demselben  nur  sehr  wenig  ab.  Wenn  also  C  der  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  ist,  so  ist  die  Dauer  sehr  kleiner  Schwingungen 
auf  der  Curve  nach  beiden  Seiten  von  B  dieselbe,  wie  für 
ein  einfaches  Pendel,  dessen  Auf  hängepunkt  C  ist,  und  dessen 
Länge  der  Krümmungsradius  Cß  der  Curve  im  Punkte  B  ist. 
Sehr  kleine  Schwingungen  haben  daher  dieselbe  Dauer,  die 
auch  von  ihrer  Amplitude  unabhängig  ist,  auf  allen  verticalen 
Curven,  welche  in  ihrem  tiefsten  Punkte  dieselbe  Krümmung 
haben.  Ist  die  Ebene  des  Krümmungskreises  in  diesem  Punkte 
nicht  vertical,  so  hat  man  in  dem  Ausdrucke  für  T  an  Stelle 
der  Schwerkraft  g  ihre  Componente  für  diese  Ebene  zu 
setzen,  also  g  sin  i,  wenn  man  mit  i  den  Neigungswinkel 
die^^er  Ebene  gegen  die  horizontale  bezeichnet. 

§  184.  Wenn  der  Winkel  a  eine  endliche,  aber  sehr 
kleine  Grösse  hat,  so  ist  der  oben  angegebene  Werth  von  T 
nur  ein  Näherungswerth. 

In  der  That  erhält  man,  wenn  man  nur  noch  die  vierten 
Potenzen  von  a  und  6  in  den  Werthen  von  cos  a  und  cos  6 
berücksichtigt  und  diese  Werthe  dann  in  die  Gleichung  (2) 
einsetzt : 


|/i 


^a»  ^  Ö»  |/ 1  -  j^  (a«  +  e») 
Bei  diesem  Qrade  der  Annäherung  darf  man 

setzen  und  erhält  dann 

y     g  Vj.^  a^  -  e«        24  V  a«  —  ÖV 

eine    Gleichung,    welche    sich    nach    den    bekannten    Regeln 
integriren   läset.      Integrirt    man,    um    die   Dauer   T    einer 
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ganzen  Schwingung  zu  erhalten,  von  6  =  a  bis  6  =  —  a,  so 
ergibt  sich 


'  -  yi  (' + ^- 


und  daraus  geht  hervor,    dass  die  Schwingungsdauer  durch 
die  Amplitude  um  ein  Geringes  vergrössert  wird. 

Bezeichnet  man  mit  n  die  Anzahl  der  unendlich  kleinen 
Schwingungen  eines  beliebigen  Pendels  in  einer  gegebenen 
Zeit,  und  mit  n'  die  Anzahl  der  Schwingungen  desselben 
Pendels  in  derselben  Zeit,  wenn  ihre  Amplitude  zwar  endlich, 
aber  nur  sehr  klein  ist,  so  ergibt  sich: 


"="•(• +ii) 


Denn  die  Zahl  n'  muss  in  demselben  Verhältnisse  kleiner 
werden,  in  welchem  die  Dauer  jeder  einzelnen  Schwingung 
durch  die  Amplitude  verlängert  wird. 

§  185.  Obgleich  man  bei  den  verschiedenen  Anwen- 
dungen, die  man  vom  Pendel  macht,  dafür  sorgt,  dass  die 
Amplitude  der  Schwingungen  sehr  klein  ist,  so  dass  'die 
soeben  angegebene  Correction  der  Schwingungsdauer  hin- 
reichend ist,  empfiehlt  es  sich  dennoch,  die  convergente  Reihe 
zu  entwickeln,  durch  welche  sich  die  Schwingungsdauer  f&r 
jede  beliebige  Amplitude  darstellen  lässt. 

Seien  x  und  ß  die  Sinus  versus  der  Winkel  6  und  oc, 
so  dass 

1  —  cos  6  =  X, 

1  —  cos  a  =  ß 

ist;  dann  ist  gleichzeitig 

dx 


d6  = 


\/2x  —  X* 
und  die  Gleichung  (2)  geht  über  in: 

dx 


-=-1/1 
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Um  hieraus  die  Dauer  -^  T   einer  halben  Schwingung  herzu- 
leiten,  muss  man  von  x  =  ß  bis  x  =  0   integriren,   Werthe 
welche  den  Grenzen  6  =  a  und  6  =  0  entsprechen. 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nun 

eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

1.3.5...(2n  — 1) 
2.4.6. ..2n 

ist,  und  welche  immer  convergent  sein  muss,  da  x  stets 
kleiner  als  2  bleibt.  Wenn  man  nun  die  Integrationsgrenzen 
umkehrt  (was  man  thun  darf,  wenn  man  zugleich  das  Vor- 
zeichen von  dt  in  das  entgegengesetzte  verwandelt),  darauf 
fUr  jede  beliebige  Zahl  n 

ß 

x°dx 

=  An 


(I)' 


/ 


/ 


V  ßx  —  X* 

setzt  und  endlich  den  Werth   von  -x  T    verdoppelt,    so    er- 
hält man: 

T  =  1  /  -  f A„  +  -  — '-I-  —  ^  +  ''^-  ^A ^ 

y     g  V"^  2  2  ^2.4   4  ^2.4.6   8  ^  ) 

Die  Werthe  der  bestimmten  Integrale  Aj,  A„  A^ .  .  . 
stehen  unter  einander  in  einem  solchen  Zusammenhang,  dass 
man,  sobald  ein  einziges  davon  bekannt  ist,  die  übrigen 
leicht  daraus  herleiten  kann.     Es  ist  nämlich: 

r     x°dx      ^    /*{x  —  4)  3:°-'dx   ,    ß  T   x^»dx 
J  \  ßx—  x^      J      V>t  —  x"  2  J  /ßx  —  X*' 

(x  —  ^)  x"-'dx  

^ -=  —  x"-Vßx  —  x'  +  (n  —  1)/ X»-*  /ßx  —  X»  dx, 

Vßx  —  x' 

C      a  r s  C   xx-'dx  C     x°dx 

I  x'-'/ßx  —  X»  dx  =  ß  1  -. ^  —  /  ^^^^=^ 

J  ^  V/ßx-x»       Jl/ßx-x» 

Pfaaasttel,  Püi:»oa'«)  Lehrbacb  der  Vecbantic.  19 
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Hieraus  ergibt  sich  aber 


f  .^"^^      =  -  x"-Yßx  -  X»  -  (n  —  1)  f 


dx 


.* 


I. 


und  folglich: 

J  Vßx  —  X«  n    •"  *^  "^         2n       J  y  ßx  —  x^ 

Für    die    beiden    Grenzen    x  =  0    und    x  =  ß    wird    aber 

)/^ßx  —  x'  =  0;    und   wenn  man  daher  zu  den  bestimmten 
Integralen  übergeht,  so  erhält  man  nach  der  letzten  Gleichung : 

_(2n-l)ß 
2n 

Setzt  man  in  dieser  Formel  der  Reihe  nach  für  n  die 
Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  so  erhält  man 

Ai  =  |ßAo, 

A,  =  |ßAi  =  |;|ß«A„ 

A,=  g  ß  A,=  ^^ß«A„ 


_  1.3.5...  (2n  -  1) 
^°~       2.4.6...2n       "^  ^• 


und  als  Werth  von  A^  ergibt  sich: 


/ 


Setzt  man  nun  die  Werthe  von  Aq,  A^,  A^,  .  .  .  .  in  die 
Gleichung  für  T  ein,  so  erhält  man 

-'/i['+ö)*5+(em)"+(s)*(i)v...] 


Bewegung  des  Pendels  is  eiuem  widerstehenden  Mittel.         291 

als  die  gesuchte  Reihe,  welche  wesentlich  convergent  ist,  da 

^  stets  kleiner  als  1  ist. 

Will   man    wieder   die   vierte    Potenz    von    a   vemach- 

lässigen,  so  hat  man  ß  ==  -^    zu    setzen    und    sich    mit   den 

beiden   ersten   Gliedern   der   Reihe   zu   begnügen;    man   er- 
hält dann 


^ = •/!  0  +  ?a- 


also  denselben  Werth,  den  wir  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
funden haben. 

§  186.  Untersuchen  wir  nun  die  Bewegung  des  ein- 
fachen Pendels  in  einem  widerstehenden  Mittel.  Wenn  alle 
bisher  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten  werden,  so  ist 
die  Componente  der  Schwerkraft  in  Richtung  der  Tangente 
MT  gleich  g  sin  0,  weil  der  Winkel,  welchen  diese  Linie  mit 
der  Verticalen  MN  bildet  der  Complementwinkel  von  MCB 
oder  0  ist.  Bezeichnen  wir  die  beschleunigende  Kraft,  welche 
von  dem  Widerstände  des  Mittels  herrührt  und  der  Kraft 
g  sin  6  entgegen  wirkt,  mit  V  und  den  Bogen  AM  mit  s,  so 
ist  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  nach  §  152 

g  =  g  sin  6  -  V.  (3) 

Ueber  den  Werth  von  V  als  Funktion  der  Geschwindig- 
keit des  materiellen  Punktes  kaiin  man  nun  verschiedene 
Voraussetzungen  machen;  die  einfachste  ist  die,  dass  der 
Widerstand  der  Geschwindigkeit  proportional  sei,  so  dass 

k  dt 

zu  setzen  ist,  wo  k  eine  gegebene  constante  Geschwindigkeit 
bedeutet.     Es  ist  femer: 

s  =  a  (a  —  6), 
sin  e  =  6  -  -^  + 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

19^ 
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Wenn  daher  0  wieder  ein  sehr  kleiner  Winkßl  ist,  so  dass 
man  seine  dritte  Potenz  vernachlässigen  kann,  so  geht  die 
Gleichung  (3)  über  in: 

dt^  ^  k  dt  ^  a  "• 

Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist: 


e  =  [ccos(tT|/f)  +  c'sin(tT|/|)]e 


2k. 


WO  c  und  c'   die  beiden  willkürlichen  Constanten  sind,    und 
zur  Abkürzung 


V 


4k*       ^ 


gesetzt  ist.     Die  beiden   Constanten    ergeben    sich   aus    den 

Bedingungen,  dass  6  =  a  und  -rr  =  0   ist  für  t  =  0.     Es 

folgt  daraus 

c  =  a, 


,  _  «ygä 

^  --2^' 


Demnach  erhält  man 


.  =  ,[eos(t,|/i)+^*(tyi)]e-S 

1 

—  ?/fh(^/|)]e-S 


de 

dt 


als  Formeln  zur  Bestimmung  der  Lage  und  Winkel-Geschwin- 
digkeit des  Pendels  für  jeden  beliebigen  Zeitpunkt. 

JA 

Am  Ende  jeder  Schwingung  ist    ,    =  0 ;  dieser  Fall  tritt 

/ — 
ein,  so. oft  tY^/   -  ein  Vielfaches  von  w  geworden  ist.    Dar- 
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aus  folgt,    dasB  die  Schwingungen  isochron  sind,    ebenso  wie 
im  leeren  Räume,  und  dass  die  Schwingungsdauer 


-fi/: 


a 


ist;  dieselbe  wird  also  durch  den  Widerstand  des  Mittels  ver- 
längert, und  zwar  in  dem  *  Verhältnisse  von  1  :  — 

T 

Die  Amplituden  der  Schwingungen  nehmen  beständig  ab 

wegen  dos  Factors  e  .  Bezeichnen  wir  die  Amplitude  der 
n?^  Schwingung,  also  den  Werth  von  6  zur  Zeit  t  =  nT, 
mit  an,  so  ist 

«n  =  oe        ^     , 

und  diese  Formel  lehrt,  dass  die  Amplituden  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge eine  fallende  geometrische  Progression  bilden, 

deren  Quotient  e      ^^     ist. 

Diese  Schwingungsbewegung  setzt  jedoch  voraus,  dass  7 
eine  reelle  GrOsse  ist ;  bei  den  Pendelversuchen  ist  dies  immer 
der  Fall,  weil  das  Pendel  nie  eine  übermässig  grosse  Länge 
hat,  und  seine  Dichtigkeit  im  Vergleich  mit  derjenigen  der 
Luft,  in  welcher  es  sich  bewegt,  stets  sehr  gross  ist;  da- 
durch erhält  k'  einen  auch  im  Vergleich  mit  dem  Producte 

4  gäf  grossen  Werth  und  somit  wird  7  eine  reelle  Grösse, 
die  sich  wenig  von  1  unterscheidet.  Wenn  dagegen  einmal 
2k  <C  V^  wäre,   so  würde  t  imaginär  werden,   etwa  gleich 

ß  ^ —  i ,  wo  ß  eine  reelle  Grösse  bedeutet.  In  diesem  Falle 
würden  die  Sinus  und  Cosinus  in  dem  Ausdrucke  für  6  in 
Exponentialgrössen  übergehen,  und  man  würde  finden,  dass 
der  Winkel  6  erst  nach  einer  unendlich  langen  Zeit  gleich 
Null  werden  könnte:  es  würde  sich  also  dann  das  Pendel 
unaufhörlich  der  Verticalen  GB  nähern,  ohne  sie  jedoch  über- 
schreiten oder  auch  nur  vollständig  erreichen  zu  können. 
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§  187«  In  dem  Maasse  als  die  Amplituden  der  Schwin- 
gungen in  der  Luft  kleiner  werden,  nähert  sich  ihre  Ab- 
nahme, wie  die  Beobachtung  lehrt,  einer  geometrischen  Pro- 
gression; der  Unterschied  ihres  Gesetzes  von  einer  solchen 
ist  schon  unmerklich,  sobald  der  Winkel  a  kleiner  als  ein 
Drittel  eines  Grades  geworden  ist.  Ausserdem  lehrt  die  Er- 
fahrung, dass  die  Abnahme  der  Schwingungen  sehr  langsam 
vor  sich  geht.  So  verminderte  sich  zum  Beispiel  bei  einem 
Versuche  von  Borda,  bei  welchem  das  Gesetz  der  Abnahme 
ziemlich  genau  durch  eine  geometrische  Progression  darge- 
stellt  wurde,    die  Amplitude   nach    1800  Schwingungen    um 

ungefähr  -^  ihres  Anfangswerthes.    Wenden  wir  unsre  Gleich- 

ung  für  On  auf  diesen  Fall  an,  so  ergibt  sich  daraus 


e        ^     =^y 


und  folglich  ist 


1800X  Y&i  ,  3  r,.afiAa 

2k~  =  '^^^82""  0,40546  T ; 


femer  ist 


4k«        ^        ^  ' 


also 


ISOO'ff«  (1  —  Y«)  =  0,40546«  t' 
und  daraus  findet  sich 

T  =  1,00000000257  

oder  nahezu  gleich   1,    und  man  darf  demnach  bei  der  Be- 
rechnung von  T  den  Luftwiderstand  vernachlässigen. 

Man  darf  daher  bei  sehr  kleinen  Schwingungen  die  An- 
nahme machen,  dass  der  Widerstand  der  Luft  der  (jeschwin- 
digkeit  des  sich  bewegenden  Körpers  proportional  sei,  wie 
wir  es  gethan  haben,  und  dass  dieser  Widerstand  die  Schwin- 
gungsdauer nicht  merklich  beeinflusse.  Sind  dagegen  die 
Amplituden  einigermassen  beträchtlich,  so  lehrt  die  Er&hrung, 
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dass  sie  nicht  mehr  in  geometrischer  Progression  abnehmen: 
alsdann  muss  man  eine  andere  Voraussetzung  über  das 
Gesetz  des  Widerstandes  machen. 

§  188»     Nehmen   wir  jetzt   an,    diese  Kraft   sei    dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional,  und  setzen 


g  (iBy 

=  k«  Vdtj  ' 


WO  k  wieder  eine   constante  und  gegebene  Geschwindigkeit 
bedeutet,  welche  immer  sehr  gross  ist,   so  dass,   wenn   man 

P^         k» 

setzt,  (L  immer  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist.    Da  nun 

ds  =  —  adö 

ist,  so  geht  die  Gleichung  (3)  Ober  in 

d^ 
dt« 

multipliciren  wir  dieselbe  mit  2d6,  integriren  und  setzen 

dy 


+ 1 ..  e  -  i  ,  («)■;  (4, 


n 


©■- 


de 


so  kommt 


|_?pcose-,ty  =  0. 


eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  voll- 
ständiges Integral  ist: 

ßi»  .    2g  (sin  6  —  |t  cos  6) 

y=^  +— (T+nv— ' 

wo  c  die  willkürliche  Constante  bedeutet.     Differenziren  wir 

dy  d6' 

wieder  nach  8  und  ersetzen  ■—  durch  seinen  Werth  -^>     so 

erhalten  wir: 
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de»_       M»  ,    2g  (cos  e  +  [tsin  6). 

und  dies  ist  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (4)  in  endlicher 
Form. 

Um    c   zu    bestimmen,    bedenken    wir  wieder,    dass  für 

6  =:  a  -TT  =  0  ist;  demnach  ist 
dt 

2g  (cos  a  +  a  sin  a)  —  /«o 
(1  +  |i*)  a 

und  folglich:  ,^^ 

TT?  =  .,    ,      Qx     [cos  6  +  (JL  sm  e  —  (cos  a  +  |i  sm  a)  e  J. 

dt*      (1  +  1^  )  a 

Im  tiefsten  Punkte,  oder  für  6  =  0  hat  man  daher 
-^  =  ^  ja  [1  —  (cos  a  +  {1  sm  a)  e        ] 

für  das  Quadrat  der  erlangten  Geschwindigkeit;  diese  ist 
offenbar  kleiner,  als  sie  unter  übrigens  gleichen  Verhältnissen 
im  leeren  Räume  sein  würde. 

Vermöge   dieser  Geschwindigkeit  steigt  nun   der  mate- 
rielle Punkt  auf  den  Bogen  BA'  empor  bis  zu  einem  Punkte 

Aj,    der  tiefer  gelegen  ist,    als  A',    und  für  den  —  =  0  ist. 

Bezeichnen  wir  den  zugehörigen  Werth  von  6  mit  —  o^,  so 
erhalten  wir: 

t/Ml  "^  /'^ 

(cos  a^  —  |i  sin  a J  e      =  (cos  a  -|-  ji  sin  a)  e        ? 

und  wenn  man  die  Exponentialgrössen  nach  Potenzen  von  ji 
entwickelt  und  das  Quadrat  dieses  kleinen  Bruches  vernach- 
lässigt, so  kommt 

cos  o^  —  (1  (sin  a^  —  aj  cos  04)  =  cos  a  +  [i*  (sin  a  —  a  cos  a). 

Der  Werth  von  04,  den  diese  Gleichung  liefert,  ist  von  a  sehr 
wenig  verschieden ;  setzt  man  daher  a^  =  a  —  8  und  ver- 
nachlässigt sowohl  das  Quadrat  von  8  als  das  Product  (tS,  so 
erhält  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 
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o^  =  a r-^—  (sin  a  —  a  cos  a) 

*  am  a  "^  ' 

als  Werth  von  6  am  Ende  der  ersten  Schwingung. 

Zur  Gültigkeit  dieser  Formel  ist  nicht  erforderlich,  dass 
die  Schwingungen  sehr  klein  sind;  'sind  sie  es  aber,  so  dass 
man  die  4ä  Potenz  von  a  vernachlässigen  darf,  so  reducirt 
sich  die  Gleichung  auf: 

Ist  das  Pendel  im  Punkte  A,  angelangt,  so  kehrt  es  um 
und  fährt  so  fort,  hin  und  her  zu  schwingen,  bis  die  Ampli- 
tude seiner  Schwingungen  gleich  0  geworden  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  a^  die  Amplitude  der  zweiten  aufwärts 
gehenden  Halb-Schwingung,  so  wird  offenbar  a^j  nach  dem- 
selben Gesetze  aus  04  entstehen,  wie  a^  aus  a  hervorgegangen 
ist;  es  ist  also: 

2|ta' 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  die  Amplituden  aller  folgenden 
aufwärts  gehenden  Halbschwingungen,  eine  jede  aus  der 
vorhergehenden,  also 

2|ta; 

2|ta; 
3"' 

U.   8.    W. 


«4  =  ^3- 


woraus  hervorgeht,  dass  dieselben  nicht  mehr  in  geometrischer 
Progression  abnehmen,  wie  es  bei  der  Voraussetzung,  dass 
der  Luftwiderstand  der  Geschwindigkeit  proportional  sei,  der 
Fall  war. 

§  189.  Um  die  Zeit  zu  berechnen,  welche  einem  Winkel 
6  entspricht,  muss  man  den  Ausdruck  für  dt,  welcher  sich 
aus  der  Gleichung  (5)  ergibt,  integriren;  dies  lässt  sich  nach 
der  Methode   der  Quadraturen   stets   bewerkstelligen,    wenn 
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die  numerischen  Werthe  von  a,  (t,  6  gegeben  sind..  Wenn 
wir  es  jedoch  nur  mit  kleinen  Schwingungen  zu  thun  haben, 
so  lässt  sich  der  Werth  von  6  als  Function  von  t  auch  ver- 
mittelst einer  convergenten  Reihe  entwickeln,  und  umgekehrt. 
Sei  immer  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes  gleich  0;  0  ist  eine  Function  von  t  und  a,  welche 
für  den  Fall,  dass  a  =  0  ist,  beständig  gleich  0  bleibt.  Wir 
dürfen  daher  setzen: 


•  •  • 


e  =  «6,  +  OL*  %  +  «« 63  + 

WO  Op  6^,  6^ .  .  .  .  von  a  unabhängige  Coefficienten  bedeuten. 
Setzen  wir  diese  Reihe  in  die  Gleichung  (4)  ein,  entwickeln 
beide  Seiten  nach  Potenzen  von  a  und  setzen  darauf  die 
Coefficienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden  Seiten  einander 
gleich,  so  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  aus  denen  sich  die  Unbekannten  0„  %  % 

bestimmen  lassen.     Fei^ier  müssen,  wenn  zur  Zeit  t  ==  0  für 

Hfl 
jeden  Werth  von  a  8  =  a  und  ;|r  =  0    sein    soll,    die    An- 

fangswerthe  von  6^,  63 .  .  .  .,  -^1  -^  ....  alle  gleich  0  sein, 

Hfl 
während  der  von  6j  gleich   1   und  der  von  --|7*    gleich    Null 

sein  muss.  Diese  Bedingungen  dienen  zur  Bestimmung  der 
willkürlichen  Constanten,  welche  in  den  vollständigen  Inte- 
gralen der  Reihe  von  Differentialgleichungen  auftreten.  Auf 
diese  Weise  kann  man  so  viele  Glieder  der  obigen  Reihe  be- 
rechnen als  man  will.  Wir  wollen  uns  mit  einem  Näherungs- 
werthe  begnügen,  der  das  Quadrat  von  a  berücksichtigt, 
dagegen  die  dritte  und  höhere  Potenzen  dieser  Grösse  ver- 
nachlässigen.    Alsdann  erhält  man  einfach 

d«e_    ^       ,  d»e, 

dt»"""  dt»  ^  "^    dt«' 
sin  e  =  aö^  +  a% 

de«_  ,< 

dt«"*    dt» 
und,   wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichiuig  (4)  einsetzt 
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und     die   Coefficienten     von     a    und    o}   auf   beiden   Seiten 
gleichsetzt: 


dt«    '   a 

dt»  "^  a    «  ~  2  ^  dt«' 

Integrirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  und  bestimmt 
die  beiden  willkürlichen  Gonstanten  so,  dass  6^  =  1  und 
dOj 


dt 


=  0  wird  zur  Zeit  t  =  0,  so  wird 


Daraus  folgt 
de"       ff 

dTi  +  l" 


die  zweite  Gleichung  geht  daher  über  in: 


und  hieraus  erhält  man  durch  Integration,  wenn  man  berück- 

dt 


sichtigt,  dass  fUr  t  =  0  0^  ^  0  und  -^  =  0  sein  muss: 


Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  von  6^  und  6g  in  den  Aus- 
druck für  6  erhält  man: 

HO 
und  da  V  =  —  a  -^  ist,  so  wird  gleichzeitig 
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■ = (« - '-?)  /s""  (t/i) + ^  *  (^' v^i), 

und  diese  Formeln  lehren  uns  die  Lage  und  die  Geschwindig- 
keit des  materiellen  Punktes  zu  jeder  Zeit  kennen. 

%  190«     Wenn  wir  in  der  letzten  Gleichung 

™(2t^|)=2  8m(t|/^)c<»(t^|) 

setzen,  so  nimmt  die  Gleichung  v  ==»  0,  welche  am  Ende 
jeder  Schwingung  stattfindet,  die  Form  an: 

Da  der  Winkel  a  sehr  klein  ist,  so  kann  der  erste  Factor 
nicht  gleich  0  werden;   der  zweite  nimmt  diesen  Werth  an, 

so  oft  1 1  /  —    ein  Vielfaches  von  ä  ist.     Daraus  folgt,  dass 

das  Intervall  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Zeitpunkten, 
zu  denen  die  Geschwindigkeit  gleich  0  ist,  d.  h.  die  Schwin- 
gungsdauer T,  ist: 

Wenn  also  der  Luftwiderstand  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  so  übt  er  keinerlei  Einfluss  auf  die 
Schwingungsdauer  aus. 

Dagegen  ist  derselbe  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Zeit, 
welche  der  materielle  Punkt  braucht,  um  den  Punkt  B  zu 
erreichen;  vielmehr  verlängert  er  diese.  Bezeichnen  wir 
dieselbe  mit  t',  wenn  6  zum  ersten  Male  gleich  0  wird,  so 
erhalten  wir: 

('-f)-('-/i)+f+i-(^'/f)=»- 
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Der  kleinste  Werth  von  t'|/  — ,   welcher  dieser  Gleichung 


IC 

Genüge  leistet,  ist  von  —  sehr  wenig  verschieden;  setzen  wir 
daher 

und    vernachlässigen    sowohl   das   Quadrat    von    8    als    das 
Product  aS,  so  erhalten  wir 


6 


und  mithin 


^  -  ^  t/|  ('  +  S) 


Der  Luftwiderstand    verlängert   also    die   Dauer   der   ersten 
abwärts  gehenden  Halb-Schwingung  in  dem  Verhältnisse  von 

1  zu  1  +  ^  und,    da  er  die  Dauer  der  ganzen  Schwingung 

off 

ungeändert  lässt,  so  muss  er  die  Dauer  der  aufwärts  gehen- 
den Halbschwingung  in  demselben  Verhältnisse  verkürzen. 

Setzen  wir  den  Werth  von  t'  in  den  Ausdruck  für  v  ein 
und  vernachlässigen  die  dritte  Potenz  von  a,  so  wird 


=  (l-f)aK'ga. 


und  daraus  geht  hervor,  dass  die  Geschwindigkeit  des  mate- 
riellen Punktes    im    tiefsten  Punkte   seiner  Bahn  durch   den 

Luftwiderstand  in  dem  Verhältnisse  von  1  zu  1 ^    ver- 

mindert  wird. 

Bf^zeichnet  man  den  Werth  von  6  am  Ende  der  ersten 
ganzen  Schwingung,  also  für 
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mit  —  ^,90  erhält  man,  wie  oben: 

2u.a> 

^  =  *  -  "T"- 

Diese  Resultate  sind  von  der  Orösse  des  Widerstands- 
Goefficienten  {t  unabhängig  und  gelten  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Winkel  a  nur  klein  ist;  sie  beziehen  sich 
sowohl  auf  die  Bewegung  des  Pendels  in  einem  gasförmigen 
als  in  einem  tropfbar  flüssigen  Mittel,  sobald  der  Coefficient 
{i  für  das  betreffende  Mittel  besonders  bestimmt  ist.  Wenn 
a  nur  sehr  klein  ist,  so  braucht  man  den  Fall,  dass  der 
Widerstand  der  dritten  oder  einer  höheren  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  wäre,  gar  nicht  weiter  zu  unter- 
suchen; denn  es  könnten  dadurch  in  die  Ausdrücke  für  6 
und  V  doch  nur  noch  Glieder  kommen,  welche  von  höheren 
als  der  zweiten  Potenz  von  a  abhängen,  welche  wir  der 
Voraussetzung  nach  vernachlässigen  dürfen.  Fassen  wir 
das  soeben  Gefundene  mit  dem  zusammen,  was  sich  im 
§187  ergeben  hat,  so  sehen  wir  daraus,  dass  der  Luft- 
widerstand auf  die  Dauer  sehr  kleiner  Pendelschwingungen, 
für  die  man  die  Aenderung  der  Amplitude  vernachlässigen 
darf,  ohne  Einfluss  ist.  Berücksichtigt  man  die  Aenderung 
der  Amplituden,  so  hat  der  Widerstand  des  Mittels  einen 
kleinen  Einfluss,  weil  er  die  Aenderung  der  Amplitude 
während  der  Bewegung  bedingt. 

§  191«  Man  darf  jedoch  hieraus  nicht  schliessen,  dass 
die  Dauer  auch  der  kleinsten  Schwingungen  eines  schweren 
Körpers  in  der  Luft  dieselbe  sei,  wie  im  leeren  Räume; 
denn  dieses  Fluidum  vergrössert  die  Schwingungsdauer, 
indem  es  durch  den  Druck,  den  es  auf  den  bewegten 
Körper  ausübt,  die  Schwere  desselben  vermindert.  Die  Beob- 
achtung lehrt  —  und  wir  werden  dies  in  der  Hydrostatik 
auseinandersetzen  —  dass  ein  ruhender  Körper  beim  Ein- 
tauchen  in  eine  Flüssigkeit  soviel  an  Gewicht    verliert,    als 
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die  Flüssigkeit  wiegt,  die  er  aus  ihrer  Lage  verdrängt  hat, 
oder  deren  Raum  er  einnimmt.  Wenn  also  P  das  Oewicht 
eines  Körpers  im  leeren  Räume,  P'  sein  Gewicht  in  der  Luft^ 
und  n  das  Gewicht  eines  dem  Eörper-Volumen  gleichen 
Volumens  Luft  ist,  so  ist 

F  =  P  —  n. 

• 

Bezeichnen  wir  daher  mit  p  das  Verhältniss  der  Dichtigkeit 
der  Luft  zu  der  des  Körpers,  mit  g  die  Schwerkraft  im 
leeren  Räume,  mit  g'  die  corrigirte  Schwerkraft  in  der  Luft 
und  mit  m  die  Masse  des  Köi*pers,  so  ist  gleichzeitig 

n  =  Pp, 

P  =  mg, 
P'  =  mg, 

und  man  erhält  aus  der  vorigen  Gleichung: 

g  =  g  (1  —  P)- 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  T  und  T'  die  Dauer  kleiner 
Schwingungen  ein  und  desselben  Pendels,  welche  den  be- 
schleunigenden Kräften  g  und  g'  entspricht,  so  ist 


und  folglich 


T'  = 


Ist  a'  die  Länge  des  Pendels,  welches  unter  dem  Einflüsse 
der  Schwerkraft  g'  seine  Schwingungen  in  derselben  Zeit 
vollführt,  wie  das  Pendel  von  der  Länge  a  bei  einer  be- 
schleunigenden Kraft  g,  so  muss 


/!-/? 


sein,  und  daraus  folgt: 
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a'  =  a  (l  —  p). 

Es  führt  daher  schon  die  Betrachtung  des  Oewichtsverlustes 
ien  ein  ruhender  Körper  in  der  Luft  erleidet,  darauf,  dass 
sich   für  ein  einfaches  Pendel   die  Schwingungsdauer  in  der 

Luft  zu  der  im  leeren  Räume  verhält  wie  l  :  y  l  —  p,  wäh- 
rend die  Länge  des  in  der  Luft  schwingenden  einfachen 
Pendels,  welches  mit  einem  im  leeren  Räume  schwingenden 
gleiche  Schwingung^sdauer  hat,  kleiner  ist  als  die  des  letzteren 
und  sich  dazu  verhält  wie  1  —  p  :  1 . 

B  es  sei  hat  ausserdem  experimentell  nachgewiesen,  dass 
der  Gewichtsverlust,  den  ein  Körper  in  der  Luft  erleidet, 
verschieden  ist,  je  nachdem  sich  der  Körper  in  Ruhe  befindet 
oder  Schwingungen  ausführt:  im  letzteren  Falle  erleidet  er 
einen  grösseren  Gewichtsverlust.  —  Man  muss  daher  in  den 
obigen  Formeln  p  noch  mit  einem  Factor  f  multipliciren, 
welcher  grösser  ist  als  die  Einheit  und  von  der  Gestalt  des 
bewegten  Körpers  abhängt.  Ich  bin  in  einer  Abhandlung 
über  die  gleichzeitige  Bewegung  eines  Pendels  und  der  um- 
gebenden Luft  zu  demselben  Resultate  gekommen  [Memoires 
de  r  Academie  des  Sciences,   Bd.    11]    und    habe    gefunden, 

dass  f  =  ^  ist,   wenn  das  Pendel  —  wie   das  Borda'sche  — 

aus  einer  Kugel  besteht,  welche  an  einem  sehr  dünnen  und 
gegen  den  Durchmesser  der  Kugel  sehr  langen  Faden  auf- 
gehängt ist ;  man  muss  daher  in  diesem  Falle  die  der  Dichtig- 
keit der  Luft  Rechnung  tragende  Correclur  der  Dauer  kleiner 
Schwingungen  und  der  Länge  des  einfachen  Pendels  um  die 
Hälfte  erhöhen.  In  allen  Fällen  ist  der  Factor  f  von  der 
Dichtigkeit  des  Pendels  ebenso  wie  von  der  Dichtigkeit  und 
der  Natur  des  Mittels,  in  welchem  sich  dasselbe  bewegt, 
unabhängig,  so  dass  man  ihn  stets  experimentell  bestimmen 
kann,  indem  man .  die  Schwingungsdauer  zweier  Pendel  von 
gleicher  Gestalt  aber  verschiedener  Dichtigkeit  in  ein 
und  demselben  Mittel,  oder  auch  ein  und  desselben  Pendels 
in  zwei  verschiedenen  Mitteln,  wie  z.  B.  in  der  Luft  und  im 
Wasser,  mit  einander  vergleicht. 

§  193.     Sei  nun  n  die  Anzahl    ^er  unendlich    kleinen 


Experimentelle  Bestimmung  der  Schwerkraft.  30.' 


ou;> 


Schwingungen,  welche  ein  beliebiges  Pendel  im  leeren  Räume 
während  einer  gegebenen  Zeit  t  machen  würde.  Um  diese 
Zahl  nach  der  im  §  184  entwickelten  Formel  aus  der  Beob- 
achtung sehr  kleiner  Schwingungen,  mit  Berücksichtigung  der 
Veränderung  der  Amplituden  während  dieser  Zeit  t  abzu- 
leiten, pflegt  man  für  den  Winkel  a  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  der  grössten  und  kleinsten  beobachteten  Amplitude 
zu  nehmen.  Hat  man  n  gefunden,  so  ist  die  Dauer  T  einer 
unendlich  kleinen  Schwingung  dieses  Pendels 

T  =  ^; 
n 

der  Fehler,  den  man  bei  der  Beobachtung  der  Zeit  t  begehen 
kann,  wird  auf  den  Werth  von  T  um  so  geringeren  Einfluss 
haben,  je  grösser  die  Zahl  n  ist.  Aus  der  Gestalt  und  den 
Dimensionen  des  schwingenden  Körpers  bestimmt  man  hierauf 
nach  einer  Formel,  welche  in  einem  späteren  Capitel  abge- 
leitet werden  wird,  die  Länge  des  einfachen  Pendels,  dessen 
Bewegung  dieselbe  ist  wie  die  des  schwingenden  Körpers, 
und  reducirt  diese  Länge,  wie  wir  es  soeben  auseinander 
gesetzt  haben,  auf  den  leeren  Kaum;  bezeichnet  man  darauf 
diese  reducirte  Länge  mit  a  und  die  Schwerkraft  für  den 
leeren  Raum  mit  g,  so  ist 


Hieraus  folgt 


i='Vl 


TT^n^a 


Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man  für  jeden  Erdort 
das  Maass  der  Schwerkraft,  d.  h.  der  Geschwindigkeit  g, 
welche  die  schworen  Körper  beim  verticalen  Falle  im  leeren 
Räume  während  der  Einheit  der  Zeit  erlangen,  mit  sehr 
grosser  Genauigkeit  berechnen.  Nach  Borda's  Versuchen 
auf  der  Sternwarte  von  Paris,  mit  einem  ca.  2"  langen 
Pendel,  war 

Pfanntttiel,  Poiason'H  Lehrbuch  der  Mechanik.  20 
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a  =  0"^  ,993855 
bei  Zugrundelegung  der  Secunde  als  Zeiteinheit;  daraus  folgt 

g  =  9°',80896 

für  diesen  Erdort,  d.  h.  für  eine  Breite  von  48®  50'  14". 

Bessel  hat  eine  Reihe  von  Schwingungsversuchen  mit 
Körpern  aus  allen  möglichen  Stoffen,  aus  Metallen,  Elfen- 
bein, Marmor,  Meteorsteinen  u.  s.  w.  angestellt  :*  immer  fand 
er  merklich  gleiche  Werthe  für  g;  die  grössten  Abweichungen 
vom  mittleren  Werthe  nach  beiden  Seiten  hin,  betrugen  kaum 

— ^^  dieses  Werthes  und  dürfen  den  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfehlem zugeschrieben  werden.  Es  kann  daher  kein 
Zweifel  herrschen,  dass  die  Attraction  der  Erde  auf  alle 
Körper  für  denselben  Erdort  gleich  ist,  welcher  Natur  diese 
Körper  auch  sein  mögen;  denn  diese  Gleichheit  ergibt  sich 
als  eine  unmittelbare  Folge  aus  derjenigen  der  Werthe  der 
Schwerkraft  g,  da  diese  Kraft  der  Ueberschuss  der  Erd- 
attraction  über  die  verticale  Componente  der  allen  diesen 
Körpern  gemeinschaftlichen  Centrifugalkraft  ist. 

%  193.  Betrachten  wir  die  Oberfläche  der  Erde  als  das 
nach  allen  Richtungen  fortgesetzte  Niveau  der  Meere,  so 
lässt  sich  zeigen  —  wie  es  in  der  Mecanique  Celeste  ge- 
schehen ist  —  dass  die  Längenänderung  eines  einfachen 
Pendels,  welches  jede  Schwingung  in  der  Einheit  der  Zeit 
vollführt,  für  jeden  Punkt  der  Erdoberfläche  dem  Cosinus  der 
doppelten  geographischen  Breite  dieses  Punktes  proportional 
ist,  so  dass,  wenn  man  diese  Länge  für  einen  Ort  unter  der 
Breite  ^  mit  X  bezeichnet, 

X  =  I  (1  —  a>  cos  24>)  (b) 

ist,  wo  l  und  od  zwei  durch  die  Beobachtung  gegebene  Gon- 
stanten  sind.  Es  wird  in  dem  genannten  Werke  auch  gezeigt, 
dass  der  Factor  (o  mit  der  Abplattung  des  Erdsphäroides  in 
einem  Zusammenhange  steht,    der  sich  durch   die  Gleichung 

2(0  +  8  =  I  r 


Lange  des  Secnndenpendels.  f^()7 

ausdrücken  lässt,  wo  8  diese  Abplattung  bedeutet,  so  dass 
sich  der  Radius  des  Äquators  zu  dem  des  Poles  wie  1  +  S  :  1 
verhält,  und  wo  man  mit  r  das  Yerhältniss  der  Centrifugal- 
kraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator  bezeichnet,  welches  nach 
§  177 

=  -L 

^^""289 

ist. 

Die  Gleichung  (b)  lässt  sich  wirklich  experimentell  be- 
stätigen, wenn  man  von  localen  Verhältnissen  absieht,  welche 
—  wie  wir  später  sehen  werden  —  die  Anziehung  der  Erde 
und  die  Länge  des  Pendels  beeinflussen  können.  Die  Beob- 
achtungen, welche  man  in  verschiedenen  Breiten  angestellt 
hat,  ergeben 

(ti  =  0,002588 ; 

daraus  folgt,  dass  8  nahezu  gleich  r  ist.  Die  Constante  {  ist 
der  Werth  von  X  für  ^  =  45^;  dieser  unterscheidet  sich 
wenig  von  dem,  welcher  der  Breite  von  Paris  entspricht. 
Hiemach  hat  man 

0^,993855  =  I  (1  +  0,002588  sin  7^  40'  28"), 

woraus  folgt: 

I  =  0",993512. 

Macht  man  in  der  Gleichung  (a)  n  =:  1  und  1  =  1,  setzt 
nach  einander  I  und  X  an  Stelle  von  a  und  bezeichnet  die 
entsprechenden  Werthe  von  g  mit  p  und   p,   so   erhält  man 

p  =  nX 

p  =  7r*X; 

es  wird  daher 

p  =  9°»,80557, 

und  für  eine  beliebige  Breite: 

p  =  p  (1  _  0,002588  cos  2(P). 

Beachtet  man,  dass 

cos  2?])  =  2  cos^  'J>  —  1 

20* 
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ist,  so  sieht  man,  dass  die  Abnahme  der  Schwerkraft,  während 
man  vom  Pole  nach  dem  Äquator  geht,  dem  Quadrate  des 
Cosinus  der  Breite  proportional  ist,  wie  wir  schon  im  §  178 
erwähnt  haben. 

Bringt  man  ein  und  dasselbe  Pendel  an  verschiedene 
Erdorte,  so  muss  sich  nach  Gleichung  (a)  die  Zahl  n  seiner 
Schwingungen  in  einer  bestimmten  Zeit  t  proportional  der 
Quadratwurzel  aus  der  Schwerkraft  ändern.  So  muss,  zum 
Beispiel,  eine  Pendeluhr,  die  man  in  Paris  nach  der  täglichen 
Umdrehung  der  Erde  regulirt  hat,  am  Äquator  zurückbleiben. 
Sind  n  und  n'  die  Schwingungszahlen  ihres  Pendels  für  einen 
Stemtag  an  diesen  beiden  Erdorten,  so  ist 

n  =86164, 

—  0,002588 


^        "|/    1  +  0,002588  sin  7 


'   r\r\" 


'^40' 28 

und  folglich 

n  =  86037 ; 

die  Uhr  wird  also  am  Äquator  innerhalb  24  Stunden  etwa 
127  Secunden  zurückbleiben.  Grade  die  Beobachtung  dieser 
Verzögerung  war  es,  die  zum  ersten  Male  die  Veränderlich- 
keit der  Schwerkraft  an  der  Erdoberfläche  augenscheinlich 
bewies. 


IL 

Bewegrungr  auf  der  Cydoide. 

§  194.  Sei  ABC  (Fig.  46)  die  Bahn  eines  schweren 
materiellen  Punktes,  deren  Ebene  vertical  ist.  Nehmen  wir 
an,  dass  dieser  Punkt  von  dem  beliebigen  Punkte  D  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  ausgegangen  sei  und  sich  zur  Zeit  t 
im  Punkte  M  befinde.  Von  den  Punkten  D  und  M  fällen 
wir  Perpendikel  DE  und  MP  auf  die  durch  den  tiefsten 
Punkt  B  der  Bahn  gehende  Verticale ;  setzen  wir  EP  =  z 
und  bezeichnen  mit  v  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  M  und 
mit  g  die  Schwerkraft,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass 
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die    Schwerkraft    die    einzige    auf   den    beweglichen    Punkt 
wirkende  Kraft  ist,  nach  §  159: 

V  =  /2gz. 

Bezeichnen  wir  femer  mit  s  den  Bogen  BM,  so  ist,   da  der- 
selbe abnimmt,  wenn  die  Zeit  wächst: 


ds. 
^-~dt' 

und  setzen  wir 

EB  — ,  h, 

PB  —  X  —  h  —  z, 

so  folgt  daraus 

V  2g  dt  -  -   -y^      - 

(1) 


X 


für  jede  beliebige  gegebene  Gurve. 

Ist  diese  Gurve  nun  eine  Gycloide,  so  ist  nach  §  73 


s'  =  4ax, 

wenn  wir  mit  a  den  Durchmesser  BF  des  erzeugenden  Kreises 
bezeichnen.    Man  erhält  daher  fQr  diesen  Fall: 


/? 


a  /hx  —  X* 

und  hieraus  durch  Integration: 

2x  —  h 
arc  cos  — r — > 
h 

wenn   die  Zeit  vom  Anfang  der  Bewegung   gezählt   werden 
soll,  oder  wenn  t  «=  0  sein  soll  für  x  =  h. 

Bezeichnet  man  die  Zeit,  welche  der  bewegliche  Punkt 
braucht,  um  den  Punkt  B  (für  den  x  =  0  ist)  zu  erreichen, 
mit  t\  so  ist 


y?= 


t'  1/  —  =  arc  cos  (—  1)  =  ä 
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und  mithin 

r 
t'=      ^  ' 


'■-yk 


Man  sieht,  dass  diese  Zeit  von  der  Höhe  h  des  Ausgangs- 
punktes D  über  dem  tiefsten  Punkte  B  unabhängig  ist,  so 
dass  diese  Eigenthümlichkeit,  welche  für  eine  kleine  Höhe  h 
bei  allen  möglichen  Gurven  sich  näherungsweise  zeigte,  der 
Cycloide  im  strengen  Sinne  zukommt,  welches  auch  die  Höhe 
h  sein  mag.  Es  folgt  daraus,  dass  alle  Punkte,  welche  zu 
gleicher  Zeit  von  den  verschiedensten  Punkten  der  Cycloide 
ausgehen,  in  ihrem  tiefsten  Punkte  zu  gleicher  Zeit  an- 
konunen  müssen. 

Als  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  nach  beiden  Seiten 
des  Punktes  B  erhält  man 


"/f^ 


dies  ist  die  Dauer  sehr  kleiner  Schwingungen  eines  Pendels, 
dessen  Länge  2a  der  Krümmungsradius  der  Cycloide  im 
tiefsten  Punkte  ist  (§  72);  und  dieses  Resultat  stimmt  mit 
dem  überein,  welches  wir  im  §  183  in  Beziehung  auf  die 
Dauer  kleiner  Schwingungen  auf  einer  beliebigen  Curve  ge- 
funden haben,  nur  dass  es  bei  der  Cycloide  für  alle  Schwin- 
gungen von  ganz  beliebigen  Amplituden  gilt. 

^         §   195.     Die  Zeit,  welche  der  materielle  Punkt  braucht, 
'im  den  Cycloidenbogen  DB  zu  durchlaufen,  ist  von  der  Länge 
dieses  Bogens  auch  dann  noch  unabhängig,    wenn  die  Bewe- 
gung  in    einem    widerstehenden    Mittel    vor    sich    geht   und 
der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  einfach  proportional  ist. 

Setzen  wir,  um  dies  zu  zeigen,  diese  Kraft  gleich  ^»  wie 

im  §  186;   die  Componente  der  Schwerkraft  in  Richtung  der 

Tangente  MT  ist  g  ,-»    wenn  wir  berücksichtigen,    dass    ,  - 

der  Cosinus  des  Winkels  TMN  ist,  den  die  Tangente  mit  der 
Verticalen  MN  bildet.     Die  Kraft,   welche  auf  den  Punkt  M 
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wirkt,    und    welche    den  Bogen  BM    oder   s   zu   verkleinern 
strebt,  ist  daher  gleich  der  Differenz 

dx  V . 

mithin  erhält  man  als  Bewegungsgleichung 


t'  **  Vds       k) 


d 
dt» 


j        ,  ds        ,  dx         8    .  . 

oder,  da  V  =  —  -^  und  t-  =  tt  wt: 

dt  ds        2a 

dt»  ^  k  dt  ^  2a  *       "• 

Integriren  wir  und  bestimmen  die  beiden  willkürlichen 
Gonstanten  so,  dass  für  t  =  0  v  =  0  und  s  =  a  wird,  und 
setzen  zur  Abkürzung 


/ 


2k>       ^' 


so  erhalten  wir  (§  186) 


» = « h  (''  /i)  +  ^  *  (''  /ä)]  « 


gt 

2k 


Bezeichnen  wir  daher  die  Zeit,    welche   dem  Punkte  B  oder 
dem  Bogen  s  =  0  entspricht,  mit  t',  so  erhalten  wir: 


cos 


('•'/ö + «^  *('•'/!) =». 


eine   Gleichung,    aus  welcher  sich  ein    von   a   unabhängiger 
Werth  von  t'  ergibt,  was  wir  zeigen  wollten. 

Wenn  der  Widerstand  sehr  klein,  oder  die  Geschwindig- 
keit k  sehr  gross  ist,  so  ist  nahezu  7  =  1,  und  es  ergibt 
sich  aus  der  vorigen  Gleichung 


K-i  A7_l  „   rt^2ga 
*|/    2^-2^+-^-' 
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woraus  hervorgeht,    dass   die  Zeit  t'   durch   den  Widerstand 
des  Mittels  ein  wenig  vergrössert  wird. 

§  196«  Verlängern  wir  die  Linie  BF  bis  zum  Punkte 
0  um  eine  Strecke  FO  =  BF,  so  ist  der  Punkt  0  der  Krüni- 
mungsmittelpunkt  der  Cycloide  im  Punkte  B.  Beschreiben 
wir  die  beiden  Halbcycloiden  OA  und  OC,  welche  die  Geraden 
OB  und  AC  berühren  und  OF  zum  Durchmesser  ihres  er- 
zeugenden Kreises  haben,  so  ist  OA  die  Abwickelungscurve 
von  AB,  und  OC  die  von  BC  (§  72);  wenn  man  daher  einen 
unausdehnbaren  Faden  von  der  Länge  OB  =  2a  im  Punkte 
0  befestigt  und  denselben  zuerst  auf  die  Curve  OA,  dann 
auf  OC  aufwickelt,  so  beschreibt  sein  anderes  Ende  die 
Cycloide  ABC. 

Dieser  Umstand  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  ein 
Cycloidenpendel  zu  construiren.  Fertigen  wir  die  Curven  OA 
und  OC  aus  einem  festen  Materiale  an,  befestigen  einen  unaus- 
dehnbaren und  vollkommen  biegsamen  Faden  OB  im  Punkte 
0,  bringen  an  dem  anderen  Ende  B  einen  schweren  Körper 
an  und  entfernen  darauf  den  Faden  aus  seiner  verticalen 
Lage,  so  dass  er  sich  ganz  oder  theilweise  auf  einer  der 
Curven  OA  und  OC  aufwickelt,  und  dass  sein  nicht  aufge- 
wickelter Theil  die  Tangente  dieser  Curve  ist:  so  wird  das 
untere  Ende  des  Fadens,  sobald  man  ihn  loslässt,  die  Curve 
ABC  beschreiben;  und  nach  §  194  wird  die  Schwingungs- 
dauer dieses  Pendels  im  leeren  Räume  beständig  und  im 
strengen  Sinne  von  der  Amplitude  der  Schwingungen  unab- 
hängig sein.  In  der  Praxis  würde  allerdings  eine  derartige 
Einrichtung  der  Genauigkeit  entbehren,  und  überdies  findet 
für  grosse  Schwingungen  in  der  Luft  Isochronismus  nicht 
mehr  statt,  da  der  Widerstand  dieses  Mittels  alsdann  der 
Geschwindigkeit  nicht  mehr  einfach  proportional  ist. 

§  1 97«  Man  bezeichnet  alsTautochrone  jede  Curve, 
auf  welcher  ein  schwerer  materieller  Punkt  stets  in  derselben 
Zeit  den  tiefsten  Punkt  erreicht,  v«n  welchem  Punkte  der 
Curve  er  auch  ausgegangen  sein  mag.  Es  ist  daher  für  den 
leeren  Raum  die  Cycloide  eine  Tautochrone;  wir  werden 
sehen,  dass  sie  die  einzige  Curve  dieser  Art  ist. 
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Bezeichnet  man  mit  t'  die  Zeit,  welche  der  bewegliche 
Körper  braucht,  um  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  auf  einer 
beliebigen  Gurve  ADB  vom  Punkte  D  zum  tiefsten  Punkte  B 

zu  gelangen,  so  wird  der  Werth  t'  ^^  2g  durch  das  Integral 
der  Gleichung  (1),  genommen  zwischen  den  Grenzen  x  =  h 
bis  X  ==:  0,  gegeben  sein ;  kehrt  man  die  Integrationsgrenzen 
um,  was  man  thun  darf,  wenn  man  das  Vorzeichen  des 
Integrales  ändert,  so  erhält  man 

h 


'•^^«-/^fe 


um  die  Tautochrone  zu  finden,  hat  man  s  als  Function  von 
X  so  zu  bestimmen,  dass  dieses  Integral  von  h  unab- 
hängig wird. 

Denken  wir  uns  diese  unbekannte  Function  in  eine  Reihe 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  dass  man  hat : 

s  =  Ax«  +  Bx^  +  Cx^  H 

wo  A,  B,  C  .  .  .  und  a,  ß,  7  .  .  .  unbestimmte  Coefficienten 
und  Exponenten  sind.  Da  die  Abscisse  x  und  der  Bogen  s 
in  demselben  Punkte  B  beginnen,  so  muss  gleichzeitig  x  =  0 
und  8  =  0  werden.  Es  müssen  daher  die  sämmtlichen  Ex- 
ponenten a,  ß,  T .  .  .  positiv  sein,  und  keiner  davon  darf 
gleich  0  sein.  Femer  muss  der  kleinste  davon  kleiner  sein 
als  die  Einheit;  denn  da  nach  der  Voraussetzung  der  Punkt 
B  der  tiefste  Punkt  der  gesuchten  Curve  ist,  so  ist  die 
Tangente  in    diesem  Punkte   horizontal   oder   senkrecht   zur 

ds 
x-Axe,   und  daraus  folgt  3-  =  00  für  x  =  0. 

dx 

Bilden  wir  das  Differential  dieser  Reihe  und  substituiren 
es  an  Stelle  von  ds  in  die  vorher  gehende  Formel,  so  er- 
halten wir 

'•^--/>a+'''/^+ 

o        '  o       ' 

Setzt  man  x  =  hx',  dx  =  hdx',  so  werden  die  Grenzen  der 
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Integrale  in  Beziehung  i*uf  diese  neue  Variabele  0  und  1 ;  es 
ist  zum  Beispiel: 

h  1 

.  =  h°-T  I     .  dx  ; 

v'h  -X         .;  1/1  -  x 


o 


und  wenn  man  zur  Abkürzung  schreibt: 
1  1 

I  —- dx'  =  A',      I  — dx'  =  B'  etc. 

J  /l  -  x'  J  l/l  -  x' 

o  o 

so  erhält  man 

t'  /2i  =  aAA'h«-T  +  ßBB'h'^-  t  +  tCCIi^"  t  H 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dass  keins  dieser  Integrale  A', 
B',  C  .  .  .  .  verschwinden  kann;  denn  die  Werthe  der  Diffe- 
rentiale, deren  Summen  sie  sind  (§  13)  ändern  innerhalb  der 
Integrationsgrenzen  ihr  Vorzeichen  nicht:  diese  Differentiale 
sind  alle  positiv,  und  folglich  sind  es  auch  die  Integrale. 

Nun  kann  offenbar  der  Werth  von  t'  nur  dann  von  h 
unabhängig  sein,  wenn  alle  Glieder  der  vorigen  Reihe  ver- 
schwinden, mit  Ausnahme  dessen,  in  welchem  der  Exponent 
von  h   gleich    0    ist;    dies   ist   in    dem  Gliede    der  Fall,    in 

welchem  der  Exponent  a  oder  ß  oder  y  ©tc.  gleich  -^  ist.    Sei 

dieses    Glied    das    erste,     oder,    mit    anderen    Worten,     sei 

a  =  — •     Damit    das    zweite    Glied    verschwinde,    muss    das 

Product  ßBB'  gleich  0  sein,  und  dies  ist  wieder  nur  möglich, 
wenn  B  =  0  ist,  da  ß  und  B'  von  0  verschieden  sind.  Ebenso 
erkennt  man,  dass  die  übrigen  Coefficienten  C,  D  etc.  eben- 
falls gleich  0  sein  müssen.  Die  Gleichung  der  Tautochrone 
reducirt  sich  demnach  auf 

j_ 
s  =  Ax  *, 
oder  s^  =  A*x, 

und  dies  ist  die  Gleichung  einer  Gycloide,  deren  Basis  hon- 
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zontal  ist,  und  deren  Scheitel  im  Punkte  B  liegt,  welchen  der 
bewegliche  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  erreicht. 

Bezeichnen  wir  den  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises 
mit  a,  so  ist  A'  =  4a  und  folglich 


t'  /2g  =  A'  ysL. 


Da  a  =  ^  ist,  so  ist 


1 

A' 

o 

mithin  erhält  man  den   schon   im  §   194   gefundenen  Werth: 


.   =   I      , =  it; 

.7  l/x   -  X« 


^-Vk 


§  198«  Man  findet  ferner  die  Gycloide,  wenn  man  die 
Brachystochrone  für  den  leeren  Raum  sucht,  d.  h.  die 
Curve  AMB  (Fig.  47),  auf  welcher  ein  schwerer  materieller 
Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von  einem  gegebenen  Punkte  A 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit  nach  einem  gleichfalls  gegebenen 
Punkte  B  gelangt. 

Um  diese  Curve  zu  bestimmen,  seien  x,  y,  z  die  Coordi- 
naten  des  Punktes  M,  in  dem  sich  der  bewegte  Punkt  zur 
Zeit  t  befindet;  sei  femer  s  der  Bogen  AM,  den  er  durch- 
laufen hat.  Setzen  wir  die  x-Axe  als  vertical  und  im  Sinne 
der  Schwerkraft  gerichtet  voraus  und  bezeichnen  mit  a  den 
Werth    von    x    im  Punkte  A,    so    ist    die  Geschwindigkeit 

-TT»  welche  der  Punkt  in  M  erlangt  hat,    diejenige,    welche 

einer  Höhe  x  —  a  entspricht ;  bezeichnen  wir  die  Schwerkraft 
mit  g,  so  ist  also 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 


/ 


.    ,    dy«    ,    dz» 

^  +  d?  +  di»^"' 
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60  dass 

ds  =  udx 
ist,  so  erhalten  wir 

udx 


)/  2g  dt  = 


/x  —  a 

Ist  ferner  ß  der  Werth  von  x  im  Punkte  B,  und  t'  die  Zeit, 
welche  der  bewegliche  Körper  braucht,  um  vom  Punkte  A  zum 
Punkte  B  zu  gelangen,  so  erhält  man  durch  Integration 


t'  |/2i  =  (-^. 
J    V  X  —  a 

a 


Es  handelt  sich  demnach  darum,  diejenige  Gurve  zu  be- 
stimmen, für  welche  dieses  Integral  ein  Minimum  ist.  Der 
grösseren  Allgemeinheit  halber  werde  ich  jedoch  das  Integral 

Xudx 


-/ 


betrachten,  in  welchem  X  eine  gegebene  Function  von  x  ist; 
wir  werden  hiervon  bei  der  Lösung  eines  anderen  Problems 
derselben  Art  Anwendung  machen ;  in  dem  vorliegenden  Falle 

brauchen  wir  für  X  nur  (x  —  a)     «  zu  setzen. 

§  199«  Sei  i  eine  constante,  unendlich  kleine  Grösse, 
8y  und  8z  zwei  willkürliche  Functionen  von  x,  die  nur  der 
Bedingung  unterworfen  siiid,  für  x  =  a  und  x  =  ß  zu  ver- 
schwinden, und  für  die  dazwischen  liegenden  Werthe  von  x 
nicht  unendlich  zu  werden.  U  gehe  in  U',  und  u  in  u'  über, 
wenn  man  y  +  i^y  und  z  +  iSz  an  Stelle  von  y  und  z  setzt, 
so  dass  man  hat: 


fi 
U'  =  /  Xudx, 


ein  Integral,   welches  einer  anderen  Curve  AM'B  entspricht, 
die  ebenso  wie  die  gesuchte  Curve  AMB  durch  die  Punkte 
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A    und  B    geht,    und    sich   nur  unendlich  wenig  von  dieser 
entfernt.     Es  ist  dann 

§ 

dx, 


U'  -  U  =  Tx  (u'  -  u) 


und  nach  der  Anforderung,  die  man  an  die  gesuchte  Curve 
AMB  stellt,  muss  diese  Differenz  U'  —  U  positiv  sein,  welches 
auch  die  Werthe  von  Sy  und  Sz  sein  mögen,  und  welches 
Vorzeichen  man  i  geben  mag.  Entwickeln  wir  nun  die 
Differenz  u'  —  u  nach  Potenzen  von  i  und  bezeichnen  mit 
iSu  das  erste  Olied  dieser  Entwickelung,  so  wird  das  erste 
Glied  der  Reihe  für  U'  -  U 

ß 
i  I  XSudx 


'/ 


sein,  woraus  folgt,  dass 

iß 

XSudx  =  0  (a) 


/ 


sein  muss,  wenn  nicht  die  Differenz  U'  —  U  mit  i  ihr  Zeichen 
wechseln  soll. 

Dieses  ist  die  Bedingung  für  den  Eintritt  eines  Minimums 
oder  Maximums  der  Function  U;  ist  sie  erfüllt,  so  wird  die 
Differenz  U'  —  U  im  Allgemeinen  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  sein  und  wird  dasselbe  Vorzeichen  haben 
wie  der  Coefficient  von  i*  in  der  Reihe;  es  wird  daher  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  stattfinden,  je  nachdem  dieser 
Coefficient  negativ  oder  positiv  ist.  Da  jedoch  die  Zeit  t' 
offenbar  keinen  Maximalwerth  erreichen  kann,  so  wird,  wenn 
es  sich  um  die  Ermittelung  der  Brachystochrone  handelt, 
dieser  Coefficient  stets  positiv  sein,  und  es  ist  daher  zur 
Lösung  des  Problems  nur  die  in  der  Gleichung  (a)  ausge- 
sprochene Bedingung  zu  erfüUen. 

Die  Grösse  iSu  ist  nun  nichts  Anderes  als  das  voll- 
ständige Differential  von  u,   in  welchem  der  Zuwachs  von  y 
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und  z  mit  iSy  resp.  iSz  bezeichnet  ist.    Lassen  wir  auf  beiden 
Seiten  den  Factor  i  fort,  so  kommt 

.         1  dy  dSy   ,    l  dz  d8z 
u  dx  dx        u  dx  dx 


wodurch  die  Gleichung  (a)  in 


ß 

ß 


dy  dSy 
dx  dx 


dx  + 


fi 


dz  dSz 
dx  dx 


dx  =  0 


übergeht.  Integrirt  man  partiell  und  beachtet,  dass  8y  und 
Sz  fUr  die  Grenzen  x  =  a  und  x  ==  ß  nach  der  Voraussetzung 
verschwinden,  so  erhält  man: 


ß 

h 

a 
ß 


dy  dSy 
dx  dx 


J  Av 


dx=  - 


dx 
X  dz 


8ydx, 


X  dz  dSz 
u  dx  dx 


dx 


^         dx 


dzdx. 


Hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 


ß 

I 


Ady^ 
\u  dx) 


/X  dz\ 
[a  dxj 


dx 


«y  +  -^-- 


Sz 


dx  =  0. 


Da  aber  Sy  und  Sz  willkürliche  Functionen  von  x  sind,  so 
kann  dieses  Integral  nur  dann  verschwinden,  wenn  die  Grösse 
unter  dem  Integralzeichen  gleich  0  ist,  d.  h.  es  muss 


Vu  dx/  ^      ,       Vu  dx/ 

-  oy  +  - 


dx 


dz 


8z  =  0 


(b) 


sem. 


§  2100.  Wenn  die  gesuchte  Curve  AMB  und  die  be- 
liebige Curve  AM'B  auf  einer  gegebenen  Fläche  liegen  sollen, 
deren  Gleichung  L  =  0  ist,  so  müssen  sowohl  die  Werthe 
von  y  und  z  als  Functionen  von  x  —  um  deren  Bestimmung 
es  sich  handelt  —  als  auch  die  Werthe  von  y  +  i8y   und 
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z  4~  i^z  so  beschaffen  sein,  dass  sie  diese  Gleichung  erfüllen. 
Daraus  folgt: 

äy5y+8,8z  =  o. 

Vermittelst  dieser  Gleichung  kann  man  aus  (b)  eine  der 
Grössen  ^y  und  Sz  eliminiren;  die  andere  tritt  dann  als  ge- 
meinsamer Factor  auf,  und  man  kann  dieselbe  somit  gleich- 
falls fortlassen  und  erhält: 

8L     U  dxj  _  8L     lu  dxj  ^  ^ 
8z        dx  8y        dx 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  der  Fläche  L  =  0  be- 
stimmen in  diesem  Falle  die  gesuchte  Curve  und  können  z.  B. 
dazu  dienen  die  Curve  des  schnellsten  Falles  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  zu  finden. 

Wenn  dagegen  von  allen  möglichen  durch  A  und  B 
gehenden  Curven  —  nicht  nur  von  denen,  die  auf  einer  be- 
stimmten Fläche  liegen  —  diejenige  gesucht  wird,  welche  U 
zu  einem  Minimum  macht,  so  sind  die  Grössen  Sy  und  8z 
willkürlich  und  von  einander  unabhängig.  Dann  müssen  ihre 
Coefficienten  in  der  Gleichung  (b)  einzeln  verschwinden,  wenn 
diese  Gleichung  erfüllt  sein  soll;  es  muss  also 


/Xdyx 
VudxJ^^^ 


dx 


/X  dz\ 
Vu  dxj 
dx 


=  0 


sein;    und   auf   die  Untersuchung   dieses  Falles    werden    wir 
uns  beschränken. 

Integriren  wir  und  bezeichnen   die  beiden  willkürlichen 
Constanten  mit  a  und  a',  so  erhalten  wir 


X  dy  X  dz  ,  ,  . 

—  :r^  =  a,  ;r-  =  a ,  (c) 

u  dx  u  dx 


also: 
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'  dy  dz         .^ 

a  V^  —  a  T-  =  0. 
dx  dx 

Durch  nochmalige  Integration  ergibt  sich,  wenn  man  mit  y 
eine  dritte  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

a'y  —  az  =  t; 

die  gesuchte  Curve  ist  also  eine  ebene  und  ihre  Ebene  steht 
auf  der  yz-Ebene  senkrecht.  Um  die  Formeln  zu  vereinfachen 
wählen  wir  dieselbe  zur  xy-Ebene;  alsdann  ist 


.-/ 


1  4-  ^- 
^  +  dx«' 


und  wir  brauchen  nur  die  erste  der  Gleichungen  (c)  zu  be- 
trachten, welche  in 

Xdy  ==  a  /dx»  +  dy« 

ttbergeht,  und  aus  welcher  folgt: 

dy  =    ,^!^^       ■  (d) 


/X«- 


a 


3 


Es  erübrigt  also  nur  noch,  diese  Gleichung  zu  integriren, 
wobei  es  wesentlich  auf  die  Form  der  Function  X  ankommt. 
Nach  Ausführung  der  Integration  hat  man  a  und  die  neue 
Integrationsconstante  so  zu  bestimmen,  dass  die  gesuchte 
Curve  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  A  und  B  geht. 

§  201«  Sei  c  eine  beliebige  Constante,  und  setzen  wir, 
ehe  wir  weitergehen,  in  den  vorigen  Formeln  X  +  c  an  Stelle 
von  X.     Das  Integral  U  geht  dann  über  in: 


D./x/ 


'+s^^^ +«//■+!:-- 


und    der  Werth    von    y,    welcher    dieses  Integral    zu  einem 
Minimum  macht,  ist  durch  die  Gleichung 

dy  =                  - (e) 

gegeben.    Wenn    nun   für   eine   gewisse  Curve    unter  allen, 
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welche  zwischen  den  Punkten  A  und  B  verlaufen,  U  ein 
Minimum  ist,  so  muss  offenbar  für  dieselbe  Curve  das  erste 
Integral 

ß 


a 


dv^ 
I  +  7-,  dx 


ein  Minimum  sein,  wenn  man  nur  solche  Curven  zulässt,  für 
welche  das  zweite  Integral  ein  und  denselben  Werth  annimmt. 

Diese  einfache  Bemerkung  gestattet  uns,  die  Lösuugen 
der  Probleme  des  absoluten  Maximums  und  Minimums  ohne 
weiteres  auf  die  Probleme  eines  relativen  Maximums  oder 
Minimums  auszudehnen;  wir  werden  davon  später  eine  An- 
wendung machen. 

Da  hier  das  zweite  in  U  enthaltene  Integral  die  Länge 
der  gesuchten  Curve  darstellt,  so  folgt  daraus,  dass  die 
Gleichung  (e)  dazu  dienen  kann,  unter  allen  Curven  von 
gleicher  Länge  diejenige,  zu  bestimmen,  welche  das  erste 
Integral  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht.  Bezeiclmen 
wir  die  gegebene,  allen  diesen  Curven  gemeinsame  Länge 
mit  (,  so  ist 

ß 


a 


dv^ 


eine  Bedingung,  der  man  durch  passende  Wahl  der  unbe- 
stimmten Constanten  c,  welche  man  in  die  Gleichung  (e)  ein- 
geführt hat,  genügen  kann. 

§  S03.     Wenden    wir    nun    die  Gleichung    (d)    auf   die 
Curve  des  schnellsten  Falles  an. 
Da  hier 


x=       ' 


is,  so  erhält  man 


dy  = 


l/x  —  a 


(x  —  a)  dx 


lä' 


l/a  (x  —  a)  —  (x  —  a)= 

Pfannstiel,  Poiaaon*«  Lehrbuch  der  Mechanik.  2 1 
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wenn   man   die  willkürliche  Constante  a  durch  —p=.  ersetzt. 

/a 

Diese  Differentialgleichung  ist  aber  diejenige  einer  Gycloide 
(§  72),  deren  Basis  horizontal  ist  und  durch  den  Ausgangs- 
punkt A  des  bewegten  Körpers  geht,  und  deren  Erzeugungs- 
kreis a  als  Durchmesser  hat.  Damit  ist  unsre  oben  aus- 
gesprochene Behauptung  bewiesen. 
Durch  Integration  erhält  man 

1  a  —  2x  +  2a  r— r r^ 

y  —  a  =  ö  Ä  ^c  ^ös ' y  a  (x  —  a)  —  (x  —  «)", 

wo  a  die  willkürliche  Constante  ist,  welche  den  Werth  von 
y  für  X  =  a  darstellt.  Bezeichnet  man  mit  ß'  denjenigen, 
welcher  x  =  ß  entspricht,  so  erhält  man 

o'         '1  a  —  2ß  -f  2a       ^r—r?, x 70 TF 

ß  —  a  =  -  a  arc  cos ^-—^ V  a  (ß  —  «)  —  (ß  —  *)  • 

A  a 

Die  Coordinaten  a  und  a',  ß  und  ß'  der  Punkte  A  und  B 
sind  gegeben;  die  letzte  Gleichung  bestimmt  daher  die 
Constante  a,  und  der  obige  Ausdruck  für  y  enthält  somit 
nichts  Unbekanntes  mehr. 

Durch  Einsetzen  des  Werthes  von  dy  erhält  man 


.-/ 


1  ^  dy«  /a 


daher  ist  (§  198) 


(X  _  a)  _  (x  _  a)» 

a 

und  folglich 

. ,      -  /    a  a  —  2ß  +  2a 

t  =  ■/    ;r-  arc  cos 


-/ 


2g  a 


die  kürzeste  Zeit,   in  welcher  der  bewegliche  Punkt  von  A 
nach  B  gelangen  kann. 

Wenn    diese    beiden    Punkte   in    einer    verticalen    Linie 
liegen,  so  ist  ß'  =  a' ;    dieser  Bedingung  kann  man  dadurch 
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genügen,  dass  man  a  =  oo  setzt.    Denn  es  ist 


„.  .^  a  -  2ß  +  2«       ^^^    .    2/a(ß-«)-(ß-a)» . 

arc  cos  — ■ =  arc  sin » 

a  a 

ist  nun  a  =  oo ,  so  kann  dieser  Bogen  durch  seinen  Sinus 
ersetzt  werden,  wodurch  der  obige  Werth  von  ß'  =  a'  gleich 
0  wird.  Dabei  geht  y  in  a  über,  d.  h.  der  bewegte  Punkt 
geht  nicht  aus  der  Verticalen  heraus.  Femer  verwandelt 
sich  t'  in 


=Vu 


t^_-i/     a    2  t/a  (ß  -  a)  ^  (ß  -  a)»  _  ^  /  2  (ß  -  a). 


2g  a  r  g 


und  dies  ist  wirklich  die  Zeit,   die  ein  Körper  braucht  um 
eine  Höhe  ß  —  a  zu  durchfallen. 

Da  die  Bestimmung  der  Brachistochrone  ein  Problem  ist, 
weches  keine  weitere  Anwendung  findet,  so  habe  ich  mich 
auf  die  Untersuchung  des  einfachsten  Falles  beschränkt,  dass 
die  Bewegung  im  leeren  Baume  zwischen  gegebenen  Punkten 
vor  sich  geht.  Wenn  die  Punkte  A  und  B  nicht  fest  ge- 
geben, sondern  nur  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  sie 
auf  gegebenen  Curven  DAE  und  FBG  oder  auf  gegebenen 
Flächen  liegen,  so  ist  die  Brachistochrone  für  die  Bewegung 
im  leeren  Räume  immer  noch  eine  Cycloide,  und  man  kann 
nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  in  allen  Fällen  die 
Coordinaten  der  beiden  Punkte  bestimmen.  In  einem  wider- 
stehenden Mittel  dagegen  wird  die  Brachistochrone  eine  andere 
Curve  sein,  deren  Differentialgleichung  sich  gleichfalls  ver- 
mittelst der  Variationsrechnung  finden  lässt;  dieselbe  hängt 
von  der  Form  der  Gleichung  ab,  welche  den  Widerstand 
als  Function  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  dar- 
stellt. Was  die  Variationsrechnung  betrifft,  so  verweise  ich 
auf  meine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand  im  12^  Bande 
der  Academie  der  Wissenschaften. 


2r 
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lU. 
Bewegrungr  auf  einer  gregebenen  Fläche. 

%  203.  Um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
auf  einer  gegebenen  Fläche  an  einem  Beispiele  zu  studiren, 
wählen  wir  wieder  das  im  §  179  betrachtete  einfache  Pendel; 
aber  diesmal  nehmen  wir  an,  dass  man  ihm,  nachdem  man 
es  aus  der  Yerticalen  CB  (Fig.  45)  in  die  Lage  CA  gebracht 
hat,  eine  Geschwindigkeit  ertheile,  deren  Richtung  nicht  in 
die  verticale  Ebene  AGB  fallt.  Das  Pendel  wird  dann  aus 
dieser  Ebene  herausgehen,  und  der  materielle  Punkt  wird 
sich  auf  einer  Eugelfläche  bewegen,  deren  Mittelpunkt  der 
Auf  hängepunkt  C,  und  deren  Radius  die  Länge  a  des  Pendels 
ist.  Der  ätoss,  welcher  zu  Anfang  der  Bewegung  auf  den 
materiellen  Punkt  ausgeübt  worden  ist,  lässt  sich  in  zwei 
Componenten  zerlegen,  von  welchen  die  eine  die  Richtung 
der  Linie  AC  oder  ihrer  Verlängerung  hat  und  durch  die 
Festigkeit  des  Punktes  C  aufgehoben  wird,  während  die 
andere  senkrecht  gegen  AG  gerichtet  ist  und  die  Anfangs- 
geschwindigkeit des  Pendels  hervorbringt,  die  wir  mit  k  be- 
zeichnen wollen.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Bewegung  im 
leeren  Räume  vor  sich  gehe,  so  dass  die  Schwerkraft  die 
einzige  gegebene  beschleunigende  Kraft  ist,  welche  auf  den 
bewegten  Körper  wirkt. 

Sei  nun  zur  Zeit  t  GM  die  Lage  des  Pendels,  und  be- 
zeichnen wir  mit  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des 
Punktes  M;  sei  femer  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes 
und  mN  die  unbekannte  Spannung  des  Fadens  GM  in  Rich- 
tung seiner  Verlängerung.  Wählen  wir  den  Punkt  G  als 
Goordinatenanfangspunkt,  so  sind  die  Gomponenten  der  be- 
schleunigenden Kraft  N  nach  den  Goordinatenaxen : 

-  N,      5^  N,      -  N. 
a  a  a  ^ 

Denkt  man  sich  nun  an  dem  materiellen  Punkte  eine  Kraft 
angebracht,  die  der  Kraft  N  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
so  kann  man  den  Punkt  als  ganz  frei  betrachten  und  von 
dem  Faden  GM   absehen;    nehmen   wir   daher   an,    dass   die 
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-SLi  +  r  N  =  0. 


z-Axe  vertical  nach  unten  gerichtet  sei,  so  erhalten  wir 

d*x    ,    X 
dt»  "'"  ä 

d*z        z 

-dt«  +  ä^-s  =  ^ 

als  Bewegungsgleichungen,  welche  mit  den  Gleichungen  (3) 
des  §  151  übereinstimmen.  Durch  Elimination  der  Unbe- 
kannten N  reduciren  sich  dieselben  auf  zwei;  und  wenn  man 
mit  diesen  die  Gleichung  der  Eugelfläche 

x"  +  y*  +  z*  =  a» 

verbindet,  so  hat  man  drei  Gleichungen,  welche  x,  y  und  z 
als  Functionen  von  t  bestinunen. 

§  304«     Addiren  wir  die  Gleichungen  (1),  nachdem  wir 
sie  bezüglich  mit  x,   y  und  z  multiplicirt  haben,   so  kommt 

^J^±l^y±_^A'l  -f  Na  -  gz  =  0. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  der  Kugel  erhält  man 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  0,  (2) 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

xd^x  +  yd*y  +  zd'z  =  —  dx*  — -  dy*  —  dz^ 

Bezeichnet  man  daher  mit  v  die  Geschwindigkeit  des  be- 
wegten Punktes  zur  Zeit  t,  so  dass 

dx«  +  dy»  +  dz»  _ 
dt^  "" 

ist,  so  erhält  man 

N  =  :^'  +  ^- 

a         a 

In  der  That  muss  die  Spannung  mN  gleich  der  Summe  der 

mv  m&rz 

Gentrifugalkraft  und  der  Componente  -^-  des  Gewichtes 

a  a 
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des    bewegten  Punktes    in  Richtung   der  Verlängerung    von 
CM  sein. 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (1),  nachdem  wir  sie  be- 
züglich mit  dx,  dy,  dz  multiplicirt  haben,  so  verschwindet  die 
Unbekannte  N  vermöge  der  Gleichung  (2),  und  es  kommt 

dxd^x  +  dyd*y  -}"  dzd^z , 

-  jjä  -  gdz. 

Integrirt  man,  und  bezeichnet  die  willkürliche  Constante  mit 
b  so  erhält  man 

'^'  +  'i  +  "'•  -  28.  +  b.  (3) 

Der  Anfangswerth  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich 
k*;  bezeichnen  wir  den  von  z  mit  t>  so  ergibt  sich 

k«  —  2gT  =  b 

und  mithin  für  einen  beliebigen  Zeitpunkt: 

V«  =  k>  +  2g  (z  -  t), 

eine  Gleichung,    die  wir  auch  früher  schon  gefunden  haben. 
Multipliciren  wir  endlich  die  zweite  der  Gleichungen  (1) 
mit  X,  die  erste  mit  y  und  ziehen  die  letztere  von  jener  ab, 
so  erhalten  wir 

dV  _     d»x  _ 
^  dt«       y  dt«  "■  " 

und   hieraus    durch  Integration,    wenn    wir   die    willkürliche 
Constante  mit  c  bezeichnen: 

xdy  —  ydx  =  cdt.  (4) 

Die  Lösung  unsres  Problems  ist  somit  auf  diejenige 
dreier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  (2),  (3)  und  (4) 
zurückgeführt,  von  denen  die  erste  die  Gleichung  der  Kugel 
als  Integral  hat.  Die  Trennung  der  Variabein  und  die  Zurück- 
führung  des  Problems  auf  einfache  Quadraturen  lässt  sich 
auf  die  in  den  folgenden  Paragraphen  angegebene  Weise 
bewerkstelligen. 

§  205.    Aus  der  Gleichung  (2)  folgt 
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xdx  +  ydy  =  —  zdz; 

quadriren  wir  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (4)  und 
addiren  beide  so  erhalten  wir 

(x>  +  y«)  (dx«  +  dy«)  =  z>dz»  +  cHt\ 

Ersetzt  man  x"  +  y*  durch  a*  —  z^  und  eliminirt 
dx'  +  dy*  vermittelst  der  Gleichung  (3),  so  kommt: 

(a»  -  z»)  [(2gz  +  b)  dt^  -  dz^  ==  z»dz>  +  cMt«, 
woraus  folgt: 

dt  =  -—===^====^.  (5) 

/(a*  -  z»)  (2gz  +  b)  -  c^ 

Bezeichnen  wir  den  Radius  vector  der  Projection  des 
bewegten  Punktes  auf  die  horizontale  xy-Ebene  mit  r  und 
den  Winkel,  welchen  dieser  Radius  mit  der  x-Axe  bildet, 
mit  tp,  so  ist 

X  =  r  cos  ^f 
y  =  r  sin  ^, 
xdy  —  ydx  =  r'dtf ; 

und  da  r'  =  a*  —  z*  ist,   so  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

(a*  —  z^  d^  =  cdt. 

Setzt  man  hierin  für  dt  den  vorher  gefundenen  Werth,  so 
erhält  man 

d^.  = cadz  ^^__ 

^       (a»  -  z«)  l/(a»  -  z^  (2gz  +  b)  -  c« 

Durch  Integration  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  erhält 
man  t  und  ^  als  Functionen  von  z;  die  Integration  lässt  sich 
stets  vermittelst  elliptischer  Functionen  ausführen;  in  end- 
licher Form  nur  dann,  wenn  die  Gleichung 

(a«  —  z«)  (2gz  +  b)  —  c»  =  0 

zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Die  Gleichung  für  ^  bestimmt 
dann  im  Verein  mit  der  Gleichung  der  Eugel  die  Bahn  des 
bewegten  Punktes;  die  Gleichung  für  t  als  Function  von  z 
oder  für  z   als  Function  von  t   lehrt  uns  darauf  die  Lage 
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des  bewegten  Punktes  auf  dieser  Curve  für  jeden  Zeitpunkt 
kennen. 

Die  Constante  b  ist  mit  den  Werthen  von  k  und  y  ge- 
geben. Die  willkürlichen  Constanten,  welche  bei  der  Inte- 
gration von  dt  und  d^  auftreten,  ergeben  sich  aus  den  Be- 
dingungen, dass  für  z  =  y  t  =  0  und  ^  =  0  ist,  von  denen 
die  letztere  ausspricht,  dass  die  x-Axe  sich  in  der  Vertical- 
ebene  AGB  der  Anfangslage  des  Pendels  befindet.  Es  bleibt 
also  nur  die  Constante  c  zu  bestimmen.  Da  nun  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  beweglichen  Körpers  senkrecht  gegen 
den  Radius  CM  der  Kugel  gerichtet  ist,  auf  welcher  er  sich 
bewegt,  so  kann  man  dieselbe  in  zwei  Componenten  zerlegen, 
von  denen  die  eine  senkrecht  zu  der  Verticalebene  MCB  ist, 
während  die  andere  in  dieser  Ebene  liegt.  Die  erstere  wird 
die  Geschwindigkeit  der  horizontalen  Projection  des  bewegten 
Punktes  senkrecht  gegen  den  Radius  vector  r  sein;  be- 
zeichnet man  sie  mit  u,  so  erhält  man  (g  156) 

d^ 
"  =  ^dt 

oder,  gemäss  der  Gleichung  (4), 

c c 


/a»  -  z» 

bezeichnen  wir  daher  den  Winkel,  welchen  die  Anfangs- 
geschwindigkeit k  mit  einer  zur  Ebene  ACB  senkrechten 
Linie  bildet,  mit  e,  so  dass  beim  Beginn  der  Bewegung 

u  =  k  cos  6 
ist,  so  ergibt  sich: 

c  =  k  |/^a*  —  Y*  cos  6. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  k  gleich  0  ist,  so  ist  c  =  0, 
b  =  —  2gY  und  folglich 

adz 


dt  = 


.z- » 


/2i  /(a»  -  z«)  (z  -  T) 
dieser  Werth  stimmt  mit  dem  im  §  185  gefundenen  ttberein, 
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wenn  man  beachtet,  dass  die  Grössen  a  ~  z  und  a  —  y  dort 
mit  ax  und  aß  bezeichnet  sind. 

§  206.  Betrachten  wir  speciell  den  Fall,  dass  das 
Pendel  aus  der  verticalen  Richtung  CB  nur  sehr  wenig  ent- 
fernt worden  ist  und  eine  sehr  kleine  Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten  hat;  diese  sei  horizontal,  also  senkrecht  gegen  die 
Ebene  AGB  gerichtet,  so  dass  e  =  0  ist.  Bezeichnen  wir 
mit  ß  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setzen 

k  =  ßV^gä; 

sind   femer  a  und  6  die  Winkel   AGB   und  MGB   so  erhält 
man,  wenn  man  ihre  vierten  Potenzen  vernachlässigt, 

T  =  a  —  2  aa^ 

z  =  a  —  2  aö', 

b  =  -  2ga  -f  ga  («»  +  ß"), 
c»  =  ga»a»ß*, 

und  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  gehen  über  in 

Öde 


dt 


d^  = 


e»)  (6»  —  ß^j 
aßdö 


(a) 


e  /(a«  -  e«)  (6*  —  ß») 

Der  Winkel  ^  bestimmt  die  Lage  der  Verticalebene 
MGB,  in  welcher  sich  das  Pendel  in  irgend  einem  Augen- 
blicke befindet,  und  kann  unbegrenzt  wachsen.  Der  Winkel 
6  gibt  die  Lage  des  Pendels  in  dieser  veränderlichen  Ebene 
gleichfalls  für  jeden  Zeitpunkt  an;  wir  betrachten  denselben 
als  eine  positive  Grösse:  zwei  Lagen  des  Pendels,  in  denen 
es  auf  verschiedenen  Seiten  der  Verticalen  GB  von  dieser 
gleichweit  absteht,  werden  alsdann  demselben  Werthe  von  0, 
aber  zwei  Werthen  von  ^  entsprechen,  die  sich  um  180®  von 
einander  unterscheiden. 

AH 

Aus  dem  Werthe  von  ^r»  der  sich  aus  der  ersten  Gleich- 

dt 

ung  (a)  ergibt,  sieht  man,  dass  der  Winkel  0  immer  zwischen 
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a  und  ß  liegt ;   ist  ß  =  a,   so  ist  beständig  6  =  a.     Dividirt 
man  die  Gleichungen  (a)  durch  einander,  so  ist  in  allen  Fällen 


4  A  *?  ^f 


für  den  Fall  6  =  a  =  ß*^  erhält  man  daher 


'Yh 


das  Pendel    beschreibt   folglich    in    diesem  Falle    mit    gleich 
bleibender  Geschwindigkeit  einen  geraden  Kreiskegel,  und  die 


/i 


Zeit    eines    ganzen    Umlaufes    ist    gleich    23c  1  /    —       oder 

doppelt  so  gross  als  die  Dauer  einer  Schwingung  in  der 
Verticalebene  AGB.  Es  würden  mithin  zwei  Pendel  von  der- 
selben Länge  a,  welche  zusammen  von  derselben  Linie  GA 
ausgehen,  das  eine  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  das  andere 
mit    einer    zur    Ebene    AGB    senkrechten    Geschwindigkeit 

Cd  ^  gSLj  die  Lage  GA  zugleich  wieder  erreichen. 

§  307.     Man  kann  dt  in  folgender  Form  schreiben: 


dt 


___2l/- _.QdQ 

f     g  V  («'  —  ßT  —  (20*  —  a»  -  ß*)** 


Setzen  wir 

26«  -  a»  -  ß2  =  (a«  —  ß«)  x, 
4ed6  =  {a^  —  ß2)  dx, 

so  geht  das  Radical  über  in 

+  (a*  -  ß")  /l  —  x^ 
und  wir  erhalten 


dt 


—  1-1  /^       dx 


Da  6  =  a  und   x  =  1   sein  muss  zur  Zeit  t  =  0,    so  folgt 
hieraus 
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21/     g 


t  =  +  ^  i  /    —  arc  cos  x 


und  umgekehrt 


X  =  cos 


(^'  i/l) 


Es  ist  daher  für  einen  beliebigen  Zeitpunkt 


l/f) 


und  hieraus  geht  hervor,  dass  das  Pendel  in  der  veränder- 
lichene  Ebene  MCB  isochrone  Schwingungen  macht,  deren 
äusserste  Lagen  den  Winkeln  6  =  a  und  6  =  ß  entsprechen, 

und  deren  Dauer  gleich  —  ic  |  /  —    d.  h.   halb  so   gross  ist, 

als  die  einer  Schwingung  in  der  festen  Ebene  AGB. 

Setzen  wir  den  Werth  von  6*  in   die  Gleichung  (b)  ein 
und  beachten,  dass 


cos 


(-  /i) = -  ('  /i)  -  "»■  {'  /i) 


ist,  so  kommt: 

aßdt 


d^ 


(X?  cos' 


('/!)+?•''"*('/!) 


und  hieraus  folgt,  da  für  t  =  0  4^  =  0  ist. 


a  tg(p 


=?'«('  /i) 


In  diesem  Falle  ist  die  Bewegung  der  Ebene  MCB  nicht 
mehr  gleichförmig;  man  sieht  aber,  dass  diese  Ebene  die 
vier  Viertel  ihrer  ganzen  Umdrehung  nach  einander  in 
gleichen  Zeiten  zurücklegt  und  zwar  ein  jedes  in   der  Zeit 


332  Dynamik.    I. 


^  •  /!■ 


o  "  ■/     ^'  während  welcher  das  Pendel  eine  Schwingung  in 

der  veränderlichen  Ebene  vollendet. 
Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 


cos^  4* 


.«  cos«  (t  |/|) 


a*  cos' 


('  /l)  +  ?■  '^-  ('  /!) 


sin*  ^  = 


—    1 


a«  cos«  (t  y^l)  +  ß«  sin«(t  ^/f ) 

ferner  ist,  entsprechend  dem  Näherungswerthe  von  z: 

x^  =  (a^  —  z^)  cos*  (jj  =  a*  6*  cos*  ^, 
y*  =  (a*  —  z*)  sin*  «[)  =  a*  6*  sin*  ^I^. 

Man  erhält  daher,  da 


6«  =  ««  cos«  (t  |/^|)  +  ß'  sin«  (t  |/i) 


ist, 


X*  —  a*a*  cos*  ^, 

y*  =  a*ß*  sin*  ^ 

und  mithin 

X*         v* 

a*  +  ß*        *"  ' 

es  ist  demnach  die  Bahn  der  Projection  des  bewegten  Punktes 
auf  die  durch  den  Punkt  C  gehende  Horizontalebene  eine 
Ellipse,  deren  Mittelpunkt  dieser  Punkt  G  ist,  und  deren  eine 
Axe  in  der  Ebene  AGB  liegt,  von  welcher  das  Pendel  mit 
einer  zu  derselben  senkrechten  Geschwindigkeit  ausgegangen  ist. 


♦- 


Cap.  VI. 

Beispiel«  der  Bewegoog  eines  gani  freien  KOrpers. 

I. 

Bewegrung  der  Geschosse. 

§  208«  In  diesem  Abschnitte  werden  wir  uns  besonders 
mit  den  Geschossen  der  Artillerie  beschäftigen,  die  mit  grossen 
Geschwindigkeiten  fortgeschleudert  werden  und  der  Schwer- 
kraft und  dem  Luftwiderstande  unterworfen  sind. 

Sehen  wir  zunächst  von  diesem  Widerstände  ab  und  be- 
trachten einen  schweren  materiellen  Punkt  der  vom  Punkte 
0  (Fig.  48)  ausgeht  und  mit  einer  Geschwindigkeit  a  in 
Richtung  der  Geraden  OA  begabt  ist.  Oifenbar  wird  der  be- 
wegte Punkt  nicht  aus  der  durch  OA  gelegten  Yerticalebene 
herausgehen.  Sei  nun  OMD  seine  OA  berührende  Bahn  in 
dieser  Ebene.  In  derselben  Ebene  führen  wir  zwei  Coordi- 
natenaxen  Ox  und  Oy  ein,  die  erste  horizontal,  die  andere 
vertical  und  der  Schwerkraft  entgegengesetzt.  Sei  nach 
Verlauf  einer  beliebigen  Zeit  t  M  die  Lage  des  beweglichen 
Punktes,  x  seine  Abscisse  OP  und  y  seine  Ordinate  PM. 
Wir  bezeichnen  mit  g  die  Schwerkraft  und  mit  a  den  spitzen 
Winkel  AOx,  den  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  mit  der 
x-Axe  bildet,  so  dass  die  Componenten  dieser  Anfangsge- 
schwindigkeit nach  der  x-  resp.  y-Axe  a  cos  a  resp.  a  sin  a 
sind;  der  Winkel  a  würde  negativ  sein,  wenn  die  Gerade  OA 
unterhalb  Ox  läge. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  des  §  148  sind  die  Be- 
wegungen der  Projectionen  des  Körpers  auf  die  Axen  Ox  und 
Oy  von  einander  unabhängig;  die  Bewegung  seiner  Projection 
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auf  die  horizontale  Axe  wird  daher  gleichförmig  sein  und  die 
Geschwindigkeit  a  cos  a  haben,  während  die  Projection  auf 
die  verticale  Axe  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  sin  a  besitzt 
und  der  constanten  Kraft  g  unterworfen  ist,  die  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  dieser  Geschwindigkeit  wirkt;  folglich  hat  man 

X  =  t  a  cos  a, 

y  =  t  a  sm  a  —  -— > 

und,  wenn  man  t  eliminirt  und  a  als  einer  Fallhöhe  h  ent- 
sprechend, also  =  y^2gh  annimmt,  so  folgt  daraus 

x^ 

.  g  =  X  tang  a  —  — 1— 

°  4h  cos*  a 

als  Gleichung  der  Flugbahn. 

Diese  Bahn    ist   also   eine  Parabel   mit    verticaler  Axe; 

dy 
ihr  Scheitel,  der  durch  die  Gleichung  -  "^  =  0    bestimmt   ist, 

hat  die  Goordinaten 

m 

X  =  2h  COS  a  sin  a,         y  =  h  sin^  a, 

und  dieselbe  schneidet  die  x-Axe  in  einem  zweiten  Punkte 
B,  dessen  Entfernung  b  von  0  ist: 

b  =  4h  sin  a  cos  a  =  2h  sin  2a. 

Diese  Entfernung  b  nennt  man  die  Wurfweite.  Im  leeren 
Räume  erreicht  dieselbe,  wie  man  sieht,  ihr  Maximum  für 
a  =  45®  und  ist  in  diesem  Falle  gleich  2h,  d.  h.  doppelt  so 
gross,  als  die  Fallhöhe  h,  die  der  Anfangsgeschwindigkeit 
entspricht. 

Nennen  wir  v  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  zur 
Zeit  t  und  substituiren  die  Differentiale  der  obigen  Grössen 
X  und  y  in  die  Gleichung 

,  _  dx«  +  dy» 

^  ~        dt«    -  ' 

80  erhalten  wir: 

V»  =  a»  —  2agt  sin  a  +  g«t». 

Die  Zeit,   welche   das    Geschoss   braucht,   um   nach.  Durch- 
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laufung  der  Curve  OCB  den  Punkt  B  zu  erreichen,  ist  die- 
selbe, als  wenn  es  die  Gerade  OB  mit  der  Geschwindigkeit 
a  cos  ot  durchliefe,  also 

b      4h  sin  a 

a  cos  a  a 

und,  da  h  =  ;;-  ist,  so  folgt  daraus 

2g 

gt  =  2a  sin  a, 

und  ergibt  sich  sich  v^  =  a^;  die  Geschwindigkeit  im  Punkte 
B  ist  daher  dieselbe  wie  im  Punkte  0 ;  sie  hat  die  Richtung 
der  Tangente  BE  und  der  Einfallswinkel  EBx  ist  ebenso  gross 
wie  der  Elevationswinkel  AOx. 

Wenn  das  Geschoss  kein  materieller  Punkt  ist,  sondern 
ein  fester  Körper  von  beliebiger  Gestalt  und  Ausdehnung,  so 
gelten,  wie  sich  in  der  Folge  zeigen  wird,  diese  Gleichungen 
einer  parabolischen  Bewegung  für  den  Schwerpunkt  desselben. 

§  209«  Wenn  die  Geschwindigkeit  a  gegeben  ist,  und 
gefragt  wird,  unter  welchem  Winkel  a  ein  Geschoss  geworfen 
werden  muss,  damit  es  einen  bestimmten  Punkt  x  =  ß, 
y  =  Y  erreiche,  so  braucht  man  nur  diese  Werthe  in  die 
Gleichung  der  Flugbahn  einzusetzen;  man  erhält  dann  zur 
Bestimmung  von  a  die  Gleichung 


ß« 

7  =  ß  tang  OL  —  TT— -— i — 
°  4h  cos*  a 


Setzt  man 


tang  a  ==  z,         cos*  a  = 


1  +  z^ 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 

4hT  +  ß*  —  4hßz  +  ß«z»  =  0, 
woraus  folgt: 

Ol,  1         

z  =  y  +  i  /4h»  -  4h7  -  ß«. 

Dieser  doppelte  Werth  von  z  oder  tang  a  zeigt  uns,  dass 
man  ein  gegebenes  Ziel  durch  Schüsse  in  zwei  verschiedenen 
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Richtungen  erreichen  kann,  wenn  4h  >  4hT  +  ß*  ist;  dass 
diese  zwei  Richtungen  in  eine  zusammenfallen,  wenn  diese 
beiden  Grössen  gleich  sind,  und  dass  man  das  Ziel  überhaupt 
nicht  erreichen  kann,  wenn  4h^  <  4h']f  +  ß*  ist. 

Gonstruirt  man  daher  in  der  Verticalebene,  die  durch  die 
Anfangsrichtung  des  Geschosses  geht,  die  Parabel,  deren 
Gleichung 

4hT  +  ß*  =  4h* 

ist,  so  theilt  diese  Curve  die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  ein 
inneres  und  ein  äusseres,  die  so  beschaffen  sind,  dass  alle 
Punkte  des  inneren  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten,  die- 
jenigen der  Grenze  auf  eine  einzige,  und  alle  Punkte  des 
äusseren  sich  überhaupt  nicht  treffen  lassen. 

§  210.  Die  Theorie  der  Bewegung  der  Geschosse 
würde  daher  sehr  einfach  sein,  wenn  man  den  Widerstand 
vernachlässigen  dürfte,  den  die  Luft  dieser  Bewegung  ent- 
gegensetzt; aber  wenn  es  sich  um  grosse  Geschwindigkeiten 
handelt,  mit  denen  wir  uns  hier  speciell  beschäftigen,  so  ist 
diese  Kraft  viel  zu  beträchtlich,  als  dass  man  von  derselben 
absehen  dürfte:  sie  ändert  wie  wir  sehen  werden  gänzlich 
die  Gestalt  der  Flugbahn  und  die  Gesetze  der  Bewegung  in 
dieser  Bahn. 

Welches  auch  die  Gestalt  und  die  Dimensionen  des  Ge- 
schosses sein  mögen,  sein  Schwerpunkt  bewegt  sich  —  wie 
wir  in  einem  andern  Capitel  zeigen  werden  —  ebenso  wie 
ein  schwerer  materieller  Punkt,  dessen  Masse  gleich  der  des 
Geschosses  ist,  welcher  eine  der  Grösse  und  Richtung  nach 
gegebene  Anfangsgeschwindigkeit  hat,  und  an  den  man  die 
Kräfte,  welche  von  dem  Widerstände  und  der  Reibung  der 
Luft  gegen  die  Oberfläche  des  festen  Körpers  ausgeübt  werden, 
parallel  mit  sich  selbst  verschiebt.  Es  wird  sich  auch  zeigen, 
dass  die  bewegende  Kraft,  die  von  diesen  an  den  Schwer- 
punkt verschobenen  Widerstandskräften  herrührt  diesen  Punkt 
unter  Umständen  aus  der  durch  die  Anfangsrichtung  gehen- 
den Verticalebene  heraustreiben  kann;  hier  wollen  wir  aber 
voraussetzen,    dass  dieser  Fall  nicht  eintrete,    und  dass  die 


fm/-i^.4fS-S.9. 


9. 


Ej.  SV. 


7.9. 
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bewegende  Kraft,    um    die   es   sich   handelt,    immer   in   der 
Tangente  der  Bahn  des  Schwerpunktes  liege. 

Dies  vorausgesetzt,  behalten  wir,  um  die  Gleichungen 
der  Bewegung  des  Schwerpunktes  zu  bilden,  alle  vorhergehen- 
den Bezeichnungen  bei  und  nehmen  an,  dass  sich  dieselben 
jetzt  auf  die  Fig.  49  beziehen,  wo  die  Bahn  OMD  keine 
Parabel  mehr  ist.  Sei  ausserdem  s  der  Bogen  OM,  den  das 
öeschoss  zur  Zeit  t  beschrieben  hat,  und  R  die  bewegende 
Kraft,  die  vom  Luftwiderstande  herrührt,  welcher  die  Rich- 
tung MT  der  Tangente  in  M  hat.  Die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  MT  mit  zwei  durch  M  parallel  zu  den  positiven  Rich- 
tungen der   X-   und  y-Axe   gezogenen  Geraden   bildet,    sind 

—  -z-  und  — -T^:  nennen  wir  daher  die  Masse  des  Geschosses 
ds  ds 

m  und  die  Schwerkraft  g,  so  haben  wir 

d'x  _       R  dx 
dt^  m  ds 

dV^_     _Rdy 
dt»  ^       m  ds' 

als  Gleichungen  der  Bewegung  des  Schwerpunktes. 

Sei  nun  das  Geschoss  eine  homogene  oder  wenigstens  eine 
aus  concentrischen  homogenen  Schalen  zusammengesetzte 
Kugel;  sei  D  ihre  mittlere  Dichtigkeit  und  r  ihr  Radius; 
dann  ist 

4n  Dl  ■ 
m  =  -    g— . 

Machen  wir  femer  die  allgemein  zugegebene  Voraus- 
setzung, dass  der  Widerstand  R  proportional  sei  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  des  Schwei*punktes,  der  Oberfläche  des 
Geschosses  und  der  Dichtigkeit  der  Luft,  so  ist: 

R       np  ds» 


m        Dr  dt» 

wo  p  diese  Dichtigkeit  und  n  einen  numerischen  Factor  be- 
deutet, der  empirisch  zu  bestimmen  ist.  Dieser  Ausdruck 
genügt  der  Bedingung  der  Homogenität  der  Grössen;    denn 
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R  da* 

—  und  das  Verhältniss  -jri  :  r   sind   zwei  Grössen   von    der- 

m  dt* 

selben  Natur  wie  die  Schwerkraft  g,  und  die  Factoren  n  und 
^r  sind  unbenannte  Zahlen.    Der  Kürze  halber  setzen  wir 


np 
Dr 


=  c, 


so  dass  —  eine  Linie  von  gegebener  Länge  vorstellt,  die  wir 
c 

als  Constante  betrachten  können,   wenn  wir  von  der  Aende- 

rung   der  Dichtigkeit   der  Luft   absehen,    die   das  Oeschoss 

durchfliegt. 

§  211«     Setzen   wir  für    —   seinen   Werth  c  37=1     so 

m  dt' 

gehen  die  beiden  Bewegungsgleichungen  über  in: 


d*!    ,      ds  dx 

dT^+'^dtdt^"' 


(1) 


dt»    '       dt  dt 

Das  Integral  der  ersten  ist: 

dx 

3r  =  a  COS  a  e"", 

dt 

wenn  man  mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  be- 
zeichnet und  beachtet,    dass  im  Punkte  0,    oder  für  s  =  0, 

dx 

-TT  =  a  cos  a   ist.    Da   sich   die   zweite  Gleichung   von   der 

ersten   der  Form   nach   nur   durch    ihr   letztes  Glied    unter- 
scheidet, setzen  wir,  um  sie  zu .  integriren, 

dy  dx 

wo  p  eine  neue  Unbekannte  ist.     Durch  Substitution  dieses 

dy 
Werthes  von  -^  in  die  zweite  Gleichung  (1)  unter  Berück- 
sichtigung der  ersten  kommt: 
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dx  dp 

dt  dt  *• 

/dx\* 
Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  l^l   resp.  dessen  vor- 
her gefundenen  Werth,  so  erhalten  wir: 

dp 

ä*  =  _       g       e*» 
dx  a*  cos* « 

dt 
Betrachten  wir  y  und  p  als  Functionen  von  x,  so  ist 

dy 
=  <^*  =  ^ 

dx       dx 

dt 

und 

dp 

dt  dp 
dx  dx 
dt 

Setzen  wir  daher  noch  a'  =  2gh,  so  geht  die  obige  Gleichung 
über  in: 

dx  2h  cos'*  a®    '  ^"^^ 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Flugbahn. 
Es  ist  nun 


dxV^l+p^  =  ds; 

multiplicirt  man  diese  beiden  letzten  Gleichungen  mit  einander, 
so  erhält  man: 

^8  un 


/l  +  p«  dp  =  —  -r j-  e 

'^      '^  2h  cos'  a 


woraus  durch  Integration  folgt,    wenn  man  die  willkürliche 
Constante  mit  7  bezeichnet: 

22» 
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Um   T   zu  bestimmen,    setzen   wir   gleichzeitig    s  =  0    und 
p  =  tga;  dann  wird 

T  =  20,  cos»  a  +  **"^  ""  /l  +  tg«  a  +  log  (tg  a  +  Vl+tg«a); 

Zur  Abkürzung  werden  wir  jedoch  das  Zeichen  T  beibehalten. 
Nach  den  vorhergehenden  Gleichungen  hat  man 

dx  =  —  2h  cos*  OL  e~***  dp, 
dy  =  pdx, 
gdt*  =  —  dxdp ; 

wenn  man  hieraus  vermittelst  der  Qleichung  (3)   die  Expo- 
nentialgrösse  eliminirt,  so  ergibt  sich: 

dp 


cdx  = 


cdy  = 


P  Vi  +  P*  +  log  (p  +  /l  +  p«)  -  T 

pdp 


1» 


p  /r+7«  +  log  (p  +  /r+y«)  -  y      w 
i^dt  = ^^ 

[t  -  P  vT+V-iog(p  +  VVTv^Y 

Gleichungen,  die  in  endlicher  Form  nicht  integrabel  sind.  In 

der  letzteren  betrachten  wir  die  Wurzel  als  positiv,   da  der 

Winkel,  dessen  Tangente  p  ist,  kleiner  wird,  wenn  die 
Zeit  t  wächst. 

§  212«  Bezeichnen  wir  mit  co  diesen  Winkel,  d.  h.  die 
Neigung  der  Tangente  MTx  der  Flugbahn  gegen  die  horizon- 
tale Axe  Ox,  so  ist 

p  =  tgcü, 

,  do) 

dp  =  — I — 
^        cos"  ül 

Die  aus  den  Gleichungen  (4)  sich  ergebenden  Werthe  von  x, 
y,  t  sind  von  der  Form  jQdco,  wo  Q  eine  gegebene  Function 
von  CO  bedeutet,  und  das  Integral  so  zu  nehmen  ist,  dass  es 
für  den  Punkt  0  d.  h.  für  o)  =  a  verschwindet.  Man  be- 
rechnet diese  drei  Werthe  für  jeden  Punkt  M  nach  der 
Methode  der  Quadraturen  (§  15).   Auf  diese  Weise  kann  man 
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die  Flugbahn  durch  Punkte  construiren  und  die  Zeit  t  be- 
rechnen, die  der  Körper  braucht,  um  einen  beliebigen  Bogen 
OM  zu  beschreiben,  dessen  Länge  s  durch  die  Qleichung  (3) 
gegeben  ist.  Was  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte 
M  betrifft,  so  hat  man 


"  - " + '•>  (I)' =«■<.+ P-)  ©■ 


und  folglich 

ev«  = ^  g/^  +  P^) -=.         (5) 

T  -  p  /l  +  p*  -  log  (p  +  /l  +  p«) 

Erstreckt  man  diese  Integrale  bis  co  =  0,  so  erhält  man 
die  Abscisse  und  Ordinate  des  höchsten  Punktes  G  der  Flug- 
bahn. Gibt  man  darauf  co  negative  Werthe,  so  erhält  man 
die  Punkte  des  absteigenden  Astes  CBD  der  Flugbahn.  Ist 
man  bis  zu  einem  Werthe  —  a'  von  co  gekonunen,  fOr  den 
die  Ordinate  y  gleich  0  wird,  so  ist  der  entsprechende  Werth 
von  X  die  Amplitude  OB  des  Wurfes,  welche  nicht  mehr  das 
Doppelte  der  Abscisse  von  C  ist,  wie  beim  Wurfe  im  leeren 
Räume,  und  deren  Maximum  als  Function  von  .  a  einem 
Winkel  unter  45^  entsprechen  wird,  der  von  der  Anfangs- 
geschwindigkeit abhängt.  Der  Winkel  a'  oder  EBx  und  die 
Geschwindigkeit  im  Punkte  B  werden  ebenfalls  von  a  und  a 
verschieden  sein. 

Hiermit  sind  alle  Umstände  der  Bewegung  bekannt,  und 
die  Lösung  des  Problems  ist  vollständig,  sobald  die  Werthe 
der  drei  Gonstanten  h,  ot,  c,  die  in  den  vorhergehenden 
Formeh)  vorkommen,  gegeben  sind,  wenn  auch  in  jedem 
speciellen  Falle  sehr  umständliche  numerische  Rechnungen 
erforderlich  werden. 

§  213«  Die  Bewegung  des  Geschosses  auf  dem  ab- 
steigenden Aste  der  Bahn  nähert  sich  mehr  und  mehr  einer 
verticalen  und  gleichförmigen  Bewegung. 

Seien  x^,  y^,  ti  die  Werthe  von  x,  y,  t,  welche  dem 
Scheitel  C  entsprechen;  verlegen  wir  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  in  diesen  Punkt  und  setzen: 
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X  =  Xi  +  x, 

y  =  yi  +  y'. 
t  =  ti  + 1', 

so  dass  X  und  y'  die  Abscisse  und  Ordinate  des  beliebigen 
Punktes  M'  (Fig.  50)  des  absteigenden  Astes  in  Beziehung 
auf  die  horizontale  Axe  Gx'  und  die  mit  der  Richtung  der 
Schwerkraft  zusammenfallende  Axe  Gy'  ist,  und  dass  t'  die 
Zeit  bedeutet,  in  welcher  der  Bogen  GM'  durchlaufen  wird. 
Sei  ferner  p'  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels 
M'T'x',  welchen  die  Tangente  der  Gurve  im  Punkte  M'  mit 
der  Axe  Gx'  bildet:  dann  ist 

'     dy' 

und  da 

log ivr+ip  -  p')  =  -  log  (p'  +  V^TT*) 

ist,  so  geht  die  erste  Gleichung  (4)  über  in 

cdx'  =  -^f 
wenn  wir  zur  Abkürzung 


7  +  P  /l  +  P' +  log  (p  + /l  +  P'*)  =  P' 
setzen.  • 

Da  der  spitze  Winkel  MT'x'  sich  beständig  einem  rechten 
Winkel  nähert,  so  wird  die  Yariabele  p'  ohne  Grenzen 
wachsen.    Anders  verhält  es  sich   mit  x.    Für  sehr  grosse 

Werthe  von  p'  kann  man  p'  für  ^  l  +  p'*  setzen,  und,  wenn 
man  y  ~h  ^og  ^  gegen  p'^  vernachlässigt,  so  erhält  man 

P'  =  p»  +  1  log  p'«, 

oder  einfach  P'  =  p'*,  da  für  einen  sehr  grossen  Werth  von 
p'  das  Glied  -ö  log  p'*  im  Verhältnisse  zu  p'*  sehr  klein  ist ; 
man  erhält  daher  für  solche  Werthe  von  p' 

cp* 
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und    durch  Integration,    wenn   man    mit  G   die   willkürliche 
Gonstante  bezeichnet, 

1 


x'  =  G- 


cp 


und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Werthe  von  x   mit  denen 
von  p'  nicht  in's  unendliche  wachsen.     Setzen  wir  nun 


-cJ     F' 


so  ist  q  eine  Linie  von  endlicher  Länge,  die  wir  nach  der 
Methode  der  Quadraturen  berechnen  können;  und  wenn  man 
auf  Gx'  eine  Strecke  GA  von  der  Länge  dieser  Linie  ab- 
schneidet, 80  ist  die  Senkrechte  AB  die  Asymptote  des  Theiles 
CD  der  Bahn,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Bewegung  des 
Geschosses  auf  dem  absteigenden  Aste  der  Bahn  sich  fort- 
während der  verticalen  Richtung  nähert. 

Bedenkt  man  femer,  dass  für  grosse  Werthe  von  p'  die 
beiden  letzten  Gleichungen  (4)  in 

cdy    =  y. 

dt'  v^  =  ¥ 


übergehen,  so  ergibt  sich 

dy 
dt 


■=|/l' 


und  diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  verticale  Bewegung  des 
Geschosses  schliesslich  gleichförmig  wird,  was  wir  zeigen 
wollten.  Die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  gleich 
derjenigen,  welche  ein  schwerer  Körper  erlangt,  wenn  er  im 

leeren  Räume  eine  Höhe  zr-  durchfallen  hat.     Zu  demselben 

2c 

Resultate  gelangt  man  auch    vermittelst   der  Gleichung  (5), 

wenn  man  —  p'  an  Stelle  von  p  setzt  und  darauf  p'  sehr 

gross  werden  läset. 
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Setzen  wir  in  der  ersten  Gleichung  (4) 

p  =  tg  ö), 

j  dö) 

dp  =  — K~ 

*  COS^   CO 

und  zur  Abkürzung 


[T  —  tg  ö>  /l  +  tg^  ö>  —  log  (tg  CO  +  /l  +  tg'  co)]  cos'  «  =  2» 
so  ergibt  sich  daraus 


a 


-u 


-  I  Qdcö 


als  Abscisse  des  Punktes  G.  .Bestimmt  man  daher  auf  Ox 
(Fig.  49)  einen  Punkt  F  so  dass 

OF  =  Xi  +  q 

ist,  so  ist  die  im  Punkte  F  errichtete  Senkrechte  die  Asymptote 
des  absteigenden  Zweiges  der  Bahn. 

§  314.  Sei  ON  die  Fortsetzung  der  Bahn  ÖGD ;  da 
der  bewegliche  Körper  erst  von  dem  Punkte  0  ausgeht,  so 
findet  auf  jenem  Theile  der  Gurve  eine  Bewegung  nicht 
statt;  trotzdem  ist  es  interessant,  die  Oestalt  desselben  zu 
kennen.  Man  kann  denselben  punktweise  vermittelst  der 
beiden  ersten  der  Gleichungen  (4)  construiren,  wenn  man 
darin  für  p  Werthe  setzt,  welche  positiv  und  grösser  als 
tg  OL  sind,  und  man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  auch 
dieser  Gurvenast  eine  Asymptote  hat,  welche  jedoch  nicht, 
wie  die  des  absteigenden,  vertical  gerichtet  ist. 

Um  dies  einzusehen,  beachte  man,  dass  es,  mit  Bücksicht 
auf  den  Werth  von  7  im  §  211,  stets  einen  spitzen  Winkel 
ß  ^  a  gibt,  der  so  gross  ist,  dass  für  p  =  tg  ß  der  gemein- 
schaftliche Nenner  der  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  ver- 
schwindet, d.  h.  einen  Winkel  ß,  welcher  der  Gleichung 

T  -  tg  ß  /r+Tg"«l  -  log  (tg  ß  +  /l+tg'ßj  =  0    (*>) 
genügt.    Alsdann  erkennt  man  aus  dem  einer  jener  beiden 
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Gleichungen  entnommenen  Werthe  von  dp,  dass,  während 
der  absolute  Werth  von  x  und  y  in's  Unendliche  wächst,  in 
dem  Theile  ON  der  Gurve  die  Grösse  p  zu  wachseh  aufhört, 
sobald  sie  sich  nur  noch  unendlich  wenig  von  tg  ß  unter- 
scheidet; es  kann  daher  p  diesen  Werth  tg  ß  niemals  über- 
schreiten, ja  ihn  nicht  einmal  vollkommen  erreichen;  und 
dies  bedeutet  nichts  Anderes,  als  dass  der  Ast  ON  der  Gurve 
eine  Asymptote  hat,  welche  die  Verlängerung  der  x-Axe 
unter  dem  Winkel  ß  schneidet.  Den  senkrechten  Abstand 
derselben  vom  Punkte  0  kann  man  auf  folgende  Weise 
bestimmen : 

Man  lege  durch  den  Punkt  0  eine  Axe,  welche  mit  der 
Verlängerung  der  x-Axe  einen  Winkel  (90*  —  ß)  bildet  und 
mithin  auf  der  Asymptote  von  ON  senkrecht  steht.  Be- 
zeichnet man  mit  u  die  Abscisse  eines  beliebigen  Punktes 
(x,  y)  der  Gurve  auf  jener  neuen  Axe,  so  ist 

u  =  y  cos  ß  —  X  sin  ß. 

Differenzirt  man  und  setzt  ffir  dx  und  dy  ihre  durch  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (4)  gegebenen  Werthe,  so  er- 
hält man 

^^1^  ^ (tg  ß  ■-  p)  cos  ß  dp 

T  -  P  /l  +  P*  -  log  (p  +  1/1  +p»)' 

eine  Formel,  in  welcher  man  p  Werthe  zu  geben  hat,  welche 
grösser  oder  kleiner  als  tg  a  sind,  je  nachdem  es  sich  um 
Punkte  des  Theiles  ON  oder  um  solche  des  Theiles  OM  der 
Gurve  handelt.  Setzt  man  darin  fär  y  seinen  Werth  aus 
Gleichung  (6)  und  ausserdem 

p  =  tg  ü), 

,  dft> 

dp  =  — ^— 

^  cos*   CO 

und  zur  Abkürzung 

tg  ß /M:  tg«"ß  +  log  (tg  ß  + /f+li»  ß) 

-  tg  «0  /l  -f  tg»  w  -  log  (tg  w  +  /l  +  tg«»)  =  U, 
so  geht  dieselbe  fiber  in 
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j           (tg  ß  —  tg  ^)  C08  ß  d(i> 
du  = == s • 

CU  cos"  0) 

Setzt  man  nun 

ß 
cos  ß  r(tg  ß  —  tg  ö>)  do) 


^.r 


U  cos*  CO 


so  ist  r  eine  Strecke  von  endlicher  Länge,  welche  sich  nach 
der  Methode  der  Quadraturen  berechnen  lässt,  und  welche 
den  der  Asymptote  von  ON  entsprechenden  Werth  von  u, 
d.  h.  die  Entfernung  des  Punktes  0  von  dieser  Linie,  um 
deren  Bestimmung  es  sich  handelte,  ausdrückt. 
Die  Gleichung  dieser  Asymptote  ist 

y  cos  ß  —  X  sin  ß  =  r, 

so  dass,   wenn  man  auf  der  Verlängerung  der  x-Axe   einen 
Punkt  H  annimmt,  dessen  Entfernung  von  0 

0H=     "^ 


sin  ß 

ist,  die  Asymptote  des  Curyenastes  ON  die  Gerade  HK  ist, 
welche  durch  den  Punkt  H  geht  und  mit  der  Verlängerung 
der  x-Axe  einen  Winkel 

KHO  =  ß 

bildet.  Die  beiden  Asymptoten  FG  und  HK  treffen  sich  in 
einem  Punkte  L  oberhalb  der  x-Axe,  so  dass  die  ganze  Curve 
innerhalb  des  Winkels  KLG  liegt,  dessen  Gomplement  der 
durch  die  Gleichung  (6)  bestimmte  Winkel  ß  ist. 

§  215.  Wenn  der  Winkel  der  Schussrichtung  AOx 
oder  a  klein  ist  (Fig.  51),  so  wird  sich  das  Geschoss  nur  bis 
zu  einer  kleinen  Höhe  über  die  x-Axe  erheben.  lii  diesem 
Falle  kann  man  die  Gleichung  für  den  oberhalb  der  x-Axe 
gelegenen  Theil  OCB  der  Bahn  mit  ziemlicher  Genauigkeit 
aufstellen,  und  dieselbe  gilt  auch  noch  bis  zu  einem  nicht 
allzu  tief  unter  der  x-Axe  gelegenen  Punkt  D. 

In  der  That  ist  für  den  ganzen  Theil  0GB  oder  sogar 
ÖGD  der  Bahn  die  Tangente  dieser  Curve  beinahe  horizontal 
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und    die  Grösse   p   daher   sehr   klein.     Vernachlässigt   man 
daher  das  Quadrat  von  p,  so  erhält  man 


ds 

—  dx, 

s 

—  X, 

und  die 

Gleichung  (2)  geht 

Über  in 

• 

dp 
dx 

d»y 
~dx« 

1 

aScX 

2h  cos« 

e 

Integrirt  man  zweimal  und  bestimmt  die  willkürlichen  Gon- 

dy 
stauten  so,  dass  v-  =  tg  a  und  y.  =  0  wird  für  x=  0,   so 

erhält  man 

1 

y  =  X  tg  a  —  ~Yr s-  (e**'  —  2cx  —  1) 

8c'  h  cos'  a  "^  ' 

als  angenäherte  Gleichung  der  Bahn  des  Geschosses.  Ent- 
wickelt man  die  darin  vorkommende  Exponentialgrösse,  ver- 
einfacht den  Ausdruck  und  setzt  darauf  c  =  0,  so  geht  diese 
Formel  in  die  genaue  Gleichung  der  Curve  fQr  den  leeren 
Raum  über. 
'  Nach  der  Gleichung 

gdt'  =  —  dxdp 

des  §  212  und  mit  Rücksicht   auf  den   obigen  Werth  von 

-^  wird 
dx 

dt  = 7=  e«dx 

cos  a  y  2gh 

und  mithin 

t  = ^==(e«-l), 

c  cos  a  y  2gh 

und  diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  der  Zeit  t,  welche 
das  Geschoss   braucht,    um    einen   beliebigen   Theil   OM    der 
I  Curve  OCD  zu  durchlaufen. 

I 

§  S16«    Nehmen  wir  an,  das  Geschoss  komme  in  einem 
Punkte  D  zur  Erde;   bezeichnen  ¥rir  mit  X  die  Entfernung 
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dieses  Punktes  von  der  durch  0  gelegten  Horizontalebene 
oder  die  Länge  der  zur  x-Axe  senkrechten  Linie  DQ;  sei 
ferner  OQ  =  I  und  die  Zeit,  welche  das  Geschoss  gebraucht 
hat,  um  von  0  nach  D  zu  kommen,  gleich  t;  dann  ist 

x  =  I, 

t  =  t. 

Setzen  wir  nun  der  Einfachheit  halber  in  den  vorhergehen- 
den Gleichungen  cos'  a  =  1 ,  so  folgt  daraus 

8c»h  (X  +  I  tg  a)  =  e«««  —  2cl  —  1 


Tc  /2gh  =  e^'  —  1 . 


(a) 


Wenn  daher  die  beiden  Con^tanten  h  und  c  gegeben 
sind,  und  man  den  Winkel  a  und  die  Höhe  X  des  Punktes 
0  über  dem  Terrain  gemessen  hat,  so  lehren  uns  diede 
Gleichungen  die  horizontale  Wurfweite  (  und  die  Flugzeit  t 
des  Geschosses  kennen.  Umgekehrt  können  diese  Gleichungen, 
wenn  man  a,  X,  l,  t  aus  directen  Messungen  kennt,  dazu 
dienen,  den  Goefficienten  c  des  Luftwiderstandes  und  die  der 
Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende  Höhe  h  zu  bestimmen. 
Durch  Elimination  von  h  erhält  man 

4  (X  +  I  tg  a)  (e««  —  1)*  =  gt«  (e^^  —  2cl  -  1), 

eine  Gleichung,  welche  den  Werth  von  c  liefert;  der  von  h 
ergibt  sich  alsdann  unmittelbar  aus  einer  der  beiden  Gleich- 
ungen (a). 

Man  ist  noch  nicht  im  Klaren  in  Beziehung  auf  die 
Tragweite  der  Geschütze  und  auf  die  Anfangsgeschwindigkeit. 
Nach  Lombard  beträgt  für  einen  24-Pfünder  und  bei  einer 

Pulverladung  von  -^  des  Gewichtes  des  Geschosses  die  An- 
fangsgeschwindigkeit 463"  in  der  Secunde;  für  einen  12- 
Pfünder  steigt  diese  Geschwindigkeit,  wenn  die  Pulverladung 
wieder  ein  Drittel  vom  Kugelgewichte  beträgt,  auf  494°*. 
Die  Wurfweite  ist,  X  =  0  vorausgesetzt,  im  ersten  Falle 
700°*  bei  einem  Elevationswinkel  a  =  1®  15'  6",  im  zweiton 
660»  für  a  «  1«  5'  36". 
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Anstatt  der  Zeit  t  könnte  man  zur  Bestimmung  von  h 
und  c  einen  zweiten  Schuss  mit  demselben  Geschütze  von 
einem  in  einer  anderen  Höhe  über  dem  Terrain  gelegenen 
Punkte  aus  verwenden.  Setzen  wir  voraus,  dass  das  Gewicht 
des  Geschosses,  die  Pulverladung  und  der  Winkel  a  unver- 
ändert bleiben,  so  bleiben  auch  die  Grössen  h  und  c  dieselben ; 
gehen  nun  X  und  l  in  X'  und  t  über,  so  erhält  man 

8c«h  (X'  +  r  tg  a)  =  e^^'  -  2cY  -  1, 

und  hieraus  erhält  man  durch  Elimination  von  h  vermittelst 
der  Gleichung  (a)  /jl\ 

(X  +  I  tga)  (e*^i'  —  2cr  -  1)  =  (X'  +  V  tga)(e««>  -  2cl  -  1). 

Die  Ballistiker  sind  keineswegs  einig  über  die  Grösse 
der  Zahl  n,  welche  in  dem  Ausdrucke  für  den  Coefficienten 
c  vorkommt,  nämlich  in  (§  210) 

np 

Nach  einer  sehr  unvollkommenen  Theorie  des  Widerstandes 
der  Flüssigkeiten  würde  diese  Zahl  -^  sein;  alle  Beobach- 
tungen ergeben  jedoch  einen  kleineren  Werth,  und  Lombard 
setzt  sie  gleich  jr-  Die  Gleichung  (b)  würde  ein  Mittel  ab- 
geben, welches  am  ersten  zu  einer  genauen  Bestimmung  von 
c  geeignet  wäre,  wenn  der  Winkel  a  genau  bekannt  ist  und 
bei  verschiedenen   Versuchen   unverändert  beibehalten  wird. 


IL 

Bewesrung  der  Planeten. 

§  217.  Die  Gesetze  der  Bewegung  der  Planeten  um 
die  Sonne  sind  unter  dem  Namen  der  Kepler 'sehen  Ge- 
setze bekannt,  weil  sie  von  diesem  Astronomen  entdeckt 
und  zwar  aus  Resultaten  der  Beobachtung  hergeleitet  worden 
sind.  Es  sind  ihrer  drei,  die  sich  folgendermassen  aus- 
drücken lassen: 
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1 .  Jeder  Planet  bewegt  sich  in  einer  ebenen  Gurve,  und 
die  Flächen,  welche  von  seinem  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Sonne  gehenden  Radius  vector  beschrieben  werden,  sind  der 
Zeit  proportional. 

2.  Die  Bahnen  der  Planeten  sind  Ellipsen,  in  deren 
einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht. 

3.  Die  Quadrate  der  ümlaufszeiten  der  Planeten  ver- 
halten sich  zu  einander  wie  die  Guben  der  grossen  Axen 
ihrer  Bahnen. 

Nicht  von  vornherein  hatte  man  die  ganze  Tragweite 
dieser  wichtigen  Entdeckung  erkannt:  erst  Newton  hat  ge- 
zeigt, dass  die  in  diesen  Gesetzen  ausgesprochenen  Erschei- 
nungsthatsachen  uns  Aufschluss  geben  über  das  Wesen  der 
Kraft,  welche  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  hält,  d.  h.  1. 
über  die  Richtung  dieser  Kraft,  2.  über  die  Veränderung, 
die  ihre  Intensität  erfährt,  während  ein  Planet  von  einem 
Punkte  seiner  Bahn  zu  einem  anderen  übergeht,  und  3.  über 
die  Grössenänderung  dieser  Kraft  beim  Uebergange  von  einem 
Planeten  zu  einem  anderen.  Wir  werden  noch  in  diesem 
Abschnitte  sehen,  dass  jedes  dieser  drei  Stücke  eine  noth- 
wendige  Folge  der  drei  Bewegungsgesetze  ist,  die  wir  soeben 
ausgesprochen  haben. 

Die  Kepler'schen  Gesetze  beziehen  sich  auf  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  jedes  Planeten,  und  nur  diese  Bewegung 
wollen  wir  jetzt  betrachten;  wenn  wir  daher  von  der  Lage 
oder  der  Geschwindigkeit  eines  Planeten  reden,  so  ist  dar- 
unter immer  die  Lage  oder  Geschwindigkeit  seines  Schwer- 
punktes zu  verstehen. 

§  318.  Sei  AMBD  (Fig.  52)  die  von  einem  Planeten 
beschriebene  Ellipse,  AB  ihre  grosse  Axe,  G  ihr  Mittelpunkt, 
0  und  0'  ihre  Brennpunkte  und  zwar  0  derjenige,  in  welchem 
sich  der  Mittelpunkt  der  Sonne  befindet,  B  das  Perihelium 
oder  der  dem  Sonnencentrum  nächste,  A  das  Aphelium  oder 
der  davon  am  weitesten  entfernte  Punkt  der  Bahn. 

Nach  Verlauf  der  Zeit  t,  welche  von  dem  Augenblicke 
des  Durchganges  des  Planeten  durch  sein  Perihel  an  gezählt 
werden  möge,  befinde  sich  der  Planet  in  M.    Wir  wollen  den 
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Radius  vector  OM  mit  r  bezeichnen  und  mit  0  den  Winkel 
MOB,  den  man  in  der  Astronomie  die  wahre  Anomalie  nennt. 
Der  Sector,  der  von  diesem  Radius  in  dem  Zeitelemente  dt 
beschrieben  wird,  ist  nach  §  156 

nach  dem  ersten  Eepler'schen  Gesetze  ist  daher 

r"de  =  cdt,  (1) 

wo  c  eine  Gonstante  bedeutet,    welche  doppelt  so  gross  als 
die  in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Fläche  ist,  so  dass  et  das 
Doppelte    von    der    in    der    beliebigen  Zeit   t    beschriebenen 
Fläche  MOfi  ist. 
Sei  ferner 

OM  =  r , 
OB  =  CA  =  a, 
CO=CO'  =  ae. 

Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist 

r  +  r'  =  2a; 
femer  ist  in  dem  Dreiecke  O'MO 

r'*  =  r*  +  4rae  cos  6  -f-  4a*e*, 

und  durch  Elimination  von  r'  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man 

_  a(l-e>) 

1  +  e  cos  6  ^  ^ 

als  Gleichung  der  Bahn. 

Für  alle  vor  unserem  Jahrhundert  bekannten  Planeten 
mit  Ausschluss  des  Meikur,  ist  e,  die  Excentricität  der 
Ellipse,  ein  kleiner  Bruch;  für  die  Erde  ist  zum  Beispiel 

e  =  0,01685318 
oder  ungeföhr  gleich  ^-     Am    grössten    ist    die    des    Mars, 
welche  r^  übersteigt;  für  diesen  Planeten  musste  sich  dem* 
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nach  die  elliptiBche  Bewegung  von  der  in  einem  excentrischen 
Kreise,  welche  man  vor  Kepler  annahm,  am  meisten  unter- 
scheiden; und  wirklich  hat  Kepler  gerade  in  den  Beobach- 
tungen des  Tycho  de  Brahe  über  diesen  Planeten  den  Unter- 
schied der  beiden  Bewegungen  erkannt.  Wenn  man  die 
Werthe  von  r  und  6  in  Reihen  nach  Potenzen  von  e  ent- 
wickelt vermittelst  der  Gleichung,  welche  die  Proportionalität 
der  Flächen  und  Zeiten  ausdrückt,  und  deijenigen  der  ellip- 
tisehen  resp.  der  excentrischen  Kreis-Bahn,  so  findet  man 
dass  zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit  t  die  Entwickelungen, 
welche  diesen  beiden  Curven  entsprechen,  erst  in  Oliedem 
mit  dem  Quadrate  oder  höheren  Potenzen  von  e  von  einander 
abweichen,  und  dieser  Umstand  machte  es  zu  Keplers  Zeit 
so  schwer,  den  Unterschied  zwischen  den  beiden  Bewegungen 
zu  bemerken. 

§  219.  Bezeichnet  man  mit  T  die  Umlaufszeit  eines 
Planeten  und  setzt 

2it 

so  ist  die  Constante  n  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 
und  nt  die  mittlere  Bewegung  des  Planeten. 

Denken  wir  uns,  es  gebe  ein  Gestirn,  dessen  Bewegung 
gleichförmig  wäre,  und  welches  vom  Perihel  ausginge  und 
seinen  Umlauf  in  derselben  Zeit  wie  der  betrachtete  Planet 
vollendete;  der  Radius  vector  desselben  würde  dann  den 
Winkel  nt  beschreiben,  während  derjenige  des  Planeten  den 
Winkel  6  beschreibt ;  die  Differenz  6  —  nt  zu  einer  beliebigen 
Zeit  wird  von  den  Astronomen  die  Mittelpunktsgleich- 
ung genannt;  dieselbe  ist  positiv,  und  der  Planet  eilt  dem 
fingirten  Gestirne  voraus,  während  er  sich  vom  Perihelium 
zum  Aphelium  bewegt;  das  Gegentheil  findet  in  der  anderen 
Hälfte  der  Bahn  statt.  Das  Maximum  der  Mittelpunkts- 
gleichung hängt  von  der  Grösse  der  Excentricität  ab. 

Wenn  wir  den  mittleren  Tag  als  Zeiteinheit  nehmen  und 
360®  für  2ff  setzen,  so  ist  in  Beziehung  auf  die  Erde 
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T  =  365,256374  Tage, 
n  =  0«  59'  8". 

Dieser  Werth  von  T  ist  die  Dauer  des  siderischen  Jahres, 
d.  h.  der  Zeitraum  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Gon- 
junctionen  der  Sonne  mit  ein  und  demselben  Fixstern  bei 
ihrer  scheinbaren  Durchlaufung  der  Ekliptik.  Der  Zeit- 
raum zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Durchgängen  durch 
ein  und  denselben  Äquinoctialpunkt  ist  kürzer,  weil  die  Äqui- 
noctialpunkte  auf  der  Ekliptik  eine  rückläufige,  d.  h.  der- 
jenigen der  Sonne  entgegengesetzte  Bewegung  haben.  Nehmen 
wir  als  Grösse   der  jährlichen  Präcession   im  Jahre   1800 

50",23427 

an  und  beachten,  dass  der  Radius  vector  der  Sonne  0,014158 
Tage  dazu  braucht,  um  diesen  kleinen  Winkel  zu  beschreiben, 
so  ergibt  sich 

365,242216  Tg 

als  Länge  des  Aquinoctial-Jahres  zu  Anfang  dieses 
Jahrhunderts.  Das  siderische  Jahr  ist  constant,  aber  die 
Präcession  der  Äquinoctien  variirt  ein  Wenig  und  mit  ihr 
die  Dauer   des  Äquinoctial- Jahres ;    seine  Länge    vermindert 

sich  um  ungefähr  ^  Secunde  im  Jahrhundert. 

§  220.    Die  Constante  c  ist  gleich  dem  Quotienten  aus 
der  doppelten  Fläche   der  Ellipse,   dividirt  durch  T;    da  die 

kleine  Halbaxe  gleich  a  ^  1  —  e^  und  mithin  der  Flächen- 
inhalt der  Ellipse  gleich  ica^  V^l  —  e*  ist,  so  hat  man 
demnach 


27ra*  1/  1  —  e^ 
^=  T 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  (1) 
unter  Berücksichtigung  des  Werthes  von  n  geht  jene  Gleichung 
über  in 

r«  de  =  na^  )[\~^^^  dt. 
Die  Gleichung  (2)  liefert 

Pfannsiiel,  PoiMon*«  irfihrbuch  der  Mechanik.  23 
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a  (1  -  e^)  -  r 
8  =  arc  cos  — ^^ » 


d6  = 


er 
a  |/  T  ^7^  dr 


r  /a^e*  —  (r  —  a)* 
Daher  erhält  man 

rdr 


nadt  = 


l/aV  —  (r—  a)^ 

Um  diese  Oleichungen  zu  integriren,  setzen  wir 

r  =  a  (1  —  e  cos  u) ;  (a) 

dann  wird 

dr  =  ae  sin  u, 
ndt  ^  (1  —  e  cos  u)  du. 

Da  für  den  Punkt  B  r  =  a  (1  —  e)  ist,  so  muss  für  diesen 
Punkt,  für  welchen  auch  t  =  0  ist,  u  verschwinden ;  man 
erhält  daher  durch  Integration 

nt  =  u  —  e  sin  u.  (b) 

Setzen  wir  in  dem  Ausdrucke  für  dö  für  r  seinen  Werth 
und  beachten,  dass 

j  u         .  j  u 
cos  u  =  cos'  —  —  sin*  — 

ist,  so  kommt: 

/n^'e»  du 


de  = 


1  —  e  cos'  H"  +  ö  sm-*  -- 


und  führen  wir  eine  neue  Variabele  z  ein  durch  die  Gleichung 


aus  welcher  folgt 


.    u 


^"     =2dz, 


cos-*  " 


2 
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SO  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 


HA  =        2  /i  ~  e^  dz 

1  —  e  +  (1  +  e)  z^' 

Integrirt  man  und  beachtet,   dass  6  und  u   gleichzeitig  ver- 
schwinden, nämlich  für  den  Punkt  B,  so  findet  man 

—  6  =  arc  tg  z 

woraus  sich  nach  Restitution  des  Werthes  von  z  ergibt 


tg? 


2-(/  r^i-^-Kr  (c) 

Die  drei  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  stellen  r,  nt  und  0  in 
endlicher  Form  dar  mit  Hülfe  der  Variabelen  u,  welche  man 
die  excentrische  Anomalie  nennt.  Eliminirt  man  u  daraus, 
so  erhält  man  die  beiden  Polarcoordinaten  r  und  0  des  Pla- 
neten als  Functionen  der  Zeit  in  Form  von  Reihen  nach 
Potenzen  der  Excentricität,  welche  für  die  schon  in  alter 
Zeit  bekannten  Planeten  stark  convergiren.  Hat  man  diese 
Reihen  entwickelt,  so  kann  man  darin  die  Potenzen  von 
cos  nt,  welche  in  der  Entwickelung  von  r  vorkommen,  und 
die  von  sin  nt,  welche  in  der  Reihe  für  6  —  nt  enthalten 
sind,  durch  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  nt  ersetzen. 
Ordnet  man  alsdann  diese  Reihen  für  den  Radius  vector  und 
für  die  Mittelpunktsgleichung  nach  Cosinus  und  Sinus  der 
steigenden  Vielfachen  von  nt,  so  kann  man  die  Coefficienten 
dieser  beiden  Reihen  als  Functionen  der  Excentricität  auf 
folgende  Weise  direct  bestimmen. 

§  221.     Wir  setzen 

r  =  Ao  +  Ai  cos  nt  +  Ajj  cos  2nt  +  •  •  •  4"  ^i  cos  int  +  •  •  •, 
6  —  nt  =  Bj  sin  nt  +  B^j  sin  2nt  +  •  •  •  -|-  Bj  sin  int  +  •  •  •, 

wo  Ao,  Ap  A^  .  .  .  und  Bj,   B^ .  .  .,   allgemein  A.   und  B.   die 
näher  zu  bestimmenden  Coefficienten  sind. 

Sind  i  und  i'  zwei  ganze  positive  und  von  einander  ver- 
schiedene Zahlen,  so  ist 

23* 


^    I 
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I 

o 

I 


COS  int  cos  i'nt  d(nt)  =  0, 


sin  int  sin  i'nt  d(nt)  =  0 ; 


o 


ist  dagegen  i  =  i\  so  findet  sich 


/ 

u 
n 

I 


cos^  int  d(nt)  =  ^, 


sin*  int  d(nt)  =  — , 


und    für   den  Fall,    dass  i  =  0  ist,    wird    das    erste    dieser 
beiden  Integrale  gleich  ;;,  das  zweite  gleich  0. 

Multipliciren  wir  nun  die  Reihe  für  r  mit  cos  int  d(nt) 
und  diejenige  für  6  —  nt  mit  sin  int  d(nt)  und  integriren  von 
nt  =  0  bis  nt  =  ic,  so  verschwinden  alle  Glieder  mit  Aus- 
nahme derjenigen,  deren  Coefficienten  A.  und  B.  sind,  und 
wir  erhalten 


n 

'^^j 


r  cos  int  d(nt). 


o 


B.  =  I  /  (6  —  nt)  sin  int  d(nt), 
und  in  dem  besonderen  Falle,  dass  i  =  0  ist, 

es  reducirt  sich  also  in  diesem  Specialfalle  der  allgemeine 
Werth  von  A.  auf  die  Hälfte.  Wendet  man  das  Verfahren 
der  Integration  durch  Theile  an  und  beachtet,  dass  6  —  nt 
für  die  Grenzen  nt  ==  0  und  nt  =  ic  verschwindet,  so  kann 
man  für  B|  auch  schreiben: 
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B;  =  —  I  cos  int  d  (6  —  nt). 


Setzen  wir  nun  fQr  r,  nt  und  0  ihre  Werthe  als  Functionen 
von  u,  wie  sie  sich  aus  den  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  er- 
geben, und  beachten,  dass 

de  ^  yr^^ 

du       1  —  e  cos  u 

und  \      =1  —  e  cos  u 

du 

ist,  und  dass  die  Werthe  u  =  0  und  u  =  ff  den  Werthen 
nt  =  0  und  nt  =  ff  entsprechen,  so  erhalten  wir 


_2a  r 


(1  —  e  cos  u)*  cos  (iu  —  ie  sin  u)  du, 


0 

n 


^         2    C ^r- Ä       f.  .,  coB  (lu  —  le  sm  u)  . 

Bj  =  r-  I  V  1  —  e'  —  (1  —  e  cos  u)'  — ^ du, 

^       1«  j   '  1  —  e  cos  u 

o 

Gleichungen,  welche  zur  Berechnung  der  numerischen  Werthe 
der  Goefficienten  A.  und  B^  durch  Quadraturen  oder  durch 
Reihenentwickelung  dienen.  Eine  Reihenentwickelung  liefert 
uns  der  Taylor'sche  Lehrsatz,  nach  welchem 

[508  (iu  —  ie  sin  u)  =  ( 1  —  -^  s*^'  "  +  v  oWä ^^^  ^ )^®  ^^ 


ie  sin  u  —  v^^~ö  s^"*  u  +  •  •  •  •  j  sin  ii 


ist;  hierdurch  ergeben  sich  fQr  A^  und  Bj  Reihen  von  Inte- 
gralen mit  dem  Argumente  u,  deren  Werthe  sich  alle  un- 
mittelbar oder  nach  bekannten  Formeln  ermitteln  lassen,  so 
dass  man  die  Reihen  von  A.  und  B.  so  weit  fortsetzen  kann, 
wie  man  will.  Man  kann  auch  ihre  allgemeinen  Glieder  als 
Functionen  von  i  und  e  erhalten;  es  ist  aber  hier  nicht  der 
Ort,  länger  bei  diesem  Gegenstande  zu  verweilen,  der  viel- 
mehr der  speciellen  Astronomie  angehört. 
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Für  den  besonderen  Fall  i  =  0  erhält  man 

n 

A,  =  I  Jd  -  e  cos  u)»  du  =  a  (1+  ^] 


»      » 


indem  man  nur  die  Hälfte  des  aus  A.  für  i  =  0  hervor- 
gehenden Werthes  nimmt.  Dieses  ist  der  einzige  der  Coeffi- 
cienten  Aq,  A^,  A^  .  .  .  .  Bj,  B^ .  .  .  .  dessen  Werth  man  in 
endlicher  Form  darstellen  kann. 

§  222«  Bezeichnet  man  mit  v  die  Geschwindigkeit  des 
Planeten  zur  Zeit  t,  mit  8  den  Winkel,  welchen  seine  Bewe- 
gungsrichtung mit  der  Verlängerung  seines  Radius  vector  r 
oder  OM  bildet,  so  erhält  man  nach  §  156 

dr«  +  r«  dO^ 


v»  = 


V  sin  8  =  r 


dt« 

de 


dt 


Eliminirt  man*  dt  vermittelst  der  Gleichung  (1)  so  erhält  man 


V  =  c^  ^ 


© 


d6 


+ 


V  sm  0  =  — 
r 


Nach  Gleichung  (2)  ist  femer 

1  1  +  ©  cos  6 

r  ~  a  (1  —  e*)  ' 


also 


(i) 


e  sin  6 


de 


a(l  -e«) 

durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  die   erste  der  beiden 
vorigen  Gleichungen  über  in 

a»  (1  ~  e^)«  V«  =  (1  +  2e  cos  e  -|-  e«)  c«, 
und  hieraus  folgt  nach  einigen  leichten  Umformungen 
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a  _  c^  /2a  _    \ 

""   ""  aMl  -  e*)  V  r         V 

.    ^        a  /l  —  e*  (d) 

sin  0  =  — ^-—=-^:^-^^-.'  ^^' 


1 


Diese  Gleichungen  lehren,  wie  sich  bei  der  elliptischen  Be- 
wegung die  Geschwindigkeit  und  die  Richtung  des  sich  be- 
wegenden Körpers  in  jedem  Punkte  aus  der  Länge  des  zu- 
gehörigen Radius  vector  herleiten  lassen.  Mit  Rücksicht  auf 
den  Werth  von  c  im  §  220  kann  man  v*  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 

,       4ic*a 

V*  = 


rc«a^  /2a        A 
r    VT  "  V 


Diese  Formeln  bestimmen  im  Verein  mit  denen  der  vor- 
hergehenden  Paragi'aphen  die  Bewegung  eines  Planeten  in 
der  Ebene  seiner  Bahn  vollständig;  will  man  jedoch  die  Be- 
wegung zweier  oder  mehrerer  Planeten  gleichzeitig  betrachten, 
so  muss  man  die  Lage  aller  auf  eine  einzige  Ebene  beziehen ; 
man  wählt  hierzu  in  der  Regel  die  Ebene  der  Ekliptik, 
d.  i.  der  Erdbahn. 

§  *i23.  Sei  NON'  (Fig.  58)  der  Durchschnitt  der  Ebene 
der  Bahn  eines  Planeten  mit  einer  Ebene,  welche  durch  das 
Sonnencentrum  0  geht,  OE  eine  in  dieser  letzteren  Ebene 
liegende  Gerade,  OM'  die  Projection  des  Radius  vector  OM 
des  Planeten  auf  dieselbe  Ebene;  bezeichnen  wir  mit  Y  den 
Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen,  mit  a  den  Winkel  NOE 
und  mit  o)  den  Winkel  BON,  welchen  der  nach  dem  Perihel 
gehende  Radius  vector  mit  der  Linie  ON  bildet:  dann  werden 
die  drei  Winkel  a,  7  und  a>  die  Ebene  der  Bahn  und  die 
Lage  der  Ellipse  in  dieser  Ebene  bestimmen.  Femer  seien 
(p  und  ^  die  veränderlichen  Winkel  MOM'  und  MOE,  welche 
der  Radius  vector  OM  mit  seiner  Projection  OM'  und  diese 
Projection  mit  der  Geraden  OE  bildet;  diese  Winkel  werden 
in  jedem  Augenblicke  die  Richtung  des  nach  dem  Planeten 
gehenden  Radius  vector  bestimmen. 
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Betrachten  wir  nach  diesen  Vorbemerkungen  das  Drei- 
kant, dessen  Spitze  der  Punkt  0  und  dessen  Kanten  OM, 
OM',  ON  sind.  Da  die  wahre  Anomalie,  oder  der  Winkel 
MOB,  gleich  6  ist,  so  sind  die  drei  Kantenwinkel  dieses 
Dreikants 

MON  =  MOB  +  BON  =  6  +  0), 
M'ON  =  M'OE  —  NOE  =  ^  —  a, 
MOM'  =  f ; 

der  erstere  liegt  einem  rechten  Winkel  gegenüber,  der 
letztere  dem  Winkel  t.  Nach  den  bekannten  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  ist  daher 

sin  <p  =  sin  Y  sin  (6  +  ^)i 
tg  (<j^  —  a)  =  cos  7  tg  (6  +  cd); 

und  da  der  Winkel  0  als  Function  von  t  bekannt  ist,  so  ist 
es  nach  diesen  Formeln  auch  jeder  der  Winkel  (p  und  ^, 

Wenn  die  gegebene  Ebene,  in  welcher  der  Winkel  ^ 
gezählt  wird,  die  Ekliptik  ist,  und  wenn  die  Gerade  OE,  von 
welcher  aus  dieser  Winkel  im  Sinne  der  Bewegung  der  Erde 
gezählt  wird,  diejenige  ist,  welche  von  der  Sonne  nach  dem 
Frühlingspunkte  geht,  so  nennt  man  die  Winkel  ^  und  ^  die 
Länge  und  Breite  des  betrachteten  Planeten.  Die  Gerade 
NON'  ist  die  Knotenlinie  seiner  Bahn;  wenn  derselbe 
beim  Durchgange  durch  die  Ekliptik  im  Punkte  N  in  die 
nördliche  Halbkugel  eintritt,  so  ist  dieser  Punkt  der  auf- 
steigende und  N'  der  absteigende  Knoten.  Je  nachdem 
sich  der  Planet  auf  dieser  oder  auf  der  südlichen  Halbkugel 
befindet,  ist  die  Breite  tp  positiv  oder  negativ,  und  der 
Winkel  MON,  oder  6  -f-  0),  grösser  oder  kleiner  als  180®. 
Der  Winkel  f  bewegt  sich  zwischen  den  Grenzen  —  90®  und 
90®,  und  der  Winkel  MON,  ebenso  wie  die  Länge  M'OE 
zwischen  0®  und  360®. 

Wenn  man  den  Punkt  0  in  den  Mittelpunkt  der  Erde 
verlegt  und  den  Äquator  als  Ebene  wählt,  in  welcher  der 
Winkel  ^  von  der  nach  dem  ersten  Punkte  des  Zeichens  des 
Widders  gehenden  Linie  OE  an  gezählt  wird,  so  sind  die 
Winkel   ^   und    f    die   Bectascension    und   Declination    des 
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Planeten.  Wendet  man  die  vorhergehenden  Formeln  auf  die 
scheinbare  Bewegung  der  Sonne  um  die  Erde  an,  so  wird 
a  =  0,  7  stellt  die  Neigung  der  Ekliptik  dar,  und  man  hat 
für  6  +  cö  die  Länge  der  Sonne  zu  setzen ;  bezeichnet  man 
diese  mit  X,  so  erhält  man 

sin  f  =  sin  y  sin  X, 
tg  (j^  ==  cos  T  tg  X, 

und  hieraus  folgt: 

o;«  ^  sin  7  tg  4> 

sm  f  =    . 

V  cos*  T  +  tg*  «I* 

Die  grösste  nördliche  und  die  grösste  südliche  Declination 
entspricht  den  Winkeln  X  =  90®  resp.  X  =  270®  und  ist 
+  7  resp.  —  7.  Dieser  Winkel  7  ist  auch  derjenige,  welchen 
die  Erdaxe  mit  der  Normalen  der  Ebene  der  Ekliptik  bildet ; 
derselbe  ist  einer  kleinen  Schwankung  unterworfen,  welche 
man  die  Nutation  nennt,  deren  Periode  etwa  18  Jahre  be- 
trägt, und  deren  grösster  Werth  nur  9", 4  ist.  Der  mittlere 
Werth  dieses  Winkels  am  Anfang  des  Jahres  1800  war 

7  =  23*  27'  55" ; 

derselbe  vermindert  sich  alljährlich  um  0", 45692. 

§  224.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  keine  Rücksicht 
auf  die  Kraft  genommen,  welche  auf  jeden  Planeten  wirkt; 
wir  haben  die  Bewegungen  derselben  aus  den  durch  die 
Beobachtung  gegebenen  Daten  bestimmt,  ohne  dabei  die 
Principien  der  Dynamik  zu  Hülfe  zu  nehmen.  Jetzt  handelt 
es  sich  darum,  die  Gesetze  jener  Kraft  aufzufinden,  die  sich 
aus  der  Bewegung  herleiten  lassen,  wie  wir  schon  oben 
(§  217)  gesagt  haben. 

Aus  dem  ersten  Kepler'schen  Gesetze  folgt,  dass  die 
Kraft,  welche  jeden  Planeten  in  seiner  Bahn  erhält,  beständig 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  ist.  Obgleich 
wir  dies  mit  Hülfe  der  Bewegungsgleichungen  des  §  155  als 
eine  nothwendige  F. Ige  der  Proportionalität  der  Flächen  und 
Zeiten  erkannt  haben,  dürfte  es  nicht  überflüssig  sein,  dieses 
Resultat  hier  synthetisch  abzuleiten. 
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Sei  M^M  (Fig.  54)  das  Bahnelement,  welches  der  bewegte 
Körper  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  t  beschreibt. 
Im  Punkte  M  angekommen,  würde  derselbe,  wenn  keine 
Kraft  auf  ihn  wirkte,  in  dem  nächsten  Zeittheilchen  t  eine 
Strecke  Mm  auf  der  Verlängerung  MT  von  MjM  zurücklegen, 
welche  gleich  M^M  ist;  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  aber, 
welche  auf  ihn  wirkt,  bewegt  er  sich  in  diesem  zweiten  Zeit- 
elemente nach  einem  anderen  Punkte  M'.  Sei  MK  die  Rich- 
tung dieser  Kraft  im  Punkte  M;  man  darf  annehmen,  dass 
dieselbe  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  t  sich  parallel 
bleibt,  und  es  muss  alsdann  die  Linie  mM'  nach  §  148  mit 
MK  parallel  sein.  Ist  nun  C  das  feste  Centrum,  um  welches 
der  Radius  vector  CM  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen 
beschreibt,  so  müssen  die  Dreiecke  M^CM  und  MCM',  welche 
die  in  zwei  gleichen  Zeitelementen  beschriebenen  Flächen 
darstellen,  inhaltsgleich  sein;  die  Dreiecke  M^CM  und  MCm 
sind  es  aber  auch,  weil  sie  gleiche  Grundlinien  und  Höhen 
haben;  die  Dreiecke  MCm  und  MCM'  sind  daher  auch  ein- 
ander gleich,  und  da  sie  die  gemeinschaftliche  Basis  MC 
haben,  so  muss  die  Gerade  mM',  welche  ihre  Spitzen  ver- 
bindet, dieser  Basis  parallel  sein.  Folglich  muss  die  Gerade 
MK,  welche  auch  parallel  mM'  war  und  die  Richtung  der 
Kraft  in  M  darstellte,  mit  MC  zusammenfallen.  Es  ist  mit- 
hin für  jeden  Punkt  M  der  Bahn  die  Richtung  der  Kraft 
diejenige  des  Radius  vector  MC,  was  wir  zeigen  wollten. 

Weiss  man  umgekehrt  von  vornherein,  dass  die  Kraft, 
welche  auf  den  bewegten  Punkt  wirkt,  in  jedem  beliebigen 
Punkte  M  der  Bahn  die  Richtung  des  Radius  vector  MC  hat, 
so  muss  die  Linie  mM'  diesem  Radius  parallel  sein;  die 
beiden  Dreiecke  M'CM  und  MCm  sind  gleich  und  folglich 
auch  die  Dreiecke  M'CM  und  M^CM.  Wenn  aber  die  von 
dem  Radius  vector  um  den  Punkt  C  in  ?wei  auf  einander 
folgenden  gleichen  Zeitelementen  beschriebenen  Flächen- 
elemente gleich  sind,  und  dies  für  die  ganze  Bahn  gilt,  so 
müssen  auch  die  in  gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flächen 
von  endlicher  Ausdehnung  einander  gleich  und  für  beliebige 
Zeiten  diesen  Zeiten  proportional  sein. 
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§  225.  Sei,  wie  im  §  218,  M  die  Lage  des  Planeten 
zur  Zeit  t  (Fig.  52).  Behalten  wir  alle  Bezeichnungen  jenes 
Paragraphen  bei,  so  dass  r  und  0  der  Radius  vector  OM  und 
der  Winkel  MOB  sind ;  bezeichnen  wir  ausserdem  mit  x  und 
y  die  beiden  rechtwinkligen  Coordinaten  OP  und  PM  in 
Beziehung  auf  zwei  Axen  Ox  und  Oy,  von  denen  die  erstere 
durch  das  Perihel  geht:  dann  ist 

X  =  r  cos  6, 
y  =  r  sin  6, 

X«  +  y«  =  r«. 

Sei  ferner  R  die  ihrer  Grösse  nach  unbekannte  beschleuni- 
gende Kraft,  welche  auf  den  Planeten  wirkt.  Dieselbe  hat, 
wie  wir  soeben  gesehen  haben,  die  Richtung  des  Radius 
vector  und  wirkt,  da  die  Bahn  ihre  concave  Seite  der  Sonne 
zukehrt,  von  M  nach  0;  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sie 
mit    den   Verlängerungen    von  x  und   y    bildet,    sind    daher 

X  y 

und  —  —  ^  mithin  sind  die  Bewegungsgleichungen  diese: 

r  r 

d^x  X 

dt'  r 

dt'  -  ~  ^  ?• 

Bezeichnen  wir  wiederum  mit  v  die  Geschwindigkeit  im 
Punkte  M,  so  ist 

3_dx^       dy^ 
"^   ~  dt«  "*"  dt«' 

und  man  erhält  durch  Diiferentiation 

Multiplicirt  man  daher  die  Gleichungen  (1)  mit  dx  resp.  dy, 
addirt  dieselben  und  beachtet,  dass 

xdx  4-  ydy  =  rdr 
ist,  so  erhält  man 
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1  d(v«)  =  -  Rdr. 


2 

Für  eine  elliptische  Bewegung  ist  aber  nach.  §  222 

r        a 


wenn  man 


setzt;  es  ist  daher 


47:^a"  


R  ==       n» 

r' 


woraus  hervorgeht,  dass  die  Kraft,  welche  auf  jeden  Planeten 
wirkt,  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  'vom  Mittelpunkte  der 
Sonne  umgekehrt  proportional  ist. 

Die  Grösse  dieser  Kraft  in  der  Einheit  der  Entfernung 
ist  {*.;  sei  {*.'  die  entsprechende  Constante  für  einen  anderen 
Planeten,  für  welchen  die  grosse  Axo  der  Bahn  und  die  Um- 
laufszeit a'  und  T'  sind,  so  ist 

Nun  ist  aber  nach  dem  zweiten  Kepler' sehen  Gesetze 

T« .  T'2  =  a« :  a«, 
und  daraus  folgt 

a' a'^ 

also 

Es  ist  mithin  in  der  Einheit  der  Entfernung  und  allgemein 
bei  gleichen  Entfernungen  von  der  Sonne  die  beschleunigende 
Kraft  R  für  alle  Planeten  dieselbe. 

Hieraus  folgt,  dass  die  bewegende  Kraft  für  jeden  Pla- 
neten von  der  besonderen  Natur  desselben  unabhängig  und 
seiner  Masse  proportional  ist,  ebenso  wie  das  Gewicht  der 
Körper  an  der  Erdoberfläche.     Die  bewegende  Kraft  ändert 
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sich  von  einem  Planeten  zu  einem  anderen  nach  demselben 
Gesetze,  welches  auch  beim  Uebergange  ein  und  desselben 
Planeten  aus  einer  Lage  in  eine  andere  gilt ;  und  wenn  zwei 
Planeten  in  gleicher  Entfernung  von  der  Sonne  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit sich  selbst  überlassen  würden,  so  würde  die 
Bewegung  beider  nach  diesem  Gestirne  hin  die  nämliche  sein, 
und  beide  würden  es  in  derselben  Zeit  erreichen. 

So  lehren  uns  die  drei  Kepler'schen  Gesetze  die  Kraft, 
welche  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  hält,  vollständig  kennen : 
das  Gesetz  der  Proportionalität  der  Fläche.i  und  Zeiten 
lehrt  uns,  dass  diese  Kraft  beständig  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Sonne  gerichtet  ist;  dasjenige  der  elliptischen  Bewegung, 
oder  der  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit,  welcher  sich  aus 
diesem  und  dem  vorhergehenden  Gesetze  ergibt,  zeigt  uns, 
dass  die  Grösse  der  Kraft  für  ein  und  denselben  Planeten 
dem  Quadrate  seiner  Entfernung  von  der  Sonne  umgekehrt 
proportional  ist;  aus  dem  Gesetze  der  Proportionalität 
der  Quadrate  der  Umlaufszeiten  und  der  Guben  der  grossen 
Axen  endlich  folgt,  dass  für  gleiche  Abstände  vom  Sonnen- 
centrum  die  Grösse  der  bewegenden  Kraft  der  Masse  eines 
jeden  Planeten  proportional  und  von  seiner  besonderen  Natur 
unabhängig  ist. 

§  22(>.  Newton  hat  die  Kepler'schen  Gesetze  auf  die 
Bewegung  der  Kometen  um  die  Sonne  und  auf  die  der 
Satelliten  um  ihre  Planeten  ausgedehnt  und  die  Consequenzen 
gezogen,  welche  sich  daraus  in  Beziehung  auf  die  Kräfte, 
denen  diese  Himmelsköi'per  unterworfen  sind,  ergeben. 

Bei  der  Bestimmung  der  Bewegung  der  Kometen  macht 
sich  ein  Unterschied  von  dem  entsprechenden  Probleme  für 
die  Planeten  zunächst  insofern  geltend,  als  die  ersteren  nicht 
immer  sichtbar  sind,  wegen  der  Entfernung  ihrer  Aphelien; 
dieser  Umstand  macht  die  Bestimmung  ihrer  Bahnen  sehr 
schwierig.  Dessenungeachtet  kennt  man  jetzt  von  drei  Kometen 
die  Bahnen  und  die  Umlaufszeiten  fast  ebenso  genau  wie  für 
die  Planeten.  Für  die  anderen  Kometen  berechnet  man  die 
Bewegung  näherungsweise,  indem  man  den  kleinen  Theil  der 
Bahn,    auf   welchem  jeder  Komet   sichtbar   ist,    als  Parabel 
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betrachtet,  deren  Brennpunkt  der  Mittelpunkt  der  Sonne  ist, 
und  die  Flächen,  die  vom  Radius  vector  um  diesen  Punkt 
beschrieben  werden,  für  jeden  Kometen  den  dazu  gebrauchten 
Zeiten  proportional  setzt.  Dieser  Fall  ist  in  den  vorher- 
gehenden Formeln  für  die  elliptische  Bewegung  enthalten, 
wenn  man  darin 

a  =  00, 

a  (1  —  e)  =  b 

setzt,  wo  b  die  Entfernung  des  Perihels  OB  bedeutet,  welche 
eine  endliche  Orösse  ist. 

Die  Massen  der  Kometen  sind  sehr  klein  im  Vergleich 
mit  denen  der  Planeten  und  scheinen  von  ganz  anderer  Natur 
zu  sein.  Nach  dem  dritten  Kepler'schen  Gesetze  sind  die 
bewegenden  Kräfte  für  zwei  Kometen  oder  für  einen  Kometen 
und  einen  Planeten,  wenn  man  sich  diese  Himmelskörper  in 
gleichem  Abstände  von  der  Sonne  denkt,  ihren  Massen  pro- 
portional, und  die  darauf  wirkenden  beschleunigenden  Kräfte 
*  sind  einander  gleich.  Dasselbe  gilt  hinsichtlich  mehrerer 
Satelliten  ein  und  desselben  Planeten,  aber  nicht  auch  für 
die  Satelliten  zweier  verschiedener  Planeten  oder  für  einen 
Satelliten  und  einen  Planeten ;  denn  dass  Gesetz,  nach  welchem 
die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  den  Guben  der  grossen  Axen 
der  Bahnen  gleich  sind,  gilt  nur  für  solche  Körper,  welche 
sich  um  dasselbe  Centrum  bewegen.  Wir  werden  später  die 
Beziehung  kennen  lernen  zwischen  den  Kräften,  welche  auf 
zwei  verschiedenen  Planeten  angehörige  Satelliten  wirken, 
sowie  zwischen  den  Kräften,  welche  auf  einen  Planeten  und 
einen  Satelliten  wirken. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  in  neuerer  Zeit  die  Ge- 
setze der  elliptischen  Bewegung  auf  die  Doppelsterne  aus- 
gedehnt hat,  bei  denen  man  eine  Umdrehung  um  einander 
wahrgenommen  hatte,  und  dass  ihre  gegenseitige  Lage,  nach 
diesen  Gesetzen  berechnet,  mit  der  beobachteten  so  gut 
übereinstinmit,  wie  man  nur  hoffen  durfte. 

§  227«  Untersuchen  wir  jetzt  die  Veränderungen, 
welche   der   Widerstand  eines  sehr  dünnen,   die  Sonne   um- 
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gebenden  Aethers  in  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten 
hervorbringen  würde.  Die  UnvoUkommenheit  der  Kugel- 
gestalt und  die  Keibung  des  Fluidums  gegen  die  Oberfläche 
des  Planeten  könnten  seinen  Schwerpunkt  aus  der  Ebene 
seiner  Bahn  herausdrängen:  wir  sehen  jedoch  von  diesen 
beiden  Momenten  ab  und  wollen  nur  die  Bewegungsgleich- 
ungen für  diesen  Punkt  aufstellen  unter  Berücksichtigung 
der  Centralkraft  und  einer  Tangentialkraft,  welche  von  dem 
Widerstände  des  Mittels  herrührt. 

Wir  wollen,  wie  bei  der  Bewegung  der  Geschosse  in 
der  Luft,  diesen  Widerstand  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit, der  Dichtigkeit  des  Mittels  und  der  Oberfläche  des 
Planeten  proportional  setzen;  die  beschleunigende  Kraft, 
welche  daraus  hervorgeht,  ist  dann  ausserdem  der  Masse  des 
sich  bewegenden  Planeten  umgekehrt  proportional.  Be- 
zeichnen wir  dieselbe  mit 

ds' 
P  dt^' 

wo  ds  das  Element  der  Bahn  und  p  einen  sehr  kleinen 
Coefficiecten  bedeutet,  welcher  für  einen  bestimmten  Planeten 
der  Dichtigkeit  des  Mittels  proportional  ist;  beachten  wir, 
dass  diese  Kraft  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers 
entgegen  wirkt,  und  bezeichnen  wir  wieder  die  nach  der 
Sonne  gerichtete  Centralkraft  für  die  Einheit  der  Entfernung 

mit  (1,  also  für  eine  Entfernung  r  mit   \.i  so  erhalten  wir 


«.   »^  w..»A»^t<  TT IX  an 
r^ 


Stelle  der  Gleichungen  (1)  diese: 

d*x    ,    [ix ds  dx 

dt^  "^  7»"  —  ~  '^  dt  dt ' 
d^  |iy  ^  _  ds  dy 
d^ai-  p  f^  dt  dt* 

Für  Polarcoordinaten  ergeben  sich  daraus  ohne  Schwierig- 
keit die  Gleichungen 

d  (dr'  +  r'  de»)  n  \  _       2p  (dr*  +  r»  dÖ«) 

— dti  -  -^  «"<*  [-^)  -  --  dt*  **^'  (3) 

d  (r«  de)  =  —  pr»  de  ds. 
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§  228.     Setzt   man    die   rechten    Seiten    gleich    0,    so 
gehen  die  Gleichungen  (2)  über  in 


dt^  "^  r»  "~  ^' 


w 


dt«  '  -» 

und  die  Gleichungen  (8)  in 

d  (dr«  +  r'  dÖ^) 


2 


dt«  -  M  (i)  =  0,  ^^^ 

d  (r«  dö)  =  0. 


Eine  Lösung  der  Gleichungen  (5)  haben  wir  in  den  Gleich- 
ungen (a),  (b),  (c)  des  §  220;  es  sind  dies  jedoch  nicht  die 
vollständigen  Integrale,  weil  sie  nur  zwei  willkürliche  Con- 
stanten a  und  e  enthalten.  Beachtet  man  aber,  dass  die 
Gleichungen  (5)  die  Variabelen  6  und  t  nicht  explicite  ent- 
halten, sondern  nur  ihre  Differentiale  d6  und  dt,  so  sieht 
man,  dass  die  Gleichungen  des  angeführten  Paragraphen 
unseren  Gleichungen  (5)  auch  noch  genügen,  wenn  man  den 
Variabelen  t  und  6  noch  irgend  welche  Constanten  hinzu- 
fügt. Daher  werden  die  vollständigen  Integrale  der  Gleich- 
ungen (5)  und  mithin  auch  der  Gleichungen  (4)  durch  folgen- 
des System  von  Gleichungen  ausgedrückt: 

r  =  a  (1  —  e  cos  u), 

nt  +  e  —  0)  =  u  —  e  sin  u, 

(a) 


t«|-(e--)  =  j/[^tglu. 


wo  a,  e,  6  und  o)  die  vier  willkürlichen  Constanten  sind,  und 
die  Constante  n  mit  a  durch  die  Gleichung 


a®n*  =  (t, 


welche     sich     durch   Elimination     von   T     aus     den     beiden 
Gleichungen 
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47r»a8 
-T2-  =  ^ 

ergibt,  verbunden  ist. 

Der  NuUwerth  der  Variabelen  u  entspricht  stets  dem 
kleinsten  Werthe  von  r  oder  dem  Periliel  B  (Fig.  52).  Für 
u  =  0  ist  6  =  cö,  so  dass  jetzt  6  den  Winkel  MOE  be- 
zeichnet, von  einer  Linie  OE  an  gerechnet,  welche  mit  OB 
einen  Winkel  BOE  =  w  bildet.  Die  Entwickelung  von  6  in 
eine  Reihe  hat  die  Form 

e  =  nt  +  £  +  Öj, 

wenn  wir  mit  6j  den  periodischen  Theil,  nach  den  Sinus  der 
wachsenden  Vielfachen  von  nt  +  e  —  w  geordnet,  bezeichnen. 
Dieser  Winkel  6  ist  die  wahre  Länge  des  Planeten  in  der 
Ebene  seiner  Bahn  zur  Zeit  t;  nt  +  s  stellt  seine  mittlere 
Länge  in  demselben  Augenblicke  dar,  s  seine  mittlere  Länge 
in  dem  Zeitpunkte,  von  welchen  an  man  die  Zeit  t  zählt, 
und  (0  die  Länge  seines  Perihels. 

§  229«  Kennt  man  nun  die  vollständigen  Integrale 
eines  Systems  von  Differentialgleichungen  (4),  so  kann  man 
daraus  die  Integrale  der  Gleichungen  (2),  welche  sich  von 
den  ersteren  nur  durch  sehr  kleine  Glieder  unterscheiden, 
herleiten  nach  einer  Methode,  deren  man  sich  in  der  Mechanik 
des  Himmels  sehr  vortheilhaft  bedient  hat,  und  welche  ich 
hier  auseinandersetzen  will. 

Die  Werthe  von  x  und  y,  welche  den  Gleichungen  (4) 
Genüge  leisten,  sind  von  der  Form 

X  =  f  (t,  a,  e,  s,  ü>), 
y  =  F  (t,  a,  e,  e,  w), 

wo  f  und  F  gegebene  Functionen  sind.  Damit  diese  Werthe 
auch  den  Gleichungen  (2)  Genüge  leisten,  betrachten  wir  a, 
e,  6,  a>  als  neue  Variabelen,  welche  näher  zu  bestimmen 
sind.  Da  wir  aber  vier  Unbekannte  und  nur  zwei  Bestim- 
mungsgleichungen  (2)   haben,    so  dürfen   wir  jene   zwei   be- 

Pfaonstiel,  Poiaioii'it  Lehrbuch  der  Mechanik.  24 
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liebigen  Oleicfaungen  unterwerfen,  und  wir  setzen  daher 

—  da  +  ^  de  +  ^  de  +  — -  dco  =  0, 
8a  8e  Se         '8« 

8F  8F  8F  8F  '^  ' 

oder,  mit  anderen  Worten,  wir  setzen  die  Theile  von  dx  und 
dy,  welche  von  den  Variationen  von  a,  e,  e,  co  herrühren, 
gleich    0.     Dadurch    werden    die   vollständigen  Werthe    von 

-TT  und  -^  einfach 
dt  dt 


dz 

8f 

dt 

8t 

dy 

8F 

dt 

8t 

Durch  nochmalige  Differentiation  erhalten  wir 

d»x  ^  8*f        8»f  da  8*f  de  ^  ds        8^  d« 

dt*  ~  8t*  "'"  8t8a  dt  "*"  8t8e  dt  "'"  8t8s  dt  "*"  8t8a>  dt' 

^  =  *_^  4-  ?»*I''  da  8^  de  ,    8^  de       8«F  d« 

dt*  ~  8t*  "*"  8t8a  dt  "'"  8t8e  dt  "^  8t8s  dt  "^  8t8«i  dt' 

Es  genttgen  nun  nach  der  Voraussetzung  die  obigen  Werthe 
von  X  und  y  den  Gleichungen  (4),  wenn  man  darin  a,  e,  e, 
<o  als  willkürliche  Gonstanten  ansieht;  es  ist  daher 

8t*  ^  r*         ' 

8t*  ^  r»       "• 

und  folglich  erhält  man,  wenn  man  die  vollständigen  Werthe 

d*x  d*y  . 

von  -TTj  und    ,  ,-  in  die  Gleichungen  (2)  einsetzt: 


(c) 


ö*f    ,      ,     8*f    ,     ,     8«f  ^     ,     8V  ^  ds  dx  ,^ 

da  +  ^Z^  dö  +  ^.c..  de  +  -— dco  =  —  p  -  —  dt, 


8t8a         '    8t8e         '    8t8e         '    8t8a)  *^  dt  dt 

fc*F   ,      .    8'F  ,      .    8*F   ,     ,    8T  ^  dsdy  ,^ 

^rrr-  da  +  ZT  —  de  +  _ . ,    de  +  --—  d»  =  —  p  —  -^  dt ; 
otSa  8toe  (^t8e         '    8tcö)  dt  dt 

und  diese  Gleichungen  (b)  und  (c)   dienen   dazu,  die  Grössen 
a,  e,  e,  co  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen. 
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§  330«  Diese  Substitution  von  vier  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  an  Stelle  der  beiden  Gleichungen  (2), 
welche  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  würde  im  allgemeinen 
keinen  Vortheil  bieten.  Aber  die  Werthe  von  da,  de,  ds, 
dco,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  ergeben, 
haben  den  Widerstandscoefficienten  p,  eine  sehr  kleine  Grösse, 
als  Factor;  die  veränderlichen  Theile  von  a,  e,  s,  a>  sind 
daher  auch  sehr  klein;  und  wenn  man  das  Quadrat  von*  p 
vernachlässigt,  kann  man  die  Grössen  a,  e,  e  und  o)  in  den 
Ausdrücken  für  da,  de,  de  und  do>  als  constant  ansehen. 
Dadurch  reducirt  sich  die  Berechnung  der  veränderlichen 
Theile  von  a,  e,  s  und  co  auf  Quadraturen.  Durch  die 
Methode  der  successiven  Annäherung  gelangt  man  alsdann 
zu  Werthen  für  diese  Grössen,  welche  nach  Potenzen  von  p 
geordnet  und  so  genau  sind  wie  man  wünscht;  wir  werden 
uns  mit  der  ersten  Potenz  von  p  begnügen. 

Die  Gleichungen  (a)  liefern  nach  Substitution  der  ver- 
änderlichen Werthe  von  a,  e,  e  und  w,  wie  im  Falle  der 
elliptischen  Bewegung,  die  Werthe  von  r  und  6  als  Functionen 
der  Zeit.  Die  Bahn  wird  immer  noch  eine  Ellipse  sein,  deren 
Elemente  sich  jedoch  beständig  ändern.  Wenn  man  für  jeden 
Augenblick  die  Ellipse  construirt,  welche  den  für  diesen 
Augenblick  geltenden  Elementen  entspricht,  so  sind  die 
Coordinaten  x  und  y  und  ihre  Differentiale  dx  und  dy  ver- 
möge der  Gleichungen  (b)  dieser  Ellipse  und  der  Bahn  ge- 
meinschaftlich, und  die  letztere  ist  mithin  die  Umhüllungs- 
curve  jener  Ellipsen.  Aus  demselben  Grunde  haben  die 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  und  ihre  Oomponenten 
bei  der  elliptischen  und  bei  der  durch  den  Widerstand  des 
Mittels  modificirten  Bewegung  dieselben  Werthe  und  werden 
durch  die  Gleichungen  (d)  des  §  222  dargestellt. 

§  331«     Beachtet  man,  dass 

nt=/ndt  +  /tdn 

ist,  und  denkt  man  sich  das  Integral  Jtdn  in  der  Unbe- 
kannten 6  enthalten,  so  dürfen  wir  für  die  zweite  der  Gleich- 
ungen (a)  schreiben: 

24* 
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J  ndt  +  s  —  (ö  =  u  —  e  sin  u,  (d) 

dann  müssen  wir  gleichzeitig,  wenn  wir  in  den  Oleichungen 
für  die  elliptische  Bewegung  die  Gonstanten  a,  e,  e  und  tt> 
in  ihre  veränderlichen  Werthe  verwandeln,  darin  nt  durch 
das  Integral  J*  ndt  ersetzen,  welches  wir  mit  t  =  0  beginnen 
lassen.  Die  darin  enthaltene  Grösse  n  hängt  mit  a  durch 
die  Gleichung  des  §  228 

a*n^  =  (1 
zusammen  und  ist  daher 


n  = 


a^a 

Das  Integral  /ndt  drückt  die  durch  den  Widerstand  des 
Mittels  modificirte  mittlere  Bewegung  (§  219)  des  Planeten 
aus,  und  es  ist  nun  ndt  das  Differential  der  mittleren  Be- 
wegung sowohl  für  den  leeren  als  für  den  mit  einem  Aether 
erfüllten  Raum. 

Für  das  Perihel  ist  der  Winkel  6  —  a>  gleich  0  oder 
einem  Vielfachen  von  860^;  zufolge  der  ersten  der  Gleich- 
ungen (a)  gilt  dasselbe  hinsichtlich  des  Winkels  u;  es  muss 
sich  daher  während  des  Zeitintervalles,  welches  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Durchgängen  des  Planeten  durch 
sein  Perihel  liegt,  die  Grösse  J  ndt  -\-  s  —  co  um  360^  ver- 
mehren; daraus  ergibt  sich  die  Grösse  jenes  Zeitintervalles, 
sobald  man  n,  s  und  oo  als  Functionen  der  Zeit  kennt.  *Die 
Umlaufszeit,  oder  der  Zeitraum  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Durchgängen  des  Planeten  durch  ein  und  denselben 
festen  Punkt,  ist  diejenige,  welche  einem  gleichen  Zuwachse 
seiner  wahren  Länge  0  entspricht. 

§  232.  Wir  dürfen  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  durch 
andere  gleichwerthige  ersetzen,  aus  denen  sich  die  Werthe 
von  da,  de,  de  und  dco  leichter  ableiten  lassen. 

Beachten  wir  zu  diesem  Zwecke,  dass  eine  Gleichung 

f  (nt,  r,  6,  a,  e,  s,  w)  =  0, 
welche  für  die  elliptische  Bewegung  gilt,   auch  noch  für  die 
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durch  ein  widerstehendes  Mittel  beeinflusste  Bewegung  statt- 
findet, wenn  man  darin  a,  e,  e  und  (o  als  Veränderliche  be- 
trachtet, welche  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  unterworfen 
sind,  und  /ndt  an  Stelle  von  nt  setzt.  Das  Differential  der 
Function  f  ist  daher  gleich  0,  sowohl  im  ersteren  Falle,  wo 
man  nach  nt,  r  und  0,  als  auch  im  zweiten,  wo  man  nach 
Jndt,  r,  6,  a,  e,  e,  a>  partiell  zu  differenziren  hat.  Da  nun 
r  und  6  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  sind  ihre  Diffe- 
rentiale gemäss  den  Gleichungen  (b)  in  beiden  Fällen  die- 
selben. Lassen  wir  daher  in  dem  vollständigen  Differentiale 
von  7  den  Theil 


^) « + s  * + s  «• 


welcher  für  sich  gleich  0  ist,  weg,  so  erhalten  wir 

Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (2)   des  §   218   6  —  o) 
an  Stelle  von  6,  so  ergibt  sich  daraus 

r  +  rö  cos  (6  —  ö))  =  a  (1  —  e*) ; 

Differenzirt  man  in  der  soeben  angegebenen  Weise,  so  kommt 

r  cos  6  d  (e  cos  (o)  +  r  sin  6  d  (e  sin  (o)  =  d  [a  (1  —  e')].  (e) 

Durch    Differentiation    der    ersten    Gleichung    (a)    und    der 
Gleichung  (d)  erhält  man 

(1  —  e  cos  u)  da  —  a  cos  u  de  +  a©  sin  u  du  =  0, 
de  —  dö)  +  sin  u  de  —  (1  -—  e  cos  u)  du  =  0, 

wenn  man  u  als  Function  von  a,  e,   e,   (o  ansieht.     Eliminirt 
man  du  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

(1  —  e  cos  u)'  da  +  a  (e  —  cos  u)  de  +  ae  sin  u  (de  —  d<o)  =  0. 

Setzen  wir  nun  in  den  Gleichungen 
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cos  u  = 


1  +  tg' " 

2tg| 
sin  u  = — 

i  +  tg^l 

für  tg  ^  seinen  Werth  aus  der  dritten  Gleichung  (a),  so  wird 

e  +  cos  (6  —  ü>) 
cos  u  = 


sin  u  = 


1  +  e  cos  (6  —  (ö) 

y  1  —  e*  sin  (6  —  o)). 
1  +  e  cos  (6  —  ö)) 


und   durch   Substitution  dieser  Werthe  geht  die  zuletzt  er- 
haltene Differentialgleichung  über  in 

ff) 
(1  —  e^)  da  .g.         .  ,      ,    ae  sin  (6  —  w)  ^ ,  ,   .        V 

—-7^^ 4 r  —  a  cos  (6  —  ö))  de  H -=A (de  —  dw)  =  0. 

1  +  e  cos  (6  ~  0))  ^  ^        ^        |/J  _  e«  ^ 

Was  wir  in  Beziehung  auf  die  Function  <p  =  0  gesagt 
haben,  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  die  Function  f  die  ersten 
Differentiale  von  r  und  6  enthält.  So  hat  man  bei  der 
elliptischen  Bewegung 

dr^^  r^de^  __  ?]f:  _  _  1^ 
dt^"  r   ~       a' 


rMö  =v  |i'a(l  —  e^jdt, 

wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  rM6  in  §  220  y^  an 
Stelle  von  a'n  setzt;  da  aber  die  Differentiale  dr  und  dO, 
ebenso  wie  r  und  6  selbst,  sich  nicht  ändern,  wenn  a,  e,  e 
und  (0  variabel  werden,  so  folgt  daraus,  dass  diese  beiden 
Gleichungen  auch  unter  der  letzteren  Bedingung  bestehen 
bleiben.  Durch  Yergleichung  der  vollständigen  Differentiale 
mit  den  Gleichungen  (3)  des  §  228  erhält  man  daher 

d  |/  a  (1  —  e*)  =  —  p  /a  (1  —  e*)  da. 
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Aus  den  vier  Gleichungen  (e),  (f)  und  (g)  lassen  sich 
nun  die  Werthe  von  da,  de,  de  und  d<o  leicht  herleiten. 
Setzt  man  darin,  um  sie  als  Functionen  von  0  allein  auszu- 
drücken, für  r  seinen  Werth 


a  (1  -  e«) 
1  +  e  cos  (6  —  co) 


so  findet  man 


da  =  —     ^?%  [1  +  2e  cos  (6  —  lo)  +  e»]  ds, 
1  -^  e 

de   =  —  2p  [e  +  cos  (6  —  lo)]  ds, 

edco  ==  —  2p  sin  (0  —  co)  ds,  '^  ' 

,  ,   2pe  sin  (6  —  co)  [1/  1  —  e^  —  e*  —  e  cos  (6  —  lo)]  , 

[1  +  e  cos  (6  ~.  (0)]  (i  +  |/ 1  —  e*) 

Der  Werth  von  ds,  welchen  man  in  diese  Gleichungen  einzu- 
setzen hat,  ist 

ds=1/  r«  +  ^.de 


=  ^A.   .    dr* 


oder,  wenn  man  darin  r  ebenfalls  durch  6  ausdrückt: 


_  a  (1  —  e*)  |/  e  +  2e  cos  (6  —  0))  +  e^  ,^ 
"^^  ~  ~  [1  +  e  cos  (6  -  a>)]«~ 

Bei  der  Integration  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
(h)  hat  man  die  Grössen  a,  e,  s  und  ü>,  wie  oben  gesagt 
worden  ist,  als  constant  anzusehen ;  und  wenn  der  Coefficient 
p  als  Function  von  r,  also  auch  von  6,  gegeben  ist,  so  erhält 
man  daraus  durch  Quadraturen  oder  Reihenentwickelung  die 
veränderlichen  Werthe  von  a,  e,  e  und  o),  welche  in  die 
Gleichungen  der  elliptischen  Bewegung  einzusetzen  sind. 

§  233.  Wenn  die  Excentricität  e  ein  sehr  kleiner 
Bruch  ist,  und  wenn  man  die  Gleichungen  (h)  auf  ihre 
grössten  Glieder  reducirt,  so  gehen  dieselben  über  in 

da   =  —  2p  aM6, 
de   =  —  2pa  cos  (6  —  a>)  d6, 
edtt)  =  —  2pa  sin  (6  —  lo)  d6, 
ds    =  2pae  sin  (6  —  <o)  dO, 
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worin  man  den  Coefffcienten  p  als  constant  ansehen  darf. 
Integrirt  man  und  bezeichnet  die  variabelen  Theile  von  a,  e, 
0)  und  s  mit  Sa,  Se,  Sa>  und  de,  so  erhält  man: 

«a  =  —  2pa*e, 
8e  =  —  2pa  sin  (6  —  w), 
eSo)  =  2pa  cos  (6  —  w). 
0£  =  —  2pae  cos  (6  —  w). 

Bezeichnet  man  mit  Sn  den  entsprechenden  Theil  von 
n  =       ;— >  setzt  also 


a  V  a 


.                3  I  [1    . 
on  = ^— ^—  öa, 

2a2  I  a 


so  findet  man  dafür 

5n  =  3pan6. 

Man  sieht  also,  dass  der  Einiluss  eines  sehr  dünnen 
Mittels  auf  die  Bewegung  eines  wenig  excentrischen  Planeten 
sich  dahin  geltend  machen  müsste,  dass 

1.  die  grosse  Axe  der  Bahn  beständig  abnimmt, 

2.  die  Winkelgeschwindigkeit  n  sich  vergrössert, 

3.  die  Grössen  e,  (o  und  e  einer  periodischen  Schwan- 
kung unterworfen  sind,  deren  Periode  gleich  der 
Umlaufszeit  des  Planeten  ist. 

Ferner  würde  nicht  nur  die  Winkelgeschwindigkeit,  sondern 
auch  die  absolute  Geschwindigkeit  desselben  allmählich 
wachsen ;  denn  diese  ist  ungefähr  gleich  a.n ;  ihr  Zuwachs  ist 
daher  gleich  a§n  -|-  nSa,  und  dies  ist  eine  positive  Grösse 
vom  Werthe  pa^nö. 

Bei  gänzlicher  Vernachlässigung  der  Excentricität  wird 

r  =  a 
und 

6=/ndt  +  s; 

bezeichnet   man    daher    die  Aenderung    der  Länge    und    des 
Kadius  vector,  welche  von  dem  Widerstände  des  Mittels  her- 


Ableitung  der  Bewegung  aus  einer  gegebenen  Centralkraft.      377 

rührt,  mit  86  und  Sr,  so  wird  mit  demselben  Grade  der 
Annäherung 

56  =  I  pa6^ 
8t  =  —  2pa*6. 

Wegen  dieser  beständigen  Abnahme  des  Radius  vector,  welche 
für  jeden  Umlauf  den  Werth  47rpa'  erreicht,  müsste  der 
Planet  nothwendig  endlich  an  der  Oberfläche  der  Sonne 
anlangen. 

Wenn  nun  in  dem  Weltenraume  ein  Äther  existirt, 
welcher  die  Bewegung  der  Gestirne  beeinflusst,  so  muss  sein 
Einfluss  auf  die  Bewegung  der  Kometen  wegen  der  Kleinheit 
der  Masse  dieser  Himmelskörper  in  erster  Linie  bemerkbar 
werden,  weil  der  Factor  p,  caeteris  paribus,  der  Masse  des 
bewegten  Körpers  umgekehrt  proportional  ist.  In  der  That 
hat  man  bei  der  Bewegung  der  Planeten  und  Satelliten  bisher 
keine  Spur  von  einem  Widerstände  des  Äthers  entdecken 
können,  während  nach  Enke's  Berechnungen  dieser  Wider- 
stand auf  die  Bewegung  des  vor  Kurzem  entdeckten  Kometen, 
dessen  Umlaufszeit  gegen  1200  Tage  beträgt,  einen  wahr- 
nehmbaren Einfluss  auszuüben  scheint. 


III. 

Bewegrung:  eines  materiellen  Punktes  unter  dem  Einflüsse 

einer  centralen  Kraft. 

§  234.  Das  Problem,  zu  welchem  wir  uns  nun  wenden, 
ist  die  Umkehrung  desjenigen  des  vorhergehenden  Ab- 
schnittes. Dort  betrachteten  wir  die  Bahn  und  das  Gesetz  der 
Bewegung  als  durch  die  Beobachtung  gegeben,  und  es 
handelte  sich  darum,  die  Kraft,  durch  welche  diese  Bewegung 
hervorgebracht  wird,  der  Grösse  und  Richtung  nach  zu  be- 
stimmen; jetzt  nehmen  wir  an,  dass  eine  gegen  ein  festes 
Centrum  gerichtete  continuirliche  Kraft  auf  den  bewegten 
Körper  wirkt,  welche  als  Function  der  Entfernung  desselben 
von  diesem  Punkte  gegeben  ist,  und  stellen  uns  die  Aufgabe, 
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die  Bahn  des  Körpers  und  die  Gesetze  seiner  Bewegung 
zu  finden. 

Die  fragliche  Bahn  DMB  (Fig.  55)  muss  in  der  Ebene 
liegen,  welche  durch  das  feste  Centrum  C  und  die  Richtung 
DA  der  Anfangsgeschwindigkeit  geht.  Wir  ziehen  in  dieser 
Ebene  vom  Punkte  C  aus  zwei  senkrechte  Axen  Cx  und  Cy, 
von  denen  die  erstere  durch  den  Ausgangspunkt  D  des  be- 
wegten Körpers  geht,  und  welche  als  Coordinatenaxen  dienen 
sollen.  Nach  Verlauf  der  Zeit  t,  welche  vom  Beginne  der 
Bewegung  gezählt  werden  soll,  befinde  sich  der  Körper  im 
Punkte  M;  x  und  y  seien  seine  Coordinaten  CP  und  PM, 
r  sein  Radius  vector  GM  und  R  die  beschleunigende  Kraft«  .die 
von  M  nach  C  gerichtet  und  als  Function  von  r  gegeben 
sein  soll;  die  Bewegungsgleichungen  sind  dann 

d*x  _       X 

'*'  ~  ~  ^  (1) 

dt^  ~        r  ^• 

Wäre  die  Kraft  R  von  C  nach  M  gerichtet,  so  hätte  man  in 
diesen  Gleichungen  nur  die  Vorzeichen  der  rechten  Seiten  in 
die  entgegengesetzten  zu  verwandeln. 

Hieraus  ergeben  sich  sofort  zwei  erste  Integrale 

xdy  —  ydx  =  cdt, 

WO  c  und  b  die  willkürlichen  Constanten  sind.  Bezeichnet 
man  den  Winkel  MCx  mit  6,  so  dass 

X  =  r  cos  6, 
y  =  r  sin  6 

ist,  so  gehen  diese  Integrale  über  in 

r*d6  =  cdt, 

dr»  +  rM6^  ^.^,     ,    ,  (2) 

—  -Jtä =  -2/Rdr  +  b, 

Gleichungen,  aus  denen  sich  die  Wetihe  von  dt  und  dO 
unter  der  Form 
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dt  =  f(r)dr, 
de  =  F(r)dr 

ergeben,  die  man  nun  nur  noch  zu  integriren  hat. 

Eliminirt  man  dt  aus  den  Gleichungen  (2)  so  erhält  man 


c» 


di 
r 

HS 


+  ''  +  2/Rdr  =  b 


(3) 


als  Differentialgleichung  der  Bahn.  Bezeichnet  man  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  im  Punkte  M  mit  v,  so  ist 

v»  =  b  — 2/Rdr;  (4) 

und  wenn  man  den  Winkel,  welchen  ihre  Richtung  mit  der 
Geraden  MC  bildet,  mit  8  bezeichnet,  so  sind  ihre  Compo- 
nenten  in  Richtung  von  MC  und  der  darauf  senkrechten 
Geraden  MH: 

dr 

V  cos  0  =  —  3r» 

at 

.   .       de 

V  sm  ö  =  r  -TT" 

dt 

Die  beiden  Constanten  b  und  c  sowie  diejenigen,  welche 
bei  der  Integration  der  Werthe  von  dt  und  dö  auftreten,  be- 
stimmen sich  aus  der  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindig- 
keit des  bewegten  Punktes.  Um  sie  zu  finden,  bezeichnen 
wir  mit  t  die  ursprüngliche  Entfernung  CD,  mit  a  den 
Winkel  CDA,  welcher  spitz  oder  stumpf  sein  kann,  und  mit 
h    die   der   Anfangsgeschwindigkeit    entsprechende  Fallhöhe; 

es  ist  dann  diese  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  /2gh,  wenn 
man  die  Schwerkraft  mit  g  bezeichnet.  Setzen  wir  nun  fest, 
dass  das  Integral  j  Rdr,  welches  in  den  obigen  Formeln  vor- 
kommt, für  r  =  T  verschwinden  soll,  so  ist  zunächst  gemäss 
der  Gleichung  (4) 

b  =  2gh. 
Vermöge  der  Gleichung  rMö  =  cdt  wird 

V  sin  0  =  - 
r 
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und  mithin 

c  =  Y  \/  2gh  sin  a. 

Die  beiden  anderen  willkürlichen  Constanten  sind  so  zu  be- 
stimmen, dass  6  =  0  und  r  =  7  wird  für  t  =  0,  und  hiermit 
ist  das  Problem  vollständig  gelöst. 

§  235.  Wenn  die  Kraft  R  der  Entfemung  r  propor- 
tional ist,  so  sind  die  Variabelen  x  und  y  in  den  Gleichungen 
(l)  getrennt,  und  man  hat  nicht  nöthig,  Polarcoordinaten  und 
die  Gleichungen  (2)  zu  Hülfe  zu  nehmen. 

Sei  k  der  Werth  von  K,  welcher  der  Entfernung  r  =  7 
entspricht  und 

R  =  ^ 

der  allgemeine  Ausdruck  dieser  Kraft.  Die  Gleichungen  (1) 
gehen  dann  über  in 

d^x kx 

dt«  ~  "~  v 

dV  _       ky 
dt«  ~"         T  ' 

und  die  vollständigen  Integrale  dieser  DifFerientialgleich- 
ungen  sind 


X  =  A  cos 


y  =  B  cos 


(t  ^f )  +  A-  .i„  (t  |/i). 


wo  A,  A'/  B  und  B'  die  vier  willkürlichen  Constanten  sind. 
Um  dieselben  zu  bestimmen,  hat  man  gemäss  unseren  oben 
gemachten  Voraussetzungen  für  t  =  0 

y  =  o, 

^  =  —  /2gh  cos  a, 


^  =  |/2gh8ina 


Die  Kraft  B  ist  der  Entfemong  r  proportional.  381 

ZU  setzen,  woraus  sich  ergibt 

B  =0, 


v- 


—  V  2gh  cos  a, 


'■  V\ = 


B'l/  -=/28h8ina; 


daher  wird 


-r[o^(./|)-/feo.,™.(t|/i)]. 

Diese  Formeln  lehren,  dass  die  Umdrehungen  des  beweg- 
lichen Punktes  um  den  Punkt  C  isochron  sind,  und  dass  ihre 

gemeinsame  Dauer  gleich  2i:  i  /   ,    ist.     Es  folgt  daraus 


Y  sm  a  sm 


7  sin  a  cos  1 1 1  /   -  j  =  x  sin  a  +  y  cos  a 

und  hieraus 

^,  y^  +  (x  sin  a  -|-  y  cos  a)*  =  7*  sin*  a 

als  Gleichung  der  Bahn ;  diese  ist,  wie  man  sieht,  eine  Ellipse 
mit  dem  Centrum  C.  Damit  dieselbe  in  einen  Kreis  übergehe, 
muss  a  =  90®  und  k^  =  2gh  werden.  In  diesem  Falle  wird 
die  Bewegung  eine  gleichförmige ;  denn  nach  den  Gleichungen 
für  X  und  y  wird  alsdann 


382  Dynamik.    I. 


dx  -r     . 

^  =  -  Mk  8.n 


'»('/D 


und  hieraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit  v 

V  =  y^k; 


V« 


die  Centralkraft  R  und   die  Centrifugalkraft  --  werden  con- 

stant  und  beide  gleich  k. 

Wenn  die  Kraft  K  eine  abstossende  ist,  so  hat  man  in 
den  obigen  Formeln  nur  —  k  an  Stelle  von  k  zu  setzen. 
Die  Bahn  wird  alsdann  eine  Hyperbel  und  die  Bewegung  hört 
auf,  eine  Umdrehungsbewegung  zu  sein. 

§  236.  Wir  wollen  jetzt  die  Hypothese  verfolgen,  dass 
die  Kraft  R  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  umgekehrt 
proportional  sei;  wir  setzen 

kT» 


R  = 


r» 


wo  k  wieder  den  Werth  der  Kraft  für  den  Punkt  D  bedeutet. 
In  diesem  Falle  ist 

2/Rdr  =  kT(l-J^). 
weil  das  Integral  für  r  =  y  verschwinden  muss.     Setzt  man 


T 

Zt 

r 

.  1 

d 

r 

dz 

7 

de 

de 

und   berücksichtigt  die   Werthe    von   b   und   c,    so  geht   die 
Gleichung  (3)  über  in 

de^       V  2gh  sin^  a/  sin^  a       2gh  sin*  a 


R  ist  der  dritten  Potenz  von  r  umgekehrt  proportional.         3g3 

Der  Coefficient  von  z*  kann  positiv  oder  negativ  sein.    Setzen 
wir  daher 


so  kommt 

1              ^^              +  n^ 
2gh  sin*  a                ' 

dz* 

-jp  +  n*z*  —  cotg*  a  +  n 

und  mithin 

nde           ._._    "^"       _  . 

|/  cotg*  a  +  n*  +  n*z^ 
Gelten  die  oberen  Zeichen,  so  folgt  daraus 

-.  .  nz  .  n 

nö  =  arc  sin —  arc  sm 


/cotg*  a  +  n*  \/  cotg*  a  +  k' 

gelten  die  unteren: 


nö  =  log  »z  +  /cotg^  «  ~  n*  +  n*z* 

n  -|-  cotg  a 

wenn  man  wieder  fQr  6  =  0  r  =  y  und  z  =  1  setzt. 
Aus  dem  ersten  Werthe  von  nö  folgt 

nz  =  cotg  a  sin  nö  -f-  n  cos  nÖ. 

Das  Maximum   von   z  oder  das  Minimum   von   r  entspricht 
dem  Weiiihe  von  ö,  welcher  sich  aus  der  Gleichung 

dz  =  0, 
oder 

tg  nö  =  -  cotg  a 
n 

ergibt,  und  für  welchen  man  erhält: 


=  r=')/l  +  ^.^«*8*"- 


z  =  — 


Jenseits  dieses  Werthes  von  Ö  entfernt  sich  der  bewegte 
Punkt  über  alle  Grenzen  vom  Punkte  C,  und  sein  Radius 
vector  r  wird  unendlich  für  den  kleinsten  Werth  von  Ö, 
welcher  sich  aus  der  Gleichung 
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Z  =  0 
oder 

tg  nO  =  —  n  tg  a 

ergibt,    den  jedoch   6   erst  nach   einer  unendlichen   Zeit  er- 
reicht.     Ersetzen   wir  in   der  ersten   der  Gleichungen   (2)    r 

durch  seinen  Werth  — >  so  ergibt  sich  daraus  ohne  Schwie- 

z 

rigkeit  t  als  Function  von  0. 

Falls  der  logarithmische  Werth  von  n6   gilt,    so   erhält 

man   beim  Uebergange   zu   den  Numeris,    wenn  man  wieder 

mit  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet. 


nz  +  V^  cotg^  a  —  n*  -f-  ^^^z*  =  (n  +  cotg  a)  e    , 
woraus  folgt 

z  =  -  =  —  (n  +  cotg  a)  e     +  ^^  (n  —  cotg  a)  e       ; 

hieraus   wird   ersichtlich,    dass  alsdann   r   über  alle  Grenzen 
abnimmt,    so  dass  der  bewegte  Körper  eine  Spirale  um   den 
Punkt  C  beschreibt  und  diesen  Punkt  nach  einer  unendlichen 
Anzahl  von  Umläufen  erreicht. 
Setzen  wir  zur  Vereinfachung 

so  erhalten  wir 

e     +  e 

als  Gleichung  dieser  Spirale.     Die  erste   der  Gleichungen  (2) 
geht  über  in 


/2gh  dt  =  -J-^  "^-^ 


r  -» 


(e     +e      )* 
und  hieraus  findet  man  durch  Integration 

nt  V^  =  '^^~^y 

e     +  ö 
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§  337*  Als  letztes  Beispiel  verfolgen  wir  die  Annahme, 
welche  den  Bewegungen  in  der  Natur  entspricht:  dass  die 
Kraft  R  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  propor- 
tional sei.     In  diesem  Falle  ist 

IX  =  —«rt 


/Rdr=kT(l  -fj 


WO  k  die  Intensität  dieser  Kraft  im  Punkte  D  bedeutet,   für 
welchen  das  Integral  gleich  0  vorausgesetzt  wird. 
Setzt  man 

1 

2k7  —  b  =  ß, 
so  geht  die  Gleichung  (3)  der  Bahn  über  in 

c«  ^Jl  =  2kT'p  -  cy  -  ß, 

woraus  folgt: 

cdp 


de  = 


/^r-.-(f-c.) 


Durch    Integration    ergibt   sich,    wenn    wir   die    willkürliche 
Constante  mit  o)  bezeichnen, 

kT^  —  c*p 
0  =  tt)  +  arc  cos  ^^z=-—z^^.-r 

oder 


k7*r  =  c^  —  r  |/k*T*  —  c"^^  cos  (6  —  w),  (a) 

wenn  man  noch  a>  4"  ^  an  Stelle  von  a>  setzt,  damit  «  der 
Werth  von  6  werde,  welcher  dem  kleinsten  Werthe  von  r 
entspricht,  d.  h.  dem  Punkte  der  Bahn,  in  welchem  der  sich 
bewegende  Körper  dem  Punkte  C  am  nächsten  ist. 

Um  die  Gleichung  dieser  Curve  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  herzuleiten,  setzen  wir 

Pfannstiel,  Poimon*8  Lehrbuch  der  Mechanik.  25 
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x'  =  r  C08  (6  —  ö)), 
y'  =  r  sin  (6  —  o)) ; 

es  sind  dann  x'  und  y'  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  in  Beziehung  auf  zwei  Axen  Cx'  und  Cy',  von  denen 
die  erstere  mit  Cx  einen  Winkel  w  bildet.     Ferner  ist 

und  wenn  man  die  beiden  Seiten  der  Bahngleichung  (a) 
quadrirt,  so  erhält  man 


kYy'2  _|.  ßcV*  =  c^  —  2c*x'  VkY  -  c% 

Hierin  erkennen  wir  aber  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes, 
und  zwar  einer  Ellipse,  einer  Parabel  oder  einer  Hyperbel, 
je  nachdem  die  Constante  ß  positiv,  Null  oder  negativ  ist. 
Man  sieht  auch,  dass  in  jedem  Falle  der  Punkt  C  ein  Brenn- 
punkt dieser  Curve  ist;  denn  gemäss  der  Gleichung  (a)  ist 
der  Radius  vector  r  eine  lineare  Function  der  Abscisse  x', 
und  dies  ist  bei  den  drei  Kegelschnitten  nur  dann  der  Fall, 
wenn  der  Coordinatenanfangspunkt  ein  Brennpunkt  ist. 
Da  b  =  2gh  ist,  so  ist 

ß  =  2kT-2gh; 

demnach  hängt  das  Vorzeichen  von  ß  und  damit  die  Natur 
des  Kegelschnittes,  welchen  der  bewegte  Punkt  beschreibt, 
nur  von  der  ursprünglichen  Entfernung  desselben  vom  an- 
ziehenden Centrum  und  von  seiner  Anfangsgeschwindigkeit 
ab;    so    dass    verschiedene    materielle    Punkte,    welche   von 

demselben  Punkte  D  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  aus- 
gehen, Kegelschnitte  derselben  Art  beschreiben,  welches  auch 

ihre    ursprünglichen    Richtungen    sein    mögen.      Wenn    zum 

Beispiel    k  =  g   ist,    so    wird    die    beschriebene   Curve    eine 

Ellipse,    eine  Parabel   oder  eine  Hyperbel   sein,   je  nachdem 

die     der     Anfangsgeschwindigkeit     entsprechende     Fallhöhe 

h  ^  CD  ist. 

§  238.  Wenn  die  Bahn  eine  Ellipse  ist,  so  zeigt  die 
Gleichung  (a),  dass  der  grösste,  resp.  kleinste  Werth  von  r 
dem  Winkel  6  =  o)  -|-  ^,  resp.  6  =  cd  entspricht;  bezeichnen 
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wir  diese  extremen  Werthe  mit  a  (1  +  e)  und  a  (1  -  e), 
so  dass  a  die  halbe  grosse  Axe  und  e  die  Excentricität  be- 
deutet, so  erhalten  wir 

(kT^  —  /kY  — "c^ß)  a  (1  +  e)  =  c*, 
(kT^  +  t/kV  —  cV)  a  (1  —  e)  =  c« 
oder  in  anderer  Form: 


ßa  (1  -f  e)  =  kf  +  V  k*T*  —  c^3, 
ßa  (1  —  e)  =  k7^  -  /k  V  -  c*ß. 

Addiren  wir  diese  Gleichungen,  so  kommt 

ßa  =  kT^ 

und  multipliciren  wir  dieselben  miteinander,  so  ergibt  sich 

ßa»  (1  —  e«)  =  c\ 
Setzen  wir  hierin  für  ß  und  c  ihre  Werthe 

ß  =  2  (kT  -  gh), 
c  =  Y  1/  2gh  sin  a, 

so  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

2  (kT  -  gh)  a  =  kT^ 


Tk  V^l  —  e*  =  2  |/  gh  (k7  —  gh)  sin  a, 


(b) 


woraus  die  halbe  grosse  Axe  und  die  Excentricität  sich  be- 
rechnen lassen.  Den  Winkel  (o  erhält  man,  wenn  man  in 
der  Gleichung  (a)  gleichzeitig  6  =  0  und  r  =  "(  setzt.  Somit 
sind  die  Dimensionen  der  Ellipse  und  die  Lage  ihrer  grossen 
Axe  durch  die  Anfangislage,  Anfangsgeschwindigkeit  und  An- 
fangsrichtung des  beweglichen  Körpers  vollständig  bestimmt. 
Seine  Bewegung  in  dieser  Bahn  ergibt  sich  aus  den  Gleich- 
ungen (a),  (b)  und  (c)  des  §  220. 

Das  Quadrat   der   Geschwindigkeit   in    einem    beliebigen 
Zeitpunkte  ist  nach  Gleichung  (4)  §  234 

v«  =  2gh  -  2kT  +  — 

r 

oder 

25* 
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V« 


=  .(|-i>  (0, 

wenn  man  die  aus  Oleichung  (b)  sich  ergebende  grosse  Halb- 
axe  a  einführt  und  k7*  =  p.  setzt,  so  dass  ji  —  wie  im 
§  225  —  die  Intensität  der  Gentralkraft  in  der  Einheit  der 
Entfernung  bedeutet. 

§  239«  Wir  wollen  auch  die  parabolische  Bewegung 
untersuchen,  welche  näherungsweise  diejenige  der  Kometen 
ist  während  der  Zeit  ihres  Sichtbarseins. 

Da  in  diesem  Falle  ß  =  0,  also  k^  =  gh  ist,  so  liefern 
die  Gleichungen  (b)  a  =  oo  und  e  =  1,  Werthe,  die  wirklich 
für  die  Parabel  gelten.  Die  Gleichung  (c)  des  vorigen  Para- 
graphen reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 


r 

Bezeichnen  wir  mit  u  die  Geschwindigkeit  fUr  eine  Kreisbahn 
vom  Radius  r,  so  würde  dieselbe  Gleichung  liefern: 

U^  =  —  t 

r 

mithin  verhält  sich  bei  gleichem  Abstände  von  der  Sonne  die 
Geschwindigkeit  eines  Kometen  zu  derjenigen  eines  Planeten, 

dessen  Bahn  ein  Kreis  wäre,  wie  (/ 2   zu  1. 

Allgemein  erhält  man   aus   den   Gleichungen  (b),    wenn 
man  die  zweite  quadrirt  und  darauf  mit  der  ersten  multiplicirt: 

k^a  (1  —  e)  (1  +  e)  =  2gh  t  sin*  a. 

Bezeichnet   man    daher   mit   p    den    kleinsten    Abstand    des 
Kometen  von  der  Sonne,  so  dass 

p  =  a  (1  —  e) 

ist,  und  setzt  k^  =  gh  und  e  =  1,  so  erhält  man 

p  =  7  sin*  a; 

diese  Gleichung  liefert  uns  mithin  die  Periheldistanz  sobald 
die  Anfangslage  und  -richtung  des  Kometen  bekannt  sind, 
was  vorausgesetzt  wird. 
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Setzen    wir  in  der  Gleichung  (a)   ß  =  0,   ky  =  gh   und 
c*  =  2ghif*  sin*  a,  so  geht  dieselbe  über  in 

r  =  2y  sin'  a  —  r  cos  (6  —  a>), 
woraus  sich 

^  2p 

^       1  +  cos  (6  -  ü))  ^^^ 

als  Gleichung  der  Bahn  ergibt;  setzt  man  hierin  6  =  0  und 
r  =  7,  80  erhält  man 

T  (1  +  cos  (o)  =  2p, 
cos  —  =  sm  a ; 

hieraus  bestimmt  sich  der  Winkel  co,  welchen  der  Radius 
vector  des  Perihels  mit  demjenigen  bildet,  welcher  nach  dem 
Ausgangspunkte  der  beobachteten  Bewegung  gezogen  wird. 
Substituiren  wir  die  Werthe  von  c  und  r  in  die  erste 
Gleichung  (2)  des  §  234  und  setzen  zur  Abkürzung 

T  /gh  sin  g  _ 
~p'  —  °' 


so  geht  dieselbe  über  in 

4de 


T^  =  n  V  2dt. 


[1  +  cos  (6  -  cojj» 
Beachtet  man,  dass 

1  +  cos  (6  —  0))  =  2  cos«  I  (6  —  ft>) 

ist,  und  setzt 

e  —  0)  =  2(|>, 
de  =  2d(p, 

so  verwandelt  sich  die  obige  Differentialgleichung  in 

d4'     ndt 

cos*  <|>  ""  y  2  ' 

integrirt  man  und  bezeichnet  die  willkürliche  Constante  mit 
6,  so  kommt 
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Um  die  Constante  passend  zu  bestimmen,  hat  man  gleichzeitig 

t  =  0,       6  =  0,       l-  =  -  I 

CO 

zu  setzen ;  es  ergibt  sich,  da  cos  —  =  sin  a  ist : 

6  =  (3  +  cotg*  a)  cotg  OL. 

Bezeichnen  wir  mit  t'  die  Zeit,  welche  vom  Anfang  der 
Bewegung  bis  zum  Durchgang  des  Kometen  durch  das  Perihel 
vergangen  ist,  so  ist  für  t  =  t' 

6  =  CO   und  f|^  =  0 
und  folglich 

und  wenn  wir  nun  die  vom  Augenblicke  dieses  Durchganges 
gerechnete  Zeit  mit  t  bezeichnen,  so  dass 

t  =  t'  +  t 
ist,  so  erhalten  wir: 

[3  +  tg«  i  (6  -  o,)]  tg  I  (8  -  o.)  =  ?^.  (e) 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  dritten  Grades  erhält  man 

daher  tg  -^  (6  —  <o)  als  Function  von  t  und  damit  r   und  6 

für    einen    beliebigen   Zeitpunkt;    die  Zeit   t   ist    nach   dem 
Durchgange  durch  das  Perihel  positiv,  vor  demselben  negativ. 
Da 

gh7_=  k7*  =  P-,_ 
y  7  sin  a  ^  |,/  p 

ist,  80  lässt  sich  der  Werth  von  n  auch  in  der  Form  schreiben : 

n  =  -^; 
PVP 
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es  ist  daher,  gemäss  der  Gleichung 

a*n^  =  |i 

des  §  228,  diese  Grössen  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 
eines  Planeten,  dessen  Bahn  p  als  halbe  grosse  Axe  hat; 
nennt  man  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  i 
und  die  halbe  grosse  Axe  ihrer  Bahn  I,  so  dass 

i  =  Ä 

ist,  so  ergibt  sich  für  n  der  Werth 

il/T 


n  = 


§  240«  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  man  —  wenn 
man  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines  Kometen  als  ein 
Problem  der  Dynamik  auifasst  und  annimmt,  dass  seine  An- 
fangslage, -richtung  und  -geschwindigkeit  gegeben  seien  — 
aus  diesen  Daten  die  Entfernung  p  des  Scheitels  der 
Parabel  von  ihrem  Brennpunkte,  den  Zeitpunkt  des  Durch- 
gangs des  Kometen  durch  diesen  Scheitel,  oder  den  Werth 
von  t',  und  die  Lage  der  Axe  seiner  Bahn,  welche  von  dem 
Winkel  co  abhängt,  ableiten  kann.  Die  Gleichungen  (c),  (d) 
und  (e)  liefern  alsdann  die  Geschwindigkeit  des  Kometen  und 
seinen  Ort  auf  seiner  Bahn  für  jeden  beliebigen  Augenblick; 
und  da  die  Ebene  seiner  Bahn  diejenige  ist,  welche  sich  durch 
den  Mittelpunkt  der  Sonne  und  die  Richtung  seiner  Anfangs- 
geschwindigkeit legen  lässt,  so  ist  hiermit  seine  Bewegung 
vollständig  bestimmt. 

In  der  Astronomie  ist  jedoch  das  Problem  ein  anderes. 
Wenn  ein  Komet  entdeckt  wird,  so  liefert  die  Beobachtung 
nicht  unmittelbar  die  Ebene  seiner  Bahn,  seine  Entfernung  von 
der  Sonne,  und  seine  Geschwindigkeit  und  Richtung  für  den 
Augenblick  seines  Erscheinens,  so  dass,  wenn  man  seine  Lage 
in  diesem  Augenblicke  als  seinen  Ausgangspunkt  betrachtet, 
die  Constanten  7,  k  und  a  noch  nicht  gegeben  sind,  wie  bei 
dem  dynamischen  Probleme.    Es  ist  in  diesem  Falle  vielmehr 
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nöthig,  aus  Beobachtungen  die  Werthe  von  fünf  Stücken 
abzuleiten,  nämlich: 

1.  und  2.,  die  Neigung  seiner  Bahn  und  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  der  Ekliptik,  wodurch 
die  Ebene  seiner  Bahn  bestimmt  ist; 

3.  und  4.,  die  Länge  des  Perihels  und  seine  Entfernung 
von  der  Sonne,  woraus  sich  die  Lage  der  Bahn  in  ihrer 
Ebene  ergibt,  und  endlich 

5.,  die  Zeit  des  Durchgangs  des  Kometen  durch  sein 
Perihel.  Wenn  diese  fünf  Unbekannten  ermittelt  sind,  so 
stellen  die  Gleichungen  (c),  (d)  und  (e)  wie  vorher  die  Be- 
wegung des  Kometen  in  seiner  Ebene  dar.  Nun  liefert  jede 
Beobachtung  des  Kometen  seine  Rectascension  und  Dekli- 
nation; drei  Beobachtungen  ergeben  daher  sechs  Daten  und 
mithin  sechs  Gleichungen,  welche  mehr  als  hinreichend  sind 
zur  Bestimmung  der  fünf  Unbekannten ;  daher  darf  man  zwei 
dieser  Gleichungen  durch  eine  Combination,  welche  geeignet 
ist,  den  Einfluss  der  Beobachtungsfehler  zu  verringern,  zu 
einer  einzigen  vereinigen.  Da  sich  somit  Näherungswerthe 
der  fünf  aufgezählten  Elemente  aus  drei  beim  Erscheinen  des 
Kometen  angestellten  Beobachtungen  herleiten  lassen,  so 
dienen  die  nachfolgenden  Beobachtungen  dazu,  die  zuerst 
gefundenen  Werthe  zu  corrigiren  und  die  Formeln  (d)  und 
(e)  zu  verificiren. 

Hier  können  wir  dieses  astronomische  Problem,  von 
welchem  verschiedene  Lösungen  existiren,  nur  andeuten. 


Cap.  yii. 

Von  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Körper  im  Weltall. 

§  241.  Die  materiellen  Punkte  aller  Körper  ziehen 
sich  gegenseitig  proportional  ihren  Massen  und  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  ihrer  Entfernungen  an. 

Dieses  grosse  Naturgesetz,  welches  Newton  entdeckt  hat, 
ist  eine  nothwendige  Folgerung  aus  Beobachtung  und  Rech- 
nung. In  der  „Exposition  du  Systeme  du  Monde*  wird  ge- 
zeigt, wie  man,  von  der  Erfahrung  ausgehend,  ohne  irgend 
eine  Hypothese  durch  eine  Reihe  strenger  Vernunftschltisse 
zum  Princip  der  allgemeinen  Attraction  im  Weltall  gelangt. 
Die  Entwickelung  dieses  Princips  bildet  den  Gegenstand  der 
„Mechanik  des  Himmels.*  In  diesem  Capitel  werden  wir 
uns  darauf  beschränken,  die  hauptsächlichsten  Gonsequenzen 
daraus  zu  ziehen. 

§  242.  Die  Kraft,  welche  einen  Planeten  in  seiner 
Bahn  erhält,  ist  die  Resultante  der  Anziehungskräfte,  welche 
von  allen  Punkten  der  Sonne  auf  alle  Punkte  des  Planeten 
ausgeübt  werden.  Wenn  man  die  Kleinheit  der  Dimensionen 
der  Sonne  und  der  Planeten  im  Vergleich  mit  den  Entfer- 
nungen, durch  welche  diese  Himmelskörper  von  einander  ge- 
trennt sind,  berücksichtigt,  so  sieht  man  ein,  dass  diese 
Anziehungskräfte  für  ein  und  denselben  Planeten  mit  hin- 
länglicher Genauigkeit  als  parallel  und  gleich  betrachtet 
werden  dürfen.  Ihre  Resultante  ist  dann  gleich  ihrer  Summe, 
und  die  bewegende  Kraft,  welche  auf  irgend  einen  Planeten 
wirkt,  ist  demnach  dem  Producte  aus  seiner  Masse  und  der- 
jenigen der  Sonne  proportional.  Dies  trifft  um  so  genauer 
zu,  als  die  Körper,  um  welche  es  sich  handelt,  nahezu  Kugel- 
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gestalt  haben;  kommen  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  mit 
in  Betracht,  so  hat  man  als  solche  die  Abstände  ihrer 
Schwerpunkte  von  einander  zu  nehmen  (§  99). 

Um  nun  die  Grösse  dieser  Kraft  durch  Zahlen  auszu- 
drücken, wählen  wir  eine  gewisse  Ektfemung,  zum  Beispiel 
die  der  Erde  von  der  Sonne,  als  Längeneinheit,  irgend  eine 
bestimmte  Masse  und  Zeit  als  Massen-  resp.  Zeiteinheit  und 
endlich  als  Einheit  der  Kraft,  wie  im  §  118,  diejenige  be- 
schleunigende Kraft,  welche  in  der  Einheit  der  Zeit  eine  der 
Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt.  Denken 
wir  uns  nun  zwei  Kugeln  von  der  Masseneinheit,  deren 
Mittelpunkte  um  die  Längeneinheit  von  einander  entfernt 
sind,  so  sei  f  die  Anziehungskraft,  welche  die  eine  auf  die 
andere  ausübt,  d.  h.  die  Zahl,  welche  das  Verhältniss  dieser 
Kraft  zu  der  als  Einheit  gewählten  ausdrückt.  Seien  femer  M 
und  m  die  Masse  der  Sonne  und  diejenige  eines  Planeten: 
dann  ist  die  bewegende  Kraft,  welche  auf  den  Planeten 
wirkt,  in  der  Einheit  der  Entfernung  fMm  und  in  der  be- 
liebigen Entfernung  r 

fMm 
r» 

Die  Grösse  f  hängt  von  der  anziehenden  Kraft  ab,  welche 
der  Materie  innewohnt;  diese  Kraft  ist  bei  gleichen  Massen 
und  gleichen  Entfernungen  für  alle  Naturkörper  dieselbe; 
nichts  deutet  darauf  hin,  dass  sie  sich  mit  der  Zeit  geändert 
habe,  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  sie  beständig  dieselbe 
gewesen  ist  und  beständig  dieselbe  bleiben  wird. 

§  243«  Die  bewegende  Kraft,  welche  auf  die  Masse  M 
durch  die  Anziehung  der  Masse  m  ausgeübt  wird,  ist  eben- 
falls gleich  — s— »  so  dass  die  Rückwirkung  jedes  Planeten 

r 

auf  die  Sonne  gleich  und  entgegengesetzt  der  Wirkung  dieses 
Gestirns  auf  den  Planeten  ist.  Da  aber  die  bewegende  Kraft 
auf  zwei  verschiedene  Massen  M  und  m  wirkt,  so  wird  sie 
denselben  in  jedem  Augenblicke  unendlich  kleine  Geschwin- 
digkeiten ertheilen,  welche  diesen  Massen  umgekehrt  proper- 
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tional  sind;  mit  anderen  Worten:  die  beschleunigenden  Kräfte 

für    die  Sonne    und    den  Planeten    sind    resp.    -*    und   — «-. 

Hieraus  folgt,  dass  diese  beiden  Körper,  wenn  sie  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit ihrer  gegenseitigen  Anziehung  überlassen 
werden,  sich  auf  einander  zu  bewegen  und  dabei  in  derselben 
Zeit  Räume  zurücklegen,  welche  ihren  Massen  umgekehrt 
proportional  sind ;  sie  würden  sich  daher  in  dem  Schwerpunkte 
der  Massen  M  und  m  treffen,  da  dieser  den  ursprünglichen 
Abstand  der  beiden  Körper  in  zwei  Theile  theilt,  die  sich 
ebenfalls  umgekehrt  wie  die  beiden  Massen  verhalten. 

Ist  nun  ganz  allgemein  der  Planet  nach  irgend  einer 
Richtung  im  Räume  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  be- 
gabt, und  stellt  man  sich  die  Aufgabe,  seine  scheinbare  Be- 
wegung um  das  Sonnencentrum  zu  bestimmen,  während  man 
dieses  Centrum  als  einen  ruhenden  Punkt  betrachten  will,  so 
muss  man  sich  denken,  dass  der  Sonne  in  jedem  Augenblicke 
eine  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  ertheilt  werde,  welche 
der  von  der  Anziehung  des  Planeten  herrührenden  gleich, 
aber  entgegengesetzt  ist;  damit  aber  dadurch  nichts  an  der 
relativen  Bewegung  der  beiden  Körper  geändert  werde,  muss 
man  gleichzeitig  dieselbe  Geschwindigkeit  auch  dem  Planeten 
ertheilen ;  man  muss  also  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft  noch 
eine  beschleunigende  Kraft  hinzufügen,  welche  der  auf  die 
Sonne  wirkenden  gleich,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne 
wie  jene  gerichtet  ist;  es  ist  daher  bei  der  zu  untersuchen- 
den Bewegung  die  gesammte  auf  den  Planeten  m  wirkende 
beschleunigende  Kraft  fortwährend  nach  der  Sonne  M  ge- 
richtet und  ihrer  Grösse  nach  gleich  der  Summe 

fM       ftn. 
will  man  sie  daher,  wie  im  §  225,  durch 


^2 


darstellen,  so  muss  man 
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\i  =  f  (M  +  m) 

setzen. 

Diesen  Werth  hat  man  also  in  die  verschiedenen  Gleich- 
ungen der  elliptischen  Bewegung,  welche  wir  früher  gefunden 
haben,  einzusetzen;  alsdann  liefert  die  Gleichung 


47r*a* 


2       =  P-» 


ZU  der  wir  im  §  225  gelangten: 

T^  47r- 


a»        f  (M  +  m) 


(1) 


wo  T  wieder  die  Urolaufszeit  des  Planeten  und  a  die  halbe 
grosse  Axe  seiner  Bahn  ist. 

Der  Quotient  — g  hängt  also,  w^ie  man  sieht,   von  m   ab 

a 

und   ist  demnach   für  zwei  Planeten  mit  ungleichen  Massen 

verschieden;    man   darf  ihn   also   nicht  für  alle  Planeten  als 

eine  im   strengen  Sinne  constante  Grösse  ansehen.     Indessen 

zeigen  die  Beobachtungen,  welche  zu  dem  dritten  Kepl ersehen 

Gesetze  führen,   dass  diese  Grösse,   wenn  auch  nicht  genau, 

so    doch    nahezu    constant    ist,     woraus    man    den    Schluss 

zieht,    dass   die  Massen   der  Planeten  im  Vergleich  mit  der 

der  Sonne  sehr  klein   sein   müssen;    dadurch   würde  es  sich 

dann  erklären,  dass  die  Grösse  -„»   das  Verhältniss  des  Qua- 

drates  der  Umlaufszeit  zum  Cubus  der  mittleren  Entfernung, 
sich  von  einem  Planeten  zum  andern  sehr  wenig  ändert; 
und  wirklich  beträgt  z.  B.  die  Masse  des  Jupiter,  des  grössten 
aller  Planeten,  weniger  als  ein  Tausendstel  von  derjenigen 
•der  Sonne. 

§  244.  Aus  diesem  Grunde  kann  die  gegenseitige  An- 
ziehung der  Planeten  in  ihrer  elliptischen  Bewegung,  welche 
von  der  von  der  Sonne  ausgehenden  Kraft  bedingt  ist,  nur 
Störungen  (Perturbationen)  hervorbringen,  welche  sehr 
langsam  verlaufen  oder  sehr  unbedeutend  sind.  Bezeichnen 
wir  die  Massen  zweier  Planeten  mit  m    und   m^    so  ist  die 
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bewegende  Kraft,  welche  von  dem  einen  auf  den  andern 
ausgeübt  wird,  gleich 

fmmj 

wenn  wir  die  Entfernung  ihrer  Schwerpunkte  von  einander  p 
nennen;  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  m^  auf  m 
ausgeübt  wird,  ist  daher 

fnii. 

und  da  die  Entfernung  p  niemals  sehr  klein  wird  im  Ver- 
hältniss  zu  der  Entfernung  r  des  Planeten  m  von  der  Sonne, 
so  ergibt  sich  hieraus,  dass,  wenn  m^  ein  kleiner  Bruchtheil 
von  M  ist,  die  von  der  Anziehung  der  Sonne  hervorgebrachte 
Bewegung  des  Planeten  m  durch  die  Anziehung  des  Planeten 
m^  nur  sehr  wenig  modificirt  werden  kann. 

Die  Perturbationen  der  Planeten  lassen  sich  nach  der 
Methode  der  Variation  der  Constanten  berechnen,  welche  wir 
im  §  229  auseinander  gesetzt  haben.  Sie  sind  von  zweierlei 
Art.  Die  einen  bestehen  in  gewöhnlich  sehr  kleinen  Ungleich- 
mässigkeiten,  deren  Perioden  kleine  Vielfache  der  Umlaufs- 
zeiten des  gestörten  wie  des  störenden  Planeten  umfassen. 
Wenn  jedoch  ihre  mittleren  Bewegungen  commensurabel  sind, 
so  können  diese  Perioden  viel  länger  und  die  Ungleichmässig- 
keiten  viel  merklicher  werden.  So  hat  Laplace  für  Saturn 
und  Jupiter,  deren  mittlere  Bewegungen  sich  wie  2  zu  5 
verhalten,  eine  von  der  gegenseitigen  Attraction  herrührende 
Störung  gefunden,  deren  Periode  929  Jahre  ist,  und  deren 
Maximum  für  die  Länge  des  Saturn  ungefähr  48'  und  für 
die  des  Jupiter  etwa  20'  beträgt. 

Die  anderen  Peturbationen  der  Planeten  sind: 

1.  die  fortschreitenden  Bewegungen  der  Perihelien  und 
der  Knoten  ihrer  Bahnen,  welche  den  ganzen  Umfang  der 
Bahn  durchlaufen  in  grossen  bis  auf  tausend  Jahrhunderte 
sich  belaufenden  Zeiträumen; 

2.  die  säcularen  Aenderungen,  denen  die  Excentricitäten 
und  Neigungen  der  Bahnen  sowie   die  mittleren  Längen   der 
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Planeten  unterworfen  sind,  deren  Perioden  ähnliche  wie  die 
der  vorhergehenden,  und  deren  nicht  gerade  bedeutende 
Amplituden  noch  nicht  genau  bekannt  sind. 

Aber  während  diese  verschiedenen  Elemente  der  ellip- 
tischen Bewegung  vermöge  der  Attraction  der  Planeten  gleich- 
zeitig variiren,  ist  es  bemerkenswerth,  dass  diese  Kräfte  die 
grossen  Axen  der  Bahnen  und  die  mittl(Ten  Bewegungen  der 
Planeten  durchaus  ungeändert  lassen;  diese  bleiben  zu  allen 
Zeiten  dieselben,  ebenso  wie  die  Umlaufszeiten,  welche  mit 
den  grossen  Axen  durch  die  Gleichung  (1)  verbunden  sind. 
Dagegen  bringen  die  säcularen  Veränderungen  der  mittleren 
Längen  ähnliche  Aenderungen  in  den  Zeiträumen  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Conjunctionen  mit  ein  und  dem- 
selben festen  Punkte  hervor;  diese  sind  bei  der  Bewegung 
der  Planeten  unmerklich,  aber  nicht  bei  der  der  Satelliten 
und  besonders  bei  der  des  Mondes,  welche  aus  diesem  Grunde 
von  Jahrhundert  zu  Jahrhundert  schneller  wird. 

Da  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  der  Attraction 
eines  Planeten  m^  auf  einen  anderen  Planeten  m  herrührt, 
von  der  Masse  m  unabhängig  und  der  Masse  m^  proportional 
ist,  so  sieht  man  ein,  dass  die  Störungen,  welche  dieser 
Kraft  zuzuschreiben  sind  und  bei  der  Bewegung  von  m  um 
die  Sonne  beobachtet  werden,  benutzt  werden  können,  um 
das  Verhältniss  der  Masse  m^  zu  derjenigen  der  Sonne  zu 
berechnen.  So  hat  man  zum  Beispiel  aus  der  grossen 
Perturbation  des  Saturn,  welche  durch  die  Wirkung  des 
Jupiter  hervorgebracht  wird,  die  Masse  des  letzteren  Planeten 

gleich      -—  von  derjenigen  der  Sonne  gefunden.    Wir  werden 

sogleich  eine  andere  Methode  angeben,  um  die  Masse  der 
Planeten  zu  berechnen,  wenn  dieselben  von  einem  oder 
mehreren  Satelliten  begleitet  sind. 

Die  Kometen  üben  wegen  der  Kleinheit  ihrer  Massen 
keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Planeten  aus;  dagegen 
werden  sie  in  ihrer  Bewegung  durch  die  Attraction  der 
Planeten  gestört,  und  man  kann  nach  der  im  §  229  ange- 
gebenen Methode  ihre  Perturbationen  berechnen,  welche  unter 
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Umständen  einen  beträchtlichen  Einfluss  auf  die  Zeit  des 
Wiedererscheinens  eines  Kometen  ausüben  können,  d.  h.  auf 
die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Durch- 
gängen durch  sein  Perihel  liegt. 

§  245.  Seien  m'  und  m  die  Massen  eines  Satelliten 
und  seines  Planeten  und  r'  die  Entfernung  ihrer  Schwer- 
punkte von  einander;  die  bewegende  Kraft,  welche  auf  den 
Satelliten  wirkt  und  nach  dem  Mittelpunkte  des  Planeten 
gerichtet  ist,  ist  alsdann 

fmm' 
r  * 

wo  der  Factor  f  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorher.  Bei 
der   scheinbaren  Bewegung   des  Satelliten    um   den  Planeten 

ist  die  beschleunigende  Kraft  -Vj»   wenn  wir 

f  (m  +  n™')  ==  !^ 

setzen. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  des 
Satelliten  mit  a',  seine  Umlaufszeit  mit  T'  und  wenden  die 
Gleichung  (1)  auf  seine  Bewegung  an,  so  erhalten  wir 

a»  ■"  f  ("m  -i-mj' 

dividiren  wir,  um  f  zu  eliminiren,  die  Gleichung  (1)  durch 
diese  letztere,  so  kommt: 

T*  a »  ^  m  -t-mj 

r^  ä»  "~  M  +  m' 

Nun    sind,    mit  Ausnahme    unsres  Mondes,    die    Massen    der 

Satelliten  sehr  klein  im  Vergleich  mit  denen  ihrer  Planeten: 

die  Masse  eines  Jupiter-Trabanten  ist  zum  Beispiel  noch  nicht 

ein  Zehntausendstel  von   derjenigen   des  Jupiter;    man   darf 

daher  in  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung  m   an  Stelle   von 

m  +  m'  setzen;   und  da  a,  a',  T,  T'  durch  die  Beobachtung 

gegeben  sind,  so  lässt  sich  vermittelst  derselben  das  Ver- 
bal tniss    von    m    zu    M    bestimmen.      Auf   diese  Weise    hat 
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Newton   die  Masse  des  Jupiter  gleich  derjenigen    der 

Sonne  gefunden,    ein  Werth,    welcher  sich  von  dem  Bruche 
y    zu  dem  man  später  auf  einem  anderen  Wege  gelangt 
ist,  sehr  wenig  unterscheidet. 

§  246«  Die  gegenseitige  Attraclion  der  Trabanten  ein 
und  desselben  Planeten  und  die  ungleiche  Wirkung  der  Sonne 
auf  jeden  Satelliten  und  seinen  Planeten  bringen  in  der  ellip- 
tischen Bewegung  der  Satelliten  Störungen*  hervor,  welche 
den  bei  den  Planeten  besprochenen  analog  sind.  Die  Pertur- 
bationen,  welche  von  der  Einwirkung  der  Satelliten  auf 
einander  herrühren,  lehren  uns  das  Verhältniss  ihrer  Massen 
zu  der  des  Planeten  kennen,  dessen  Attraction  ihre  elliptische 
Bewegung  hervorbringt.  Für  unseren  Mond  ist  diese  Methode 
nicht  anwendbar  und  man  muss  daher  andere  Betrachtungen 
zu  Hülfe  nehmen,  von  denen  ich  die  Wirkung  dieses  Satelliten 
auf  das  Wasser  der  Meere  hervorheben  wiU. 

Sei  C  (Fig.  56)  der  Mittelpunkt  der  Erde,  A  der  des 
Mondes  und  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Erde;  setzen  wir 

CA  =  a, 

AM  =  p, 

CM  =  r, 

^  ACM  =  X, 

so  ist 

p*  =  a^  —  2ar  cos  X  +  r^ 

Fällen  wir  noch  vom  Punkte  M  die  Senkrechte  MB  auf  AC, 
so  wird 

MB  =  r  sin  X, 
AB  =  Ä  —  r  cos  X. 

Im  Punkte  M  hat  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von 
der  Attraction   des  Mondes  herrührt  und   die  Richtung  MA 

besitzt,  die  Grösse  — ö-»  wenn  m'   die  Masse  des  Mondes  ist 

p2 

und  f  die  frühere  Bedeutung  hat.     Die  Componenten   dieser 
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Kraft  in  Richtung  von  MB  und  MD  (senkrecht  und  parallel 
zu  AC)  sind  daher 

fin'r  sin  X        ,  fin'  a       fm'r  cos  X 
= und  — ä fi 

In  diese  Formeln  setzen  wir  den  obigen  Werth  von  p 
ein  und  vernachlässigen  das  Quadrat  von  r,    da  der  grösste 

Werth  von  r,  nämlich  der  Iladius  der  Erdkugel,  erst  ^7:  von 

a  ist;  setzen  wir  dann  noch 

fm'r  sin  X 

— ä' ^' 

2fm'r  cos  X 

— ä» —  =  f' 

so  werden  die  beiden  Componenten  der  Attraction  des  Mondes 

y  und  -^  +  f. 
Alle  Punkte    der  Erde    werden    daher    parallel    zu   CA    von 

fm' 

einer  constanten  Kraft  — «-  beeinflusst  und  ausserdem  von  den 

Kräften  7  und  'f',  deren  Resultante  der  Grösse  und  Richtung 
nach  sich  von  einem  Punkte  M  zum  andern  ändert  und  im 
Mittelpunkte  C  gleich   Null  ist.     Daraus  geht  hervor,   dass 

vermöge  der  Kraft  — ^  ^^^  ganze  Masse  der  Erde  sich  nach 

dem  Monde  zu  bewegen  muss  und  zwar  in  einer  allen  ihren 
Punkten  gemeinsamen  Bewegung,  ohne  dass  Punkte  auch 
selbst  ihres  flüssigen  Theiles  dadurch  eine  Aenderung  ihrer 
relativen  Lage  erfahren  könnten;  es  sind  daher  lediglich  die 
Kräfte  f  und  f\  soweit  sie  auf  Punkte  des  Meeres  wirken, 
durch  welche  der  Mond  die  Ebbe  und  Fluth  hervorbringt. 

Die  Masse  der  Sonne  haben  wir  mit  M,  und  ihre  Ent- 
fernung von  der  Erde  mit  a  bezeichnet;  nennen  wir  die 
Grössen,  welche  X,  f  und  (jp'  entsprechen,  in  Beziehung  auf 
die  Sonne  [i,  ^  und  ^\  so  haben  wir 

Pfaonstiel,  Poisfloa*«  Lehrbuch  der  Mechanik.  26 
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f  Mr  sin  it 
2fMr  cos  IL 

*= — ä* — 

als  Componenten  der  von  der  Sonne  herrührenden  Kraft, 
welche  bei  Hervorbringung  der  Ebbe  und  Fluth  mitwirken. 
Vergleicht  man  dieselben  mit  den  Kräften  ^  und  f,  so  zeigt 
sich,  dass  für  einen  Punkt  des  Meeres,  dessen  Radius  vector 
r  mit  den  Radien,  welche  nach  dem  Monde  und  der  Sonne 
gehen,  zwei  gleiche  Winkel  X  und  (i  bildet,  die  Wirkungen 
der  beiden  Himmelskörper,  welche  die  Schwankungen  des 
Meeres  verursachen,  sich  zu  einander  verhalten  wie  die 
Massen  derselben,  dividirt  durch  den  Cubus  ihrer  Entfernungen 
von  dem  Mitt-elpunkte  der  Erde.  Man  sieht  nun  leicht  ein, 
dass  sich  die  Grössen  dieser  Schwankungen,  caeteris  paribus, 
zu  einander  verhalten  müssen,  wie  die  entsprechenden  Kräfte; 
bezeichnet  man  daher  mit  co  das  Verhältniss  der  Mondfluth 
zur  Sonnenfluth  für  ein  und  denselben  Erdort  und  für  symme- 
trische Lagen  der  beiden  Gestirne,  so  ist 

m'  ö)M 

a^  ~  a®  ' 

eine  Gleichung,  in  welcher  man  für  a  und  a  die  mittleren 
Entfernungen  des  Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde  zu 
nehmen  hat,  und  aus  welcher  folgt 

m'  a*  M 

=z  (ü  -=—1 

m  a''  m 

wo  m  die  Masse  der  Erde  bedeutet. 

Nach  den  verschiedenen  Gesetzen,  welchen  die  Mond- 
und  Sonnenfluthen  folgen,  kann  man  wirklich  die  einen  von 
den  anderen  unterscheiden  und  ihr  Verhältniss  für  jeden 
Erdort  bestimmen.  Aus  einer  grossen  Anzahl  von  Beob- 
achtungen, die  im  Hafen  von  Brest  angestellt  worden  sind 
[Mecanique  Celeste,  Bd.  V,  S.  206],  hat  man  im  Mittel 
den  Werth 

0)  ==  2,3533 
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für  dieses  Verhältniss  gefunden.  Die  Entfernung  a  ist  un- 
gefähr gleich  400  a^  und  die  Sonnenmasse  M,  wie  wir  bald 
sehen  werden,  etwa  355  000  mal  so  gross  wie  die  Masse  der 
Erde  m.    Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  findet  man  aus  der 

letzten  Gleichung,   dass   die  Masse  des  Mondes  etwa  —  der 

Erdmasse  beträgt. 

Unabhängig  von  den  Schwankungen  des  flüssigen  Theils 
der  Erde  verursacht  der  Einfluss  der  Sonne  und  des  Mondes 
wegen  der  Unvollkommenheit  der  Kugelgestalt  der  Erde  auch 
noch  Störungen  in  der  Bewegung  des  Erd-Sphäroides  um 
seinen  Schwerpunkt,  welche  wir  kennen  lernen  werden,  wenn 
wir  die  Rotationsbewegung  eines  festen  Körpers  behandeln 
werden. 

§  247.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Componente  der 
Kräfte  f  und  y'  in  Richtung  der  Verlängerung  ME  des 
Radius  CM  gleich  f  cos  X  —  y  sin  X  ist,  so  dass  ihre  Grösse 

(2  cos«  X  -  sin«  X)  ^, 
^  ^  75  a^ 

ist.  Dies  ist  die  Verminderung,  welche  die  Schwerkraft  im 
Punkte  M  durch  den  Einfluss  des  Mondes  erfahrt.  Liegt  nun 
der  Punkt  M  auf  der  Erdoberfläche,  und  ist  die  Schwerkraft 
in  diesem  Punkte  gleich  g,  so  ist  nahezu  fm  =  gr«;  andrerseits 
ist  das  Maximum  von  2  cos«  X  —  sin«  X,  welches  X  =  0  ent- 
spricht,  gleich  2.     Der   grösste  Werth   dieser  Verminderung 


2gr 


8 


der  Schwerkraft  ist   daher  _?  «    oder    ungefähr    der    acht- 


75  a 


millionste  Theil  von  g,   wenn   man  das  Verhältniss  —  gleich 

r 

60  setzt.     Wenn  also  der  Einfluss  des  Mondes  auf  die  Länge 

des  Secundenpendels  bemerkbar  sein  sollte,    so  müsste  man 

bei   der  Bestimmung   dieser  Länge  noch   um  zwei   Decimal- 

stellen    über   die   Hunderttausendstel    hinausgehen,    während 

man  sich  mit  einer  Genauigkeit  begnügt,    die  nur  noch   die 

genannte  Decimalstelle  berücksichtigt.    Dieser  Einfluss  würde 

bei  der  Zeitmessung  eine  nach  der  Bewegung  des  Mondes  zu 

2^* 
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regulirende  Störung  hervorbringen,  deren  Maximum  sich  nur 
auf  r^  Secunde  pro  Tag  belaufen  könnte. 

§  248.  Wenn  wir  von  der  Centrifugalkraft  absehen, 
welche  von  der  Rotation  der  Erde  herrührt,  so  ist  die  Schwer- 
kraft, welche  wir  an  ihrer  Oberfläche  beobachten,  die  Resul- 
tante der  Attractionen  aller  Punkte  der  Erdkugel  auf  jeden 
materiellen  Punkt  des  betrachteten  schweren  Körpers,  und 
diese  Resultante  hängt  nur  von  der  Lage  und  Masse  des 
materiellen  Punktes  ab,  keineswegs  aber  von  der  Natur  des 
Körpers,  dem  er  angehört;  dies  ist  durch  die  Erfahrung  als 
unzweifelhaft  festgestellt.  Die  Intensität  dieser  Kraft  muss 
abnehmen,  je  höher  man  sich  über  die  Erdo))erfläche  erhebt, 
was  die  Pendelbeobachtungen,  die  man  in  verschiedenen 
Höhen  angestellt  hat,  auch  wirklich  zeigen.  Ferner  muss 
aucli  die  der  Erde  angehörige  Schwerkraft  —  in  dem  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  des  Erdradius  zum  Quadrate  des 
Radius  der  Mondbahn  verkleinert  —  die  beschleunigende 
Kraft  sein,  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  erhält.  Da  nun 
die  Entfernung  des  Mondes  ungefähr  60  Erdradien  beträgt, 
so  müsste  der  Mond,  wenn  ihm  keine  Geschwindigkeit  inne 
wohnte,  in  einer  Minute  um  dieselbe  Strecke  nach  der  Erde 
zu  fallen,  wie  ein  beliebiger  Körper  an  der  Erdoberfläche  im 
leeren  Räume  in  einer  Secunde.  Diese  Strecke  ist  aber  der 
Sinus  versus  des  Bogens,  den  der  Mond  in  einer  Minute  io 
seiner  Bahn  beschreibt,  oder  ungefähr  gleich  dem  Quadrate 
dieses  Bogens  dividirt  durch  den  Durchmesser  der  Mond- 
bahn;  und  da  der  Umfang  dieser  Bahn  das  60fache  des 
Erdumfangs  beträgt,  so  folgt  daraus,  dass  die  Grösse,  um 
die  es  sich  handelt,  gleich 

40000000  -^  Meter 
n'' 

ist,  wo  n  die  Umlaufszeit  des  Mondes,  in  Minuten  aus- 
gedrückt, bedeutet.  Nach  dem  durch  Pendelversuche  er- 
mittelten Werthe  von  g  müsste  dieses  Product  gleich  4",9ü 
sein.     Man    findet   seinen  Werth    gleich    4'",b8,    wenn    man 
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n  =  39348  setzt.  Die  DiflFerenz  würde  noch  geringer  sein, 
wenn  man  auf  verschiedene  Nebenünnstände  Rücksicht  nähme, 
von  denen  wir  zur  Vereinfachung  der  Darstellung  abgesehen 
haben. 

Die  Schwerkraft  auf  der  Erde  ist  daher  ein  specieller 
Fall  der  allgemeinen  im  Weltall  herrschenden  Attraction;  und 
aus  diesem  Grunde  nennt  man  auch  diese  allgemeine  Kraft  die 
universelle  Schwerkraft  oder  allgemeine  Gravitation. 

§  249.  Da  die  Gestalt  der  Erde  nur  wenig  von  der 
Kugelgestalt  abweicht,   so  ist  die  Attraction,   welche  sie  auf 

einen  Punkt  ihrer  Oberfläche  ausübt,  nahezu  gleich  — j,  der- 
jenigen einer  Kugel,  deren  Masse  m  und  deren  Radius  r  ist, 
wenn  f  den  allgemeinen  Attractionscoefficienten  bezeichnet. 
Dieser  Näherungswerth  wird  zu  einem  genauen  Werthe  für 
die  Punkte  eines  bestimmten  Parallelkreises;  und  nach  der 
Theorie  der  Attraction  der  von  einer  Kugel  wenig  ver- 
schiedenen Sphäroide  ist  dieser  Parallelkreis  der,  für  welchen 

das  Quadrat  des  Sinus  der  geographischen  Breite  -^  ist.  Auf 
diesem  Parallelkreise  ist  die  Intensität  der  Schwerkraft  (§  193) 

9^,79386; 

die  von  der  Erde  herrührende  Attraction  ergibt  sich  hieraus, 
wenn  man  diese  Grösse  um  die  verticale  Componente  der 
Centrifugalkraft  vermehrt,  welche  für  diese  Breite  gleich  dem 

2 
.,  ^^^sten  Theile  der  Schwerkraft  ist  (§  178).    Setzt  man  daher 

g  =  9", 79386  (l  +  g|g-)  =  9- ,8 1645, 

so  kann  man  diesen  Werth  als  die  Grösse  der  Erdattraction 
betrachten  und  die  Gleichung  aufstellen 

fm 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  der  auf  die  Bewe- 


406  Dynamik.    I. 

gung  der   Erde   um   die  Sonne  angewendeten   Gleichung  (1) 
des  §  243,  so  erhält  man  ' 

ni  gTh^ 


M  +  m        4:cV 

eine  Gleichung,  vermittelst  welcher  sich  das  Verhältniss  der 
Erdmasse  zu  derjenigen  der  Sonne  bestimmen  lässt. 

Denkt  man  sich  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  welches  den 
Radius  der  Erde  als  Basis,  und  ihre  Entfernung  von  der 
Sonne  zur  Höhe  hat,  so  ist  der  kleine  Winkel  an  der  Spitze 
die  Parallaxe  der  Sonne,  welche  man  direct  durch 
astronomische  Messungen  bestimmen  kann,  und  welche  sich 
auch  aus  einer  gewissen  in  der  Bewegung  des  Mondes  durch 
die  Einwirkung  der  Sonne  hervorgebrachten  Störung,  der 
sogenannten  parallactischen  Perturbation,  herleiten  lässt. 
Die  Grösse  der  Parallaxe  ändert  sich  mit  dem  Erdradius 
und  der  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne ;  für  die  mittlere 
Entfernung  a  und  den  Radius  r,  welcher  nach  dem  Parallel- 
kreise mit  dem  Breitensinus  y  j  geht,  ist  ihr  Werth  8",60. 
Folglich  ist 

I  =  tg  8",60, 
a  =  (23984)  r. 

Für  denselben  Parallelkreis  ist,  wenn  man  die  Abplattung 
der  Erde  gleich  — -  setzt, 

r  =  6364551*". 

Die  Umlaufszeit  um  die  Sonne  beträgt  in  Secunden 

T  =  86400  365,256374; 

vermittelst  dieser  Werthe  und  desjenigen  von  g,  welchem 
gleichfalls  die  Secunde  als  Zeiteinheit  zu  Grunde  liegt, 
findet  man 

M 

m  = • 

354592 
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§  250.  Die  Sonne  ist  eine  Kugel,  deren  Badiuß  gleich 
110  Erdradien  ist;  man  kennt  daher  das  Verhältniss  der 
Volumina  dieser  beiden  Himmelskörper  .und  dasjenige  ihrer 
Massen;  daraus  kann  man  unmittelbar  einen  Schluss  auf  das 
Verhältniss  ihrer  mittleren  Dichtigkeiten  ziehen :  die  der  Sonne 
ist  ungefähr  der  vierte  Theil  der  Dichtigkeit  der  Erde. 

An  der  Oberfläche  der  Sonne  ist  die  Attraction 

fM 

wenn  R  den  Sonnenradius  bedeutet.     Da 

R=  llOr  und  g  =  ^ 

ist,  so  können  wir  für  jene  Grösse 

^_ 
(ilO)^m 

setzen,    und    dies    ist,    mit   Rücksicht   auf   den    Werth    von 

M 

— ,  gleich  29,5  g.  Die  Umdrehungsdauer  der  Sonne  um  ihre 
m 

Axe  ist  25,5  Tage,  und  mithin  ist  die  Gentrifugalkraft  am 
Sonnenäquator  nur  der  sechste  Theil  derjenigen  am  Erd- 
äquator. Vernachlässigen  wir  daher  die  Verminderung,  welche 
die  Schwerkraft  an  der  Oberfläche  der  Sonne  durch  die 
Gentrifugalkraft  erfährt,  so  zeigt  sich,  dass  das  Gewicht  eines 
Körpers  auf  der  Sonne  29,5  mal  so  gross  sein  muss,  als 
das  Gewicht  desselben  Körpers  an  der  Erdoberfläche,  und 
dass  die  Körper  auf  der  Sonne  beim  freien  Falle  in  der  ersten 
Secunde  eine  Strecke  von  etwa  145°*  zurücklegen  müssen. 

Wenden  wir  die  Gleichung  (1)  des  §  243  einmal  auf  die 
Erde  und  dann  auf  einen  anderen  Planeten  an,  beziehen  die 
Grössen  m,  a  und  T  auf  die  Erde  und  bezeichnen  dieselben 
Grössen  in  Beziehung  auf  den  Planeten  mit  m^  a^,  T^  so 
erhalten  wir  durch  Elimination  von  f 

a,»  ^  M  +  m,  V 

a»  ""  M  +  m  T^" 
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Kennt  man  nun  den  Werth  von  a  aus  der  Beobachtung  der 
Sonnenparallelaxe  oder  aus  anderen  Beobachtungen,  und  ist 
auch  die  Masse  m  der  Erde  sowie  die  Länge  T  des  siderischen 
Jahres  bekannt,  so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  die 
halbe  grosse  Axe  der  Bahn  irgend  eines  Planeten  bestimmen, 
sobald  seine  Masse  m,  und  seine  Umlaufszeit  T^  gegeben 
sind.  Das  im  §  245  angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung 
dieser  Masse  erfordert  nur  die  Kenntniss  eines  Näherungs- 
werthes  der  halben  grossen  Axe  der  Planetenbahn. 

§  251.  Die  Attraction,  welche  an  der  Erdoberfläche 
von  einer  grossen  Masse  ausgeübt  wird,  wie  zum  Beispiel 
von  einem  hohen  Gebirge,  beeinflusst  die  Richtung  der  Schwer- 
kraft und  bewirkt,  dass  die  Verlängerung  des  Lothes  die 
scheinbare  Himmelskugel  nicht  im  Zenith  triflPt.  Diese  Ab- 
weichung erfolgt  auf  der  einen  Seite  des  Gebirges  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  wie  auf  der  anderen.  Wird  der  Versuch 
auf  beiden  Seiten  des  Gebirges  unter  gleichen  Verhältnissen 
angestellt,  sowohl  in  Betreif  der  Gestalt  des  Gebirges  als 
auch  der  Entfernung  des  Lothes  von  demselben,  so  ist  der 
Abstand  der  beiden  Punkte,  in  denen  die  Verlängerung  des 
Lothes  das  Himmelsgewölbe  trifft,  von  einander  doppelt  so 
gross  wie  seine  Ablenkung  von  der  Verticalen.  Dieser 
Einfluss  ist  in  Peru  und  Schottland  von  den  Astronomen 
beobachtet  worden;  da  jedoch  die  Massen  der  höchsten  Ge- 
birge noch  sehr  klein  sind  im  Vergleich  mit  derjenigen  der 
Erde,  so  sind  die  Ablenkungen  auch  sehr  unbedeutend  und 
belaufen  sich  nur  auf  wenige  Secunden.  Wir  wollen  die  Ab- 
lenkung des  Lothes  durch  eine  gegebene  Masse  berechnen. 

Sei  A  (Fig.  57)  der  Mittelpunkt  einer  homogenen  schweren 
Kugel,  die  an  dem  einen  Ende  eines  unausdehnbaren  und  un- 
biegsamen Fadens  hängt,  während  das  andere  Ende  an  dem 
festen  Punkte  G  befestigt  ist ;  sei  ferner  0  das  feste  Centrum 
einer  anderen  homogenen  Kugel,  welche  auf  die  erstere  an- 
ziehend wirkt.  Der  Faden  CA  wird  dann  von  seiner  verti- 
calen Lage  CB  abgelenkt  werden,  ohne  jedoch  aus  der  Ebene 
herauszutreten,  welche  durch  diese  Linie  und  die  Linie  CO 
geht;   soll  Gleichgewicht  stattfinden,   so  muss  die  Resultante 
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des  Gewichtes  der  ersten  Eugel  und  der  Attraction,  welche 
von  der  zweiten  darauf  ausgeübt  wird,  durch  den  festen 
Punkt  C  gehen.  Diese  beiden  Kräfte  wirken  auf  den  Punkt 
A,  die  eine  in  Richtung  der  Verticalen  AD,  die  andere  in 
Richtung  von  AO,  und  haben  das  Bestreben,  den  Faden  CA 
um  den  Punkt  C  zu  drehen,  eine  jede  im  entgegengesetzten 
Sinne  wie  die  andere.  Damit  nun  ihre  Resultante  durch  den 
Punkt  C  gehe,  müssen  ihre  Momente  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt  einander  gleich  sein  (§  46) ;  es  muss  daher,  wenn  man 
mit  P  und  Q  das  Gewicht  der  ersten  und  die  Gesammt- 
attraction  der  zweiten  Kugel,  und  mit  p  und  q  die  Senk- 
rechten CE  und  CF  vom  Punkte  C  auf  die  Verlängerungen 
von  DA  und  OA  bezeichnet,  die  Gleichung  stattfinden 

Pp  =  Qq, 

aus  welcher  man  die  unbekannte  Ablenkung  bestimmen  kann. 
Bezeichnen  wir  den  Ablenkungswinkel  BGA  mit  x,  den 
gegebenen  Winkel  BCO  mit  7,  die  gleichfalls  gegebenen 
Strecken  CA  und  CO  mit  a  und  c,  und  die  unbekannte  Ent- 
fernung AO  mit  y,  so  ist 

y»  =  a*  +  c*  —  2ac  cos  (7  —  x) 
und  ferner 

a  sin  (y  —  x) 


sin  COA  = 


q  = 


y 

ac  sin  (7  —  x) 


y 

p  =  a  sin  X. 

Die  Masse  der  Erde  sei  m,  die  der  beweglichen  Kugel  m^ 
und  die  der  anziehenden  Kugel  m';  bedeutet  wieder  f  den 
Coefficienten  der  allgemeinen  Gravitation,  und  r  den  Radius 
der  Erde,  so  sind  die  beiden  bewegenden  Kräfte 


jj       fmm^ 
r  =  -: — 5—» 


r" 


..       fm  m, 
Ist  femer  p   die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,   p    die  der 
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anziehenden  Engel  und  r'  der  Radius  der  letzleren,  so  ist 

mpr  ** 

m   = i— 

pr' 

Nach    Einsetzung    dieser    verschiedenen    Werthe    geht     die 
Gleichung  Pp  =  Qq  über  in 

pry*  sin  x  =  p'r'^c  sin  (t  —  x), 

woraus  sich  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  y  derjenige 
von  X  ergibt. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Länge  des  Lothes  —  was 
in  der  Regel  der  Fall  ist  —  im  Verhältniss  zu  der  Entfer- 
nung CO  sehr  klein  ist,  so  dürfen  wir  in  dem  Ausdrucke  für 
y  a  gegen  c  vernachlässigen  und  erhalten  einfach  y  =  c ; 
alsdann  ergibt  sich  aus  der  vorigen  Gleichung 

sin  X  p'r'® 


sin  (t  —  x)       prc^ 

Wenn  die  Dichtigkeit  p'  und  der  Radius  r'  der  anziehen- 
den Kugel  dieselben  bleiben,  so  wird  der  Werth  von  x, 
welcher  sich  aus  dieser  Gleichung  ergibt,  um  so  grösser 
werden,  je  kleiner  die  Entfernung  c  wird  und  je  mehr  sich 
der  Winkel  7  einem  rechten  nähert;  und  da  c  nicht  kleiner 
werden  kann  als  der  Radius  t\  so  folgt  daraus,  dass  die 
Ablenkung  des  Lothes  durch  die  Attraction  einer  gegebenen 
Kugel  ihren  grössten  Werth  erreichen  muss,  wenn  c  =  r' 
und  7  =  90®  ist;  in  diesem  Falle  geht  die  letzte  Gleichung 
über  in 


/  f 


tg  X  =  5- — 
pr 

Macht  man  zum  Beispiel  die  Annahme,  dass  p'  =  p  sei, 
und  fragt  nun,  wie  gross  der  Radius  r'  sein  müsse,  damit 
die  Ablenkung  x  eine  Secunde  betrage,  so  erhält  man 

r  =rtg  1"; 
und   da   r  gleich  (40000000  :  27r)  Meter   ist,    so   ergibt   sich 

r' =  30°»,856... 
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Es  bringt  also  eine  homogene  Kugel  von  einem  Radius  von 
ungefähr  3l°*  und  einer  Dichtigkeit,  die  der  mittleren  Dich- 
tigkeit der  Erde  entspricht,  eine  Ablenkung  des  Lothes  um 
höchstens  1"  hervor,  und  zwar  wird  dieser  Maximalwerth 
nur  dann  erreicht,  wenn  die  anziehende  Kugel  das  untere 
Ende  des  Lothes  berührt,  und  wenn  ausserdem  ihr  Mittel- 
punkt in  der  durch  dieses  Ende  gehenden  Horizontal- 
ebene liegt. 

§  252.  Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  hat  man  aus 
der  Ablenkung  des  Lothes  durch  die  Attraction  von  Gebirgen 
als  das  Vier-  bis  Fünffache  der  Dichtigkeit  des  Warisers  ge- 
funden.    Cavendish  fand  dieselbe  5  ^   mal   so  gross  als   die 

des  Wassers,  indem  er  sie  aus  der  Attraction  herleitete, 
welche  von  zwei  bleiernen  Kugeln  von  8  Zoll  (engl.)  im 
Durchmesser  hervorgebracht  wird,  und  welche  er  vermittelst 
einer  Torsionswage  zu  messen  vennochte.  Ohne  mich 
hier  auf  alle  Einzelheiten  dieses  schönen  Versuches,  auf  die 
verschiedenen  Vorsichtsmassregeln,  die  er  erfordert,  und  auf 
die  Rechnungen,  die  man  anstellen  muss,  um  zu  einem  ge- 
nauen Resultate  zu  kommen,  einzulassen,  werde  ich  nur  die 
Hauptpunkte  dieser  Berechnung  angeben.  [Man  findet  eine 
genaue  Uebersetzung  der  Abhandlung  von  Cavendish  im 
17*J5  Hefte  des  Journal  de  TEcole  Polytechnique.] 

Die  Torsionswage  ist  das  genaueste  Instrument,  welches 
wir  haben,  um  sehr  kleine  Kräfte  zu  messen.  Coulomb, 
welcher  dieselbe  erfunden  hat,  hat  sie  besonders  zur  Messung 
der  Anziehungs-  und  Abstossungskraft  elektrischer  Körper 
angewendet,  und  deshalb  ist  sie  in  der  Physik  auch  unter 
dem  Namen  der  electrischen  Wage  bekannt.  Dieselbe  ist  im 
Wesentlichen  folgendermassen  eingerichtet:  An  dem  unteren 
Ende  eines  an  einem  festen  Punkte  aufgehängten  sehr  feinen 
Metallfadens  ist  ein  horizontaler  Hebel  angebracht.  Dieser 
Hebel  sei  ein  dünnes  Stäbchen  ACA'  (Fig.  58)  welches  in 
seiner  Mitte  C  an  dem  Faden  befestigt  ist  und  in  zwei 
Kugeln  von  kleinem  Durchmesser  und  mit  den  Mittelpunkten 
A    und  A'    endigt.     Wir   beschreiben   um    den  Punkt  C    als 
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Centnim  mit  einem  Radius  CA  den  horizontalen  Kreis  BAB'A 
und  theilen  die  Peripherie  desselben  in  eine  grosse  Anzahl 
gleicher  Theile.  Wenn  sich  alsdann  der  Hebel  um  den  Punkt 
C  dreht,  so  werden  seine  Enden  A  und  A'  diese  Peripherie 
durchlaufen  und  die  Punkte  der  Theilung,  auf  denen  dieselben 
gerade  einstehen,  geben  uns  den  Bogen  an,  um  welchen  sich 
der  Hebel  gedreht  hat.  Wenn  der  Aufhängefaden  nicht 
tordirt  ist,  so  bleibt  der  Hebel  in  einer  bestimmten  Lage  in 
Ruhe;  er  möge  alsdann  die  Lage  BGB'  haben,  entfernt  man 
denselben  aus  dieser  Linie,  um  ihn  in  eine  andere  beliebige 
Lage  ACA'  zu  bringen,  so  wird  der  Aufhängefaden  um  seine 
Axe  gedreht,  und  diese  Torsion  wird  zu  einer  Kraft,  welche 
den  Hebel  in  seine  anfangliche  Lage  BGB'  zurückzuführen 
strebt.  Um  denselben  in  der  Richtung  AGA'  festzuhalten, 
seien  an  seinen  beiden  Enden  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kräfte  angebracht,  welche  in  einer  horizontalen  Ebene  liegen 
und  auf  seiner  Längsaxe  senkrecht  stehen ;  der  gemeinschaft- 
liche Werth  dieser  beiden  Kräfte  ist  alsdann  das  Maass  der 
Torsionskraft,  welche  denselben  Gleichgewicht  hält.  Die 
Experimente  Goulomb's  haben  nun  ergeben,  dass  diese  Tor- 
sionskraft, wenn  der  Aufhängefaden  derselbe  bleibt,  dem 
Winkel  BGA  proportional  ist.  Nimmt  man  daher  den  rechten 
Winkel  als  Einheit  und  bezeichnet  die  Torsionskraft,  welche 
diesem  Winkel  entspricht,  mit  h  und  den  Winkel  BGA  mit 
6,  so  wird  diese  Kraft  bei  der  Lage  AGA'  des  Hebels  gleich 
hö  sein,  so  dass  bei  dieser  Lage  die  Torsion  des  Auf  hänge- 
fadens  zwei  horizontalen  und  zu  AGA'  senkrecht  gerichteten 
Kräften  h6  entspricht,  die  an  den  Punkten  A  und  A'  ange- 
bracht sind  und  den  Hebel  in  die  Ruhelage  BGB'  zurückzu- 
führen streben. 

Dies  vorausgesetzt,  nähern  wir  dem  aufgehängten  Stabe 
zwei  homogene  Kugeln  aus  ein  und  demselben  Stoflfe,  von 
gleichem  Durchmesser  und  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  der 
Linie  BGB'  liegend.  Seien  0  und  0'  ihre  Mittelpunkte,  welche 
in  der  Horizontalebene  des  Stabes  auf  einer  durch  G  gehen- 
den Geraden  OGO'  von  G  gleichweit  entfernt  liegen  mögen. 
Die  Attraction  dieser  beiden  Körper  sucht  den  Hebel  aus  der 
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Lage  BGB'  herauszubringen;  und  da  Alles  um  das  Centrum 
C  gleichmässig  angeordnet  ist,  so  wird  sich  die  Axe  ACA' 
um  diesen  Punkt  als  festes  Gentrum  drehen.  In  dem  Maasse 
als  sich  der  Stab  aus  seiner  Ruhelage  entfernt,  vermehrt  sich 
die  Torsionskraft.  Es  gibt  eine  Lage,  in  welcher  diese  Kraft 
der  Attraction  der  beiden  Kugeln  das  Gleichgewicht  hält;  da 
aber  der  Stab  diese  Lage  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit 
erreicht,  so  wird  er  über  dieselbe  hinausgehen  und  darauf 
wie  ein  horizontales  Pendel  nach  beiden  Seiten  von  derselben 
Schwingungen  machen.  Durch  die  Beobachtung  lässt  sich  die 
Dauer  einer  ganzen  Schwingung  bestimmen.  Vergleicht  man 
die  Länge  dieses  Pendels  mit  der  eines  gewöhnlichen,  welches 
seine  Schwingungen  in  derselben  Zeit  ausführt,  so  kann  man 
daraus  das  Verhältniss  der  Attractionskraft  jeder  Kugel  zur 
Schwerkraft  herleiten ;  und  hieraus  ergibt  sich  das  Verhältniss 
der  Masse  dieser  Kugeln  zu  der  der  Erde.  Die  Gleichung, 
welche  dazu  dient,  dieses  Verhältniss  zu  bestimmen,  lässt 
sich  leicht  aufstellen,  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

§  253.  Da  die  beiden  beweglichen  Kugeln  mit  den 
Mittelpunkten  A  und  A'  von  zwei  gleichen  Kräften  beeinflusst 
werden  und  ein  und  dieselbe  Bewegung  um  ein  festes  Centrum 
C  ausführen,  so  genügt  es,  die  Bewegung  des  Mittelpunktes 
der  einen  derselben,  zum  Beispiel  des  Punktes  A  zu  unter- 
suchen.    Sei,  wie  vorher 

CA  =  a, 

CO  =  c, 

^  BGO  =  T, 

und  bezeichnen  wir  mit  m'  die  Masse  der  anziehenden  Kugel 
mit  dem  Mittelpunkte  0,  und  mit  f  den  Coefficienten  der  all- 
gemeinen Gravitation;  sei  ferner  6  der  Winkel  AGB  und  z 
die  Entfernung  AO  nach  Verlauf  einer  beliebigen  Zeit  t, 
so  ist 

z*  ==  a*  +  c*  -    2ac  cos  (7  —  6), 

und  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  der  in  der  Rich- 
tung AO  wirkenden  Attraction  herrührt,  ist 
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fin' 

Wir  zerlegen  dieselbe  in  zwei  andere  Kräfte,  von  denen  die 
eine  die  Richtung  der  Verlängerung  von  CA  hat,  während 
die  andere  auf  CA  senkrecht  steht.  Die  letztere  Componente 
ist  gleich 

— j-  sin  CAO  =  — 3-  sm  (7  —  6). 
z  z 

Dieser  zur  Bahn  tangentialen  Kraft  ist  die  Torsionskraft  h6 
genau  entgegengesetzt;  beachtet  man  überdies,  dass  der  Bogen 
BA,  welchen  die  bewegliche  Kugel  beschreibt,  gleich  a6  ist, 
so  erhält  man  als  Bewegungsgleichung  (§  152): 

d^  ^  fai'c 
dt^""    z' 


^-^T2  =  -^8-  81^  i^  —  ®)  -  ^^' 


Da  die  Anziehung  der  Masse  m'  eine  sehr  kleine  Kraft 
ist,  so  wird  der  Winkel  6,  um  welchen  sie  den  Stab  ACA' 
aus  seiner  Ruhelage  zu  entfernen  vermag,  nur  klein  sein. 
Bezeichnen  wir  die  Stracke  BO,  d.  h.  den  Werth  von  z, 
welcher  6  =  0  entspricht,  mit  b,  so  dass 

b*  =  a*  4"  c^  —  2ac  cos  y 

ist,  und  entwickeln  hierauf  nach  Potenzen  von  0,  so  kommt: 

sin  (7  — 6)       sinY      p,  «  ,     „.  „  •21^1 

^3 — ^  =  -j^  — [(a^  +  c^)co8T-2ac-acsm2-r]p  H 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

[(a*  +  c*)  cos  Y  —  2ac  —  ac  sin^  t]    15    +  h  =  g'i 


b» 

fm'c  sin  7 ^ 

b^     ~~ 


.3  -"Hg 


und    vernachlässigt    höhere    Potenzen    von    6,     so    geht   die 
Gleichung  der  Bewegung  über  in: 

d*e        .,^        ,^   ' 
und  hieraus  folgt  durch  Integration 
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6  =  ß  +  k  COS 


('t/?+4 


WO  k  und  k'  die  beiden  willkürlichen  Constanten  sind. 

Hiernach  ist  der  grösste  und  der  kleinste  Ausschlag  des 
Hebels  ACA'  von  seiner  Anfangslage  BGB'  ß  +  k  und  ß  —  k ; 
und  wenn  man  die  Linie  DCD'  so  zieht,  dass  der  Winkel 
BCD  gleich  ß  ist,  so  wird  der  Hebel  nach  beiden  Seiten 
dieser  Graden  gleiche  und  isochrone  Schwingungen  von  der 
Amplitude  k  vollführen.  Den  Winkel  ß  kann  man  experi- 
mentell erhalten,  indem  man  den  kleinsten  und  den  grössten 
Abstand  des  Hebels  von  der  Linie  BGB'  misst  und  das 
arithmetische  Mittel  aus  diesen  beiden  extremen  Werthen  von 
6  nimmt.  Die  Linie  DGD',  welche  dem  Winkel  6  ==  ß  ent- 
spricht, ist  die  Lage  des  Hebels,  in  welcher  sich  derselbe  im 
Gleichgewichte  befinden  würde,  wenn  er  dieselbe  ohne  eine 
ihm  innewohnende  Geschwindigkeit  erreichte.  Die  Dauer  jeder 
ganzen  Schwingung  des  Hebels  von  einer  Seite  von  DGD' 
nach   der   anderen   ist   die  Zeit,    während   welcher  sich  der 

Winkel  fi/   --  +  k'  um  180®  vergrössert;   bezeichnen   wir 

dieselbe  mit  T,  so  ist  demnach 


^='/l 


und    diese    Schwingungsdauer    lässt   sich    gleichfalls    experi- 
mentell bestimmen. 

Bezeichnet  man  nun  mit  g  die  Schwerkraft  und  mit  [ 
die  Länge  des  einfachen  Pendels,  welches  seine  unendlich 
kleinen  Schwingungen  in  der  Zeit  T  vollführt,  so  ist  nach 
§  182 


demnach  muss 


sein,  und  da 


'-Vi' 


ga  =  g'l 
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g   — 

fm 
r«' 

g   — 

fui  c  sin  f 

ßb» 

ist,  so  erhalten  wir  endlich 

m' 

ßab» 

♦          • 

m        clr^  sin  7 

wo  m  die  Masse  der  Erde  und  r  ihren  Radius  bedeutet. 

Alle  Grössen,  welche  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel 
vorkommen,  sind  bei  jedem  Experimente  gegeben;  dieselbe 
kann  daher  dazu  dienen,  das  Verhältniss  der  Masse  m'  zu 
derjenigen  der  Erde  zu  berechnen;  ausserdem  kennt  man  die 
Volumina  dieser  beiden  Körper  und  die  Dichtigkeit  von  m' ;  mit- 
hin lässt  sich  daraus  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  berechnen. 

§  354.  In  der  Mecanique  Celeste  wird  gezeigt,  dass 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Stabi- 
lität des  Gleichgewichtes  des  Meeres  die  ist,  dass  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde  grösser  ist,  als  die  Dichtigkeit  des 
Wassers.  Da  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  können  die  Kräfte, 
welche  von  der  gleichzeitigen  Einwirkung  der  Sonne  und  des 
Mondes  herrühren,  nur  kleine  Oscillationen  hervorbringen; 
wäre  sie  es  nicht,  oder  wäre  die  Erde  bei  ihrer  jetzigen 
Dichtigkeit  zum  Beispiel  mit  einem  Meere  von  Quecksilber 
bedeckt,  so  würde  die  Einwirkung  der  geringsten  äusseren 
Kräfte  auf  die  Erde  in  dieser  Flüssigkeit  eine  fortschreitende 
Bewegung  hervorbringen,  so  dass  das  Meer,  anstatt  die 
Schwankungen  der  Ebbe  und  Fluth  auszuführen,  die  ganze 
Erdoberfläche  umfliessen  würde. 

Aus  verschiedenen  Betrachtungen  ergibt  sich  ferner,  dass 
die  Dichtigkeit  der  concentrischen  Schichten  der  Erdkugel 
von  der  Oberfläche  nach  dem  Mittelpunkte  hin  zunehmen 
muss;  daraus  folgt,  dass  ihre  mittlere  Dichtigkeit  grösser 
sein  muss  als  diejenige  der  obersten  Schicht.  Dies  ist  wirklich 
der  Fall;  denn  wenn  man  von  den  Metallen  absieht,  die  in 
unbedeutenden  Mengen  in  der  obersten  Schicht  vorhanden 
sind,  so  sind  die  Dichtigkeiten  der  anderen  Stoffe,  aus  denen 
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dieselbe  besteht,  alle  weit  weniger  als  5,5  mal  so  gross  wie 
die  Dichtigkeit  des  Wassers.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  man  aus  dieser  Zunahme  der  Dichtigkeit  durchaus  nicht 
schliessen  darf,  dass  das  Innere  der  Erde  aus  ganz  anderen 
Stoffen  wie  die  Oberfläche  bestände,  denen  von  Natur  eine 
grössere  Dichtigkeit  zukäme:  man  darf  vielmehr  annehmen, 
dass  alle  Schichten  der  Erde  aus  ein  und  demselben  zu- 
sammendrückbaren Stofl'e  oder  aus  einer  Mischung  ver- 
schiedener solcher  Stoffe  besteht,  gerade  wie  die  Oberflächen- 
schicht; bei  dieser  am  natürlichsten  scheinenden  Annahme 
würde  sich  dann  die  Zunahme  der  Dichtigkeit  nach  dem  Erd- 
innern  hin  aus  der  Condensation  erklären,  welche  jede  Schicht 
durch  den  Druck  der  darüber  lagernden  Schichten  erleidet, 
der  sich  vergrössert,  je  weiter  man  von  der  Oberfläche  nach 
dem  Mittelpunkte  geht. 

Im  Innern  der  Erde  hängt  das  Gesetz  der  Attraction  von 
dem  unbekannten  Gesetze  der  Dichtigkeitsänderung  ab;  nach 
aussen  ändert  sich  die  Anziehung  auf  der  Verlängerung  jedes 
Radius  ungefähr  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Entfernung  vom  Mittelpunkte;  und  von  einem  Radius  zum 
andern  erfahrt  dieselbe  gleichzeitig  eine  Aenderung,  welche 
dem  Quadrate  des  Cosinus  des  Winkels  proportional  ist,  den 
jeder  Radius  mit  der  Axe  des  Erdsphäroides  bildet.  Die 
letztere  Aenderung  bewirkt,  dass  die  Kraft,  welche  bei  gleicher 
Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  auf  den  Mittelpunkt  des 
Mondes  ausgeübt  wird,  und  welche  von  der  Attraction  des 
Erdsphäroides  herrührt,  nicht  für  alle  Richtungen  des  Radius 
vector  dieselbe  ist.  Man  kann  sich  diese  Kraft  aus  zwei 
anderen  bestehend  denken,  von  denen  die  eine  von  dem  kugel- 
förmigen Theile  der  Erde  herrührt  und  constant  ist,  d.  h.  sich 
nur  mit  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  beiden  Himmels- 
körper von  einander  ändert,  während  die  andere  von  der  nach 
dem  Äquator  hin  sich  verdickenden  Anschwellung  ausgeübt 
wird  und  sich  mit  der  Richtung  des  Radius  vector  gegen  die 
polare  Axe  äiidert.  Laplace  hat  die  kleine  Störung  in  der 
Länge  und  Breite  bestimmt,  welche  die  letztere  Kraft  in  der 
Bewegung  des  Mondes  hervorbringt;    es  ist  begreiflich,  dass 

Pfaunsiiel,  Poiaaon's  Lehrbuch  der  Mechanik.  27 
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ihre  Grösse  von  der  Abplattung  der  Erde  abhängig  sein  rauss. 
Vergleicht  man  die  berechnete  Störung  mit  der  beobachteten, 

so  ergibt  sich  eine  Abplattung  von  ^^j  die   sich   wenig   von 

der  unterscheidet,    welche  man   mit  Hülfe   von  Pendel-    und 
Gradmessungen  gefunden  hat. 

An  der  Erdoberfläche  befolgt  die  Aenderung  der  Schwere, 
welche  von  derjenigen  der  Attraction  und  der  Centrifugalkra-'^t 
herrührt,  dasselbe  Gesetz,  wie  in  einer  beliebigen  Entfernung 
vom   Erdmittelpunkte,    d.   h.   diese   Aenderung   ist,    wie    wir 
schon  im  §  178  gesagt  haben,  dem  Quadrate  des  Cosinus  der 
Breite  proportional.    Will  man  die  Richtigkeit  dieses  Gesetzes 
durch  Messungen  des  Secundenpendels  bestätigen,  so  darf  man 
die  Schwingungsbeobachtungen  nicht  in   der  Nähe   eines  Ge- 
birges anstellen ;  denn  in  diesem  Falle  vermindert  die  verticalo 
Componente  der  von   dem  Gebirge   ausgehenden  Attractions- 
kraft   die  Intensität  der  Schwere  und   damit   die  Länge   des 
Secundenpendels  (während  gleichzeitig  die  horizontale  Compo- 
nente jener  Kraft  die  sonst  verticale  Gleichgewichtslage  des 
Pendels    verändert).      Aber    auch    wenn    man    diese    Fehler- 
quelle vermeidet,  so  findet  man  doch  an  gewissen  Orten,  dass 
die  Länge   des  Secundenpendels   von   der  durch  die  Theorie 
geforderten   abweicht;    diese  Erscheinung  hat  man  dem  Um- 
stände zuzuschreiben,    dass  an   diesen  Orten  die  Dichtigkeit 
des  Erdbodens  in  einem  grösseren  Umkri*ise  und  bis  zu  einer 
beträchtlichen  Tiefe  grösser  oder  kleiner  ist  als  die  mittlere 
Dichtigkeit    der    obersten    Erdschicht,    woraus    alsdann    eine 
Vermehrung  oder  Verminderung  der  Schwerkraft  und  mithin 
der    Länge    des    Secundenpendels,    welche    der    Schwerkraft 
proportional  ist,  folgt.     Das  Pendel   ist  daher  auch  zu  geo- 
logischen Zwecken  verwendbar,  indem  es  Aenderungen  in  der 
Beschaffenheit  des  Bodens  anzeigt,    wenn   diese   von   grossen 
Dimensionen  sind. 

üebrigens  muss  man  beachten,  dass  das  Gesetz  einer  dem 
Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportionalen  Abnahme  der 
Schwerkraft  von  den  Polen  nach  dem  Äquator  zu  voraussetzt, 
dass  man  als  Oberfläche  der  Erde  das  nach  allen  Seiten  hin 
verlängerte  Meeres-Niveau  betrachtet.     Da  nun  die  Erdorte, 
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an  denen  die  Beobachtungen  angestellt  werden,  in  verschiedenen 
Höhen  über  diesem  Niveau  liegen,  so  muss  man  die  beob- 
achteten Pendellängen  zuvor  auf  diejenigen  reduciren,  welche 
sich  auf  den  senkrecht  unter  der  Beobachtungsstation  in  der 
Höhe  des  Meeresspiegels  liegenden  Ort  beziehen.  Diese 
Reduction  wird  in  der  Regel  so  vorgenommen,  dass  man  die 
Schwerkraft  und  die  Länge  des  Secundenpendels  mit  dem 
Quotienten  aus  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Beobach- 
tungsortes vom  Erdmittelpunkte  durch  das  Quadrat  der  ge- 
nannten, jedoch  um  die  Höhe  des  Beobachtungsortes  über  dem 
Meeresspiegel  verminderten,  Entfernung  multiplicirt.  Dies 
kommt  darauf  hinaus,  dass  man  die  Attraction  der  Schicht 
vernachlässigt,  welche  zwischen  der  Oberfläche  des  Festlandes 
und  der  Niveaufläche  des  Meeres  enthalten  ist.  Wir  werden 
jedoch  im  folgenden  Paragraphen  sehen,  dass  diese  Correction 
beinahe  um  die  Hälfte  zu  gross  ist. 

§  255.  Sei  AM'B  (Fig.  59)  die  Oberfläche  eines  Fest- 
landes, DAMBE  das  Meeresniveau  und  C  der  Erdmittelpunkt; 
sei  feiner  M'  der  Beobachtungsort  und  M  der  Punkt,  in 
welchem  der  Radius  CM'  das  Meeresniveau  schneidet;  M'M 
ist  alsdann  die  Höhe  des  Punktes  M'  über  dem  Meere,  die 
wir  mit  h  bezeichnen  wollen,  und  welche  durch  ein  Nivellement 
oder  durch  barometrische  Messungen  gegeben  ist.  Wenn  M' 
dem  Meere  sehr  nahe  gelegen  wäre,  so  könnte  die  Schwer- 
kraft ein  wenig  vermindert  und  ihre  Richtung  ein  wenig 
geändert  sein, .  weil  die  Dichtigkeit  des  Wassers  geringer  ist, 
als  die  des  Bodens;  aber  wir  setzen  voraus,  dass  dies  nicht 
der  Fall  ist,  dass  um  den  Punkt  M'  herum  die  Oberfläche 
des  Bodens  horizontal,  also  senkrecht  gegen  den  Radius  CM' 
gerichtet,  und  dass  die  Bodendichtigkeit  eine  gleichförmige 
ist.  Es  wird  sich  darum  handeln  die  Attraction  zu  berechnen, 
welche  auf  den  Punkt  M'  durch  die  Schicht  AM'BM  über  dem 
Meeresniveau  ausgeübt  wird.  Bei  dieser  Berechnuug  wird  man 
von  der  Krümmung  dieser  Schicht  und  von  der  Aenderung 
ihrer  Dicke  absehen  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Dicke 
der  Schicht  als  constant  und  gleich  h  ansehen  dürfen  in  der 
ganzen  Ausdehnung,  in  welcher  ihre  Attraction  merklich  ist. 

21* 
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« 
Wir  wollen  den  Radius  dieses  wirksamen  Gebietes  mit  c  und 

die  Dichtigkeit  des  Bodens  mit  p'  bezeichnen. 

Dies  vorausgesetzt,  sei  E  ein  beliebiger  Punkt  der  an- 
ziehenden Schicht,  welcher  von  der  Oberfläche  des  Terrains 
und  von  dem  Radius  CM'  die  Abstände  z  und  y  habe;  wir 
beschreiben  zwei  Cylinderflächen  um  MM'  als  Axe  mit  den 
Radien  y  und  y  +  dy.  Der  Raum  zwischen  diesen  beiden 
Flächen  hat  27cydy  als  Grundfläche  und  z  als  Höhe;  zerlegen 
wir  denselben  in  horizontale  Ringe  von  unendlich  kleiner 
Dicke,  so  ist  das  Volumen  desjenigen,  welcher  dem  Punkte 
K  entspricht,  2icydydz,  und  seine  Masse  27cp'ydydz.  Die 
Attraction  dieses  Ringes  auf  einen  in  M'  gelegenen  materiellen 
Punkt  reducirt  sit^h  auf  eine  Kraft  in  Richtung  von  MM', 
welche  sich  aus  den  verticalen  Componenten  der  Attractionen 
sämmtlicher  Punkte  des  Ringes  zusammensetzt;  und  da  für 
den  beliebigen  Punkt  K 

KM'  =  /FT^', 
cos  KM'M  = 


ist,  so  ist  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  dem  ganzen 
Ringe  herrührt, 

27cfp'yzdydz 
(y>  +  Z»)T 

WO  f  immer  den  Coefficienten  der  allgemeinen  Gravitation 
bedeutet.  Um  die  Gesammtattraction  der  ganzen  von  uns 
betrachteten  Schicht  zu  erhalten,  müssen  wir  diesen  Ausdruck 
von  z  =  0  bis  z  =  h  und  von  y  =  0  bis  y  =  c  integriren. 
Bezeichnen  wir  diese  Kraft  mit  k',  so  erhalten  wir 

k'  =  2«rfp'  (c  +  h  —  /cM^h*). 

Im  Allgemeinen  ist  nun  die  verticale  Dicke  der  Schicht  klein 
im  Vergleich  mit  dem  horizontalen  Radius;  vernachlässigt 
man  deshalb  h^  gegen  c^  so  erhält  man  einfach 

k'  =  27cfp'h. 

Sei  k  die  Attraction,  welche  von  dem  vom  Meeresniveau 


Bednction  der  Attractioii  auf  das  MeereamTeaa.  421 

begrenzten  Erdsphäroid  auf  den  Punkt  M  ausgeübt  wird,  und 
r  der  Radius  CM;  dieser  Theil  der  Erde  übt  auf  den  Punkt 
M'  die  Kraft 

kr« 
(r  +  h)« 

aus.  Bezeichnet  man  ferner  für  den  Punkt  M  die  Schwer- 
kraft und  die  verticale  Componente  der  Centrifugalkraft  mit 
g  und  T,  und  die  entsprechenden  Grössen  fiir  den  Punkt  M' 
mit  g'  und  t',  so  ist 

g  =  k  —  T, 
kr» 

(r  +  h)^ 


g  =  /^    .    u>2  +  k'  —  f. 


Entwickelt  man  das  erste  Glied  von  g  nach  Potenzen  von 
h,  subtrahirt  g  von  g  und  vernachlässigt  das  Quadrat  von 
h  und  die  kleine  Differenz  7'  —  f,  so  ergibt  sich: 

,       2kh       , , 
g-g  =  -J--^' 

Wegen  der  Kleinheit  des  Factors  —    darf  man  in  dem  ersten 

r 

Gliede    der    rechten  Seite    dieser   Gleichung    k  =  g'    setzen ; 

bezeichnet  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  p  und 

4ffr' 
setzt  ihr  Volumen  gleich  — ^— »    so   können   wir   zur  Berech- 

nung  der  kleinen  Grösse  k' 

4ffpfr 

setzen  und  erhalten  alsdann 


=  g 


k'  =  ^Ä. 
2pr 

Nach  Substitution   dieser  Werthe  ergibt  sich  aus  der  obigen 


Gleichung: 


-«•(•+?-i?> 
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Mit  diesem  in  der  Klammer  enthaltenen  Factor  muss  man 
also  die  auf  dem  Festlande  in  der  Höhe  h  über  dem  Meeres- 
spiegel beobachtete  Schwerkraft  g'  multipliciren,  um  sie  auf 
das  Niveau  des  Meeres  zu  reduciren,  und  nicht  mit  dem  Factor 

2h 
1  -| »  wie  man  es  gewöhnlich  zu  thun  pflegt.     Im  Allge- 
meinen kann  man  die  Dichtigkeit  p   gleich  ^  setzen,  wodurch 
jener  Factor  in 

übergeht.  In  Paris  ist  die  Höhe  des  Punktes  der  Sternwarte, 
an  dem  sich  das  Barometer  befindet,  über  dem  Meeresspiegel 

h  =  63°» ; 

die  beobachtete  Schwerkraft  und  Länge  des  Secundenpendele 
verhalten  sich  demnach  dort  zu  den  auf  das  Meeresniveau 
reducirten  entsprechenden  Grössen  wie  1  :  1,0000125. 


DMTTES  BUCH. 


Statik. 

Zweiter  Theil. 
Cap.  I. 

Vom  Gleichgewichte  eines  festen  Körpers. 

§  356.  Es  gibt  keinen  absolut  festen  oder  starren 
Körper  in  der  Natur,  d.  h.  keinen  Körper,  der  sich  nicht 
mehr  oder  weniger  zusammendrücken  Hesse,  und  der  seine 
Gestalt  nicht  änderte,  wenn  er  Kräften  unterworfen  wird, 
die  sich  gegenseitig  Gleichgewicht  halten.  Sobald  aber  der 
starre  Körper,  den  wir  betrachten  wollen,  die  Gestalt  ange- 
nommen hat,  welche  ihm  den  Umständen  nach  zukommt,  so 
darf  man  die  Angriffspunkte  der  Kräfte,  die  darauf  wirken, 
als  ein  Punktesystem  von  unveränderlicher  Gestalt  ansehen; 
und  auf  diesen  Zustand  beziehen  sich  die  Coordinaten  der 
verschiedenen  Punkte,  welche  man  als  gegeben  voraussetzt, 
und  welche  in  den  Gleichgewichtsbedingungen  vorkommen. 

Seien  M,  M',  M"  etc.  dieses  System  materieller  Punkte. 
Für  jeden  Punkt  hat  man  sieben  Grössen  zu  betrachten, 
nämlich  seine  drei  Coordinaten,  die  auf  ihn  wirkende  Kraft 
und  die  drei  Winkel,  welche  die  Richtung  der  letzteren  be- 
stimmen. Wir  wollen  die  Kraft,  welche  im  Punkte  M  an- 
greift, und  deren  Richtung  die  Gerade  MD  (Fig.  HO)  sein 
möge,  mit  P  bezeichnen;  x,  y,  z  seien  die  Coordinaten  des 
Punktes  M  in  Beziehung  auf  das  rechtwinklige  Axensystem 
Ox,  Oy,  Oz,  und  endlich  a,  ß  und  7  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel,  welche  die  Gerade  MD  mit  durch  den  Punkt  M  ge- 
zogenen Parallelen  zu  diesen  Axen  bildet,  oder  einfacher:  die 
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Winkel,  welche  MD  mit  den  positiven  Richtungen  von  Ox, 
Oy,  Oz  bildet  In  Beziehung  auf  die  anderen  Punkte  M',  M" 
etc.  wollen  wir  die  entsprechenden  Grössen  mit  denselben, 
aber  gestrichelten,  Buchstaben  bezeichnen. 

Bevor  wir  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  ge- 
gebenen Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  .  aufsuchen,  wollen  wir  dieses 
Kräftesystem  durch  drei  andere  ersetzen. 

§  SS"?.  Wir  zerlegen  jede  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  ., 
ohne  ihren  Angriffspunkt  zu  ändern,  in  drei  zu  den  Axen  der 
X,  y  und  z  parallele  Kräfte;  dann  sind  die  Componenten 
parallel  zur 

x-Axe:  P  cos  a,  P'  cos  a,  P"  cos  a"  .  .  .  ., 
y-Axe:  P  cos  ß,  P'  cos  ß',  P"  cös  ß"  .  .  .  ., 
z-Axe:    P  cos  y,   P'  cos  y',   P"  cos  y"  .  .  .  ., 

und  man  kann  nun  zunächst  die  gegebenen  Kräfte  durch 
diese  drei  Gruppen  von  parallelen  Kräften  ersetzen. 

Ferner  darf  man,  ohne  an  der  Wirkung  des  betrachteten 
Systems  von  Kräften  etwas  zu  ändern,  zwei  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte, an  ein  una  demselben  Punkte  angreifende 
Kräfte  hinzufügen.  Bringen  wir  also  im  Punkte  M  zwei  der 
z-Axe  parallele  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  an  und 
bezeichnen  dieselben  mit  g  und  —  g.  Die  Kraft  g,  welche 
in  der  Richtung  MC  wirkt,  vereinigen  wir  mit  der  nach  MA 
gerichteten  Kraft  P  cos  a ;  sei  ME  die  Richtung  der  Resul- 
tante, und  K  der  Punkt,  in  welchem  diese  Richtung  die  xy- 
Ebene  trifft.  Verschieben  wir  nun  den  Angriffspunkt  dieser 
Resultante  in  den  Punkt  K  und  zerlegen  dieselbe  darauf 
wieder  in  zwei  Componenten  parallel  den  Axen  der  x  und  z, 
so  erhalten  wir  die  Kräfte  P  cos  a  und  g  wieder :  aber  die 
Kraft  P  cos  a  fallt  jetzt  mit  der  Projection  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  auf  die  xy-Ebene  zusammen,  und  die  Kraft  g 
wirkt  senkrecht  zu  dieser  Ebene  auf  den  Punkt  K,  dessen 
Coordinaten  sich  leicht  bestimmen  lassen. 

In  der  That  erhält  man,  wenn  H  die  Projection  von  M 
auf  die  xy-Ebene  ist,  so  dass  seine  Coordinaten  x  und  y 
sind,  für  K  die  Coordinaten  x  —  KH  und  y,    da  die  beiden 
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Punkte  K  und  H  auf  einer  zur  x-Axe  parallelen  Geraden 
liegen  müssen.  Betrachten  wir  nun  das  Rechteck  KNMH, 
dessen  Diagonale  die  Richtung  der  Resultante  der  Kräfte 
P  cos  a  und  g  ist,  während  diese  Kräfte  selbst  in  Richtung 
der  Seiten  KH  und  KN  wirken,  so  ergibt  sich  die  Proportion 

KH  :  HM  =  KH  :  z  =  P  cos  a  :  g, 

aus  welcher  folgt: 

T-.-        zP  cos  a 
jm  = 

g 

Die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  K  der  Kraft  g  in  der 
xy-Ebene  sind  daher 

zP  cos  a       , 
X und  y. 

Verfährt  man  in  derselben  Weise  mit  den  Kräften 
P  cos  ß  und  —  g,  so  wird  die  erstere  nach  der  xy-Ebene 
verlegt  und  zwar  in  die  Richtung  der  Projection  ihrer  ur- 
sprünglichen Lage,  und  die  Coordinaten  des  neuen  Angriffs- 
punktes der  Kraft  —  g  werden  in  derselben  Ebene 

-       ,    zP  cos  3 
X  und  y  -\ 

^  g 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  alle  Kräfte  P'  cos  a', 
P"  cos  a",  etc.  und  P'  cos  ß',  P"  cos  ß"  ....  in  die  xy-Ebene 
verlegen;  jede  dieser  Kräfte  wirkt  in  der  Projection  ihrer 
ursprünglichen  Richtung  auf  diese  Ebene,  einerlei,  ob  die 
Kraft  oberhalb  oder  unterhalb  derselben  gelegen  war;  ausser- 
dem erhält  man  soviel  Paare  von  Kräften  g'  und  —  g',  g" 
und  —  g"  etc.  als  Punkte  M',  M"  etc.  vorhanden  sind.  Die 
Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  letztgenannten  Kräfte  in 
der  xy-Ebene  ergeben  sich  aus  denen  der  Kräfte  g  und  —  g, 

■ 

indem  man  die  Buchstaben  x,  y,  z,  g,  P,  a  und  ß  mit 
Accenten  versieht. 

§  268.  Unterwerfen  wir  jetzt  die  Kräfte  P  cos  a, 
P'  cos  a',  P"  cos  a"  .  .  .  .,  welche  der  x-Axe  parallel  sind  und 
in  der  xy-Ebene  liegen,  einer  ähnlichen  Operation,  so  können 
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wir  sie  durch  zwei  Gruppen  von  Kräften  ersetzen,  von  denen 
die  einen  der  y-Axe  parallel  sind,  während  die  anderen  mit 
der  x-Axe  zusammenfallen. 

Bringen  wir  zu  dem  Ende  an  dem  Punkte  H,  auf  welchen 
die  Kraft  P  cos  a  in  der  Richtung  HF  wirkt,  die  gleichen 
und  entgegengesetzten  Kräfte  h  und  —  h  parallel  der  y-Axe 
an  und  setzen  die  Kraft  h,  welche  die  Richtung  HB  haben 
möge,  mit  der  Kraft  P  cos  a  zusammen ;  den  Angriffspunkt 
ihrer  Resultante  HK  verschieben  wir  nach  dem  Punkte  Q, 
in  welchem  die  Richtung  derselben  die  x-Axe  schneidet,  und 
zerlegen  diese  Resultante  hierauf  wieder  in  zwei  Componenten 
nach  den  Richtungen  Qx  und  Qy:  dann  sind  diese  Compo- 
nenten P  cos  a  resp.  h.     Andererseits  ist 

GQ  :  GH  =  P  cos  a  :  h, 

und  da  OG  =  x  und  GH  =  y  ist,  so  ergibt  sich  hieraus 

als  Abscisse  des  Punktes  Q. 

Die  Kraft  P  cos  a  mit  der  Richtung  HF  ist  daher  durch 
eine  in  der  x-Axe  liegende  Kraft  P  cos  a  und  zwei  zu  dieser 
Axe  senkrechte  Kräfte  h  und  —  h  mit  den  Angriffspunkten 
Q  und  G,  deren  Lage  bekannt  ist,  ersetzt.  Dasselbe  lässt 
sich  mit  den  anderen  Kräften  P'  cos  a',  P"  cos  a"  .  .  .  in  der 
xy-Ebene  vornehmen,  welche  so  durch  Kräfte  P'  cos  a', 
P"  cos  a"  .  .  .  in  der  x-Axe,  und  durch  Kräftepaare  h'  und 
—  h',  h"  und  —  h"  .  .  .  parallel  der  y-Axe  ersetzt  werden. 

§  259«  Wir  sehen  also,  dass  man  durch  diese  beiden 
Operationen  die  gegebenen  Kräfte  auf  drei  Gruppen  von 
anderen  Kräften  transformiren  kann,  von  denen  die  einen  in 
der  X-Axe  wirken,  die  zweiten  senkrecht  auf  dieser  Axe 
stehen  und  in  der  xy-Ebene  liegen,  die  dritten  senkrecht 
gegen  diese  Ebene  gerichtet  sind. 

Bei  dieser  Transformation  ist  die  beliebige  Kraft  P  durch 
sechs  andere  Kräfte  ersetzt,  nämlich: 

1.  die   drei   Kräfte   P  cos  f,    g    und    —  g   parallel   der 
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z-Axe,    deren    in   der  xy-Ebene  liegende  Angriffispunkte   die 
Goordinaten 

X,    y 

zP  cos  a 
X »     y 

g 
,    zP  cos  7 

X,   y  H 

g 

haben ; 

2.  die  beiden  Kräfte  P  cos  ß  —  h  und  h,  welche  der 
y-Axe  parallel  sind,  in  der  xy-Ebene  liegen,  und  deren  An- 
griffspunkte man  sich  bis  zur  x-Axe  verschoben  denken  darf; 
die  Abscissen  ihrer  Angriffspunkte  sind 


X  — 


X 

yP  cos  a. 


3.  die  Kraft  P  cos  a,  welche  in  der  x-Axe  wirkt,  und 
deren  Angriffspunkt  wir  uns  nach  0  verschoben  denken  dürfen. 

§  260,  Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen für  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  oder  für  die 
drei  Gruppen  von  Kräften,  durch  welche  jene  ersetzt  werden, 
aufzustellen. 

Man  beachte  zunächst,  dass  Gleichgewicht  nur  dann  be- 
stehen kann,  wenn  es  in  jeder  dieser  drei  Gruppen  von 
Kräften  einzeln  stattfindet.  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an, 
dass  die  der  z-Axe  parallelen  Kräfte  sich  nicht  gegenseitig 
aufhöben,  während  alle  Kräfte  zusammen  sich  im  Gleich- 
gewichte befänden,  so  könnte  man,  ohne  dieses  Gleichgewicht 
zu  stören,  eine  Linie  in  der  xy-Ebene  als  fest  annehmen; 
alsdann  werden  aber  durch  die  Festigkeit  dieser  Linie  alle 
in  jener  Ebene  liegenden  Kräfte  aufgehoben,  entweder  weil 
sie  diese  feste  Axe  treffen,  oder  weil  sie  ihr  parallel  sind; 
dieselben  sind  mithin  vollständig  wirkungslos  und  wir  dürfen 
sie  uns  wegdenken;  dann  würde  aber,  gegen  die  Voraus- 
setzung, das  Gleichgewicht  gestört  sein;  denn  nichts  würde 
nun  die  der  z-Axe  parallelen  Kräfte  hindern,  den  starren 
Körper  um  die  feste  Axe  zu  drehen ;  mithin  ist  Gleichgewicht 
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unmöglich,  sobald  diese  letzteren  Kräfte  nicht  unter  sich  im 
Gleichgewichte  sind.  Ebenso  sieht  man  ein,  dass  die  in  der 
xy-Ebene  liegenden  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sein 
können,  wenn  sich  nicht  die  der  y-Axe  parallelen  für  sich 
darin  befinden.  Denn  denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt 
der  x-Axe  fest,  so  macht  dieser  alle  in  dieser  Axe  liegenden 
Kräfte  wirkungslos,  und  es  würde  jetzt  nichts  die  der  y-Axe 
parallelen  Kräfte  hindern,  das  System  um  diesen  festen  Punkt 
zu  drehen;  wären  dieselben  nun  unter  sich  nicht  im  Gleich- 
gewichte, so  würde  diese  Drehung  wirklich  eintreten,  und  es 
wäre  also  durch  Hinzufügimg  eines  festen  Punktes  das  der 
Voraussetzung  nach  bestehende  Gleichgewicht  des  Körpers 
gestört  worden,  was  unmöglich  ist. 

Zum    Gleichgewichte    der    parallelen    Kräfte    P  cos  t, 

P'  cos  f ,  P"  cos  7"  .  .  .,  g,  —  g,   g-,    —  g,   g" ist  nun 

—  wenn  der  betrachtete  starre  Körper  ganz  frei  ist  —  nach 
§  57  zunächst  erforderlich,  dass  ihre  Summe  gleich  0  sei, 
woraus  folgt: 

P  cos  Y  +  P'  cos  7'  -{-  P    cos  7"  -|-  .  .  .  =  0. 

Ferner  müssen  die  Summen  ihrer  Momente  in  Beziehung  auf 
die  xz-Ebene  und  die  yz-Ebene,  denen  diese  Kräfte  parallel 
sind,  gleichzeitig  verschwinden.  In  Beziehung  auf  die  xz- 
Ebene  ist  nun  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  P  cos  7, 
P'  cos  t'  etc. 

yP  cos  7  +  y'P'  cos  7'  +  y"P"  cos  7"  +  •  •  -, 

die  Summe  der  Momente  von  g,  g   g"  etc. 

gy  +g  y  H . 

die  der  Momente  der  Kräfte  —  g,  —  g',  —  g"  etc. 
/      ,    zP  cos  ß\         .  /  ,       z'P'  cos  ß'\ 

-g(y  +  -y-j-g(y ^r--) , 

entsprechend  den  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  ver- 
schiedenen Kräfte.  Bildet  man  daher  die  Gesammtsumme  der 
Momente,  so  erhält  man  als  zweite  Gleichgewichtsbedingung: 

P  (y  cos  7  —  z  cos  ß)  +  P'  (y'  cos  7'  —  z'  cos  ß')  +  •  •  •  •  =  0. 
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Auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich  als  Gleichung»  welche  das 
Verschwinden  der  Momentsumme  in  Beziehung  auf  die  yz- 
Ebene  ausdrückt: 

P  (x  cos  T  —  z  cos  a)  +  P'  (x'  cos  Y  —  z'  cos  a')  -f-  •  •  •  =  0. 

Was  die  Kräfte  P  cos  ß  -  h,  V  cos  ß'  —  h',  P"  cos  ß"  —  h", 
etc.  und  h,  h',  h"  etc.  anbetrifft,  welche  der  y-Axe  parallel 
sind  und  alle  in  der  xy-Ebene  liegen,  so  sind  dieselben  nur 
zwei  Gleichgewichtsbedingungen  unterworfen  (§  57):  1.  dass 
ihre  Summe  gleich  0  sei,  woraus  die  Gleichung 

P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  H =  0 

hervorgeht,  und  2.  dass  die  Summe  ihrer  Momente  in  Be- 
ziehung auf  die  yz-Ebene  gleich  0  sei.  Diese  Summe  ist 
aber  für  die  ersteren  Kräfte: 

X  (P  cos  ß  —  h)  +  x'  (P'  cos  ß'  —  h')  H , 

für  die  letzteren 

,    /  Py  cos  a\  /  ,        P'y'  cos  a\ 

und  folglich  erhalten  wir  als  weitere  Gleichgewichtsbedingung 
die  Gleichung 

P  (x  cos  ß  —  y  cos  a)  -}-  P  (x'  cos  ß'  —  y'  cos  a')  +  •  •  •  =  0. 

Zum  Gleichgewichte  der  Kräfte  endlich,  welche  in  der 
x-Axe  liegen,  ist  nur  erforderlich,  dass  ihre  Summe  gleich  0 
sei;  in  Formel: 

P  cos  a  -}-  P'  cos  OL  -\-  P"  cos  a"  +  •  •  •  =  0. 

Dies  sind  die  sechs  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen für  das  Gleichgewicht  eines  ganz  freien  festen 
Körpers,  auf  welchen  beliebige  Kräfte  wirken. 

§  361«     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

P  cos  a  +  P  cos  OL  -|-  P    cos  a"  -|-  .  •  .  =  X, 

P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß  "  H =  Y, 

P  cos  T  +  P'  cos  7'  -\-  P"  cos  t"  +  •  •  •  =  Z, 
P  (x  cos  ß  —  y  cos  a)  -|-  P'  (x'  cos  ß'  —  y'  cos  a')  -|-  •  •  •  =   L, 
P  (z  cos  OL  —  X  cos  y)  +  P  (z'  cos  a   —  x'  cos  7')  +  •  •  •  =  M, 
P  (y  cos  7  —  z  cos  ß)  -\-  P'  (y'  cos  7'  —  z   cos  ß)  +  •  •  •  =  N, 
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80  lauten  die  Gleichgewichtsbedingungen  einfach: 

X  =  0,     Y  =  0,     Z  =  0, 

L  =  0,     M  =  0,     N  =  0.  ^^ 

Man  beachte  noch,  dass  die  Grössen  L,  M  und  N,  ebenso  wie 
X,  Y  und  Z,  sich  auseinander  durch  cyclische  VertÄUSchung 
herleiten  lassen  (§  22). 

Diese  sechs  Gleichungen  enthalten  auch  die  nothwen- 
digen  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  aller  ganz  freien 
Systeme  materieller  Punkte;  denn  welches  auch  die  Natur 
eines  solchen  Systemes,  d.  h.  die  gegenseitige  Verbindung 
seiner  Punkte,  sein  mag:  es  ist  klar,  dass  das  Gleichgewicht 
derselben  nicht  gestört  wird,  wenn  man  die  Entfernungen 
aller  Punkte  von  einander  als  unveränderlich  annimmt,  ohne 
ihre  Coordinaten  und  die  gegebenen  Kräfte  zu  ändern.  Darum 
müssen  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  ein  System  von 
unveränderlicher  Gestalt  auch  für  jedes  andere  System  erfüllt 
sein;  aber  dieselben  sind  in  dem  allgemeinen  Falle  nicht 
mehr  hinreichend,  und  es  müssen  für  jedes  specielle  System 
noch  weitere  besondere  Bedingungen  hinzugefügt  werden, 
welche,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  dazu  dienen,  die 
relative  Lage  der  verschiedenen  Punkte  eines  Systems  im 
Gleichgewichtszustande  zu  bestimmen. 

§  262.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  alle  parallel  sind, 
so  sind  die  Winkel,  welche  sie  mit  irgend  einer  Goordinaten- 
axe  bilden,  entweder  gleich  oder  supplementär,  je  nachdem 
die  Kräfte  in  demselben  oder  in  entgegengeseztem  Sinne 
wirken.  Man  kann  sie  als  gleich  voraussetzen,  wenn  man 
gleichzeitig  zwischen  positiven  und  negativen  Kräften  unter- 
scheidet, je  nachdem  dieselben  in  einem  oder  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  wirken  (§  11);  dann  ist 


OL  ==  CX    =  OL      •   •  •  •» 

ß  =  ß'  =  ß"  . . . ., 


T  =7  =  T    •  •  • 


» 


und  dadurch  reduciren  sich   die  drei   ersten  Gleichungen  (1) 
auf  eine  einzige,  nämlich: 
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P  +  P'  +  P"  +  ••••  =  0. 

und  die  drei  anderen  gehen  über  in 

(Px  +  P  x'  +  P"x"  + . . .)  C08  ß  =  (Py  +  P  y'  +  P"y"  + . . .)  C08  a, 
(Pz  -f  P'z  +  P"z"  +  . . .)  cosa  =  (Px  +  P  x'  +  P"x"  +  •  •  •)  cos  y, 
(Py  +  P'y  +  P' y"  + . . .)  cost  =  (Pz  +  P'z'  +  P"z"  +  •  - .)  cos ß. 

Da  aber  für  das  Gleichgewicht  paralleler  Kräfte  nur  drei 
Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein  müssen,  so  müssen  sich 
die  drei  letzteren  Gleichungen  auf  zwei  reduciren;  und 
wirklich  erhält  man,  wenn  man  dieselben  resp.  mit  cos  t, 
cos  ß  und  cos  a  multiplicirt  und  dann  addirt,  eine  identische 
Gleichung,  woraus  hervorgeht,  dass  eine  derselben  eine  Folge 
der  beiden  anderen  ist. 

Wenn  alle  gegebenen  Kräfte  in  ein  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  kann  man  diese  zur  xy-Ebene  wählen;  alsdann 
werden  die  Winkel  T,  f',  t"  .  •  •  zu  rechten  und  die  Coordi- 
naten  z,  z\  z"  .  .  .  gleich  0;  dadurch  fallen  die  dritte  und 
die  beiden  letzten  Gleichungen  (l)  weg.  In  diesem  Falle  er- 
halten wir  also,  wie  in  dem  der  parallelen  Kräfte,  nur  drei 
Gleichgewichtsbedingungen,  nämlich : 

X  =  0,     Y  =  0,     L  =  0. 

§  263.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  sich  nicht  im 
Gleichgewichte  befinden,  so  kann  man  fragen,  unter  welcher 
Bedingung  sie  sich  zu  einer  einzigen  Resultante  zusammen- 
setzen, und  welches  diese  Resultante  ist. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten  bezeichnen  wir  die  frag- 
liche Resultante  mit  R,  die  Winkel,  welche  ihre  Richtung 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  mit  a,  b,  c  und  die  Coordi- 
naten  des  beliebigen  Punktes  ihrer  Richtung,  den  wir  als 
ihren  Angriffspunkt  betrachten,  mit  Xj,  y^,  z^.  Wenn  man 
diese  Kraft  im  entgegengesetzten  Sinne  anbringt,  so  wird 
sie  den  gegebenen  Kräften  Gleichgewicht  halten.  Die  Gleich- 
ungen (1)  werden  also  stattfinden,  wenn  man  den  Kräften 
P,  P',  P"  .  .  .  noch  eine  neue  hinzufügt,  welche  R  gleich  und 
entgegengesetzt  ist.     Mithin  erhält  man 
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X  =  R  cos  a, 

Y  =  R  cos  b,  (2) 

Z  =  R  cos  c, 


und  ausserdem 


L  =  R  (Xi  cos  b  —  yj  cos  a), 
M  =  R  (zj  cos  a  —  x^  cos  c), 
N  =  R  (y^  cos  c  —  Zi  cos  b), 

oder,  mit  Rücksicht  auf  die  drei  ersten  Gleichungen: 

Xy,  -  Yx,  +  L  =  0, 

Zxi  —  Xzj  +  M  =  0,  (3) 

Yz,  -  Zy,  +  N  =  0. 

Da  die  Coordinaten  Xj,  y^,  z^  einem  beliebigen  Punkte 
der  Geraden  angehören,  in  welcher  die  Resultante  wirkt,  so 
stellen  die  drei  letzten  Gleichungen  die  Projectionen  derselben 
auf  die  drei  Goordinatenebenen  dar.  Damit  diese  Gerade  in 
Wirklichkeit  vorhanden  sei,  müssen  sich  die  Gleichungen  (3) 
auf  zwei  reduciren.  Multiplicirt  man  sie  resp.  mit  Z,  Y  und 
X  und  addirt,  so  verschwinden  die  Variabelen  x„  y^  Zj,  und 
man  erhält 

ZL  +  YM  +  XN  =  0;  (4) 

mithin  ist  die  Gleichung  (4)  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige 
Resultante  haben;  ist  sie  erfüllt,  so  ist  diese  Kraft  ihrei 
Grösse  und  Richtung  nach  durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmt. 
Ist  die  Gleichung  (4)  nur  dadurch  erfüllt,  dass  die  drei 
Summen  X,  Y  und  Z  der  Componenten  in  Richtung  der  Coordi- 
natenaxen  verschwinden,  so  ist  die  Resultante  eine  un- 
endlich kleine  Kraft,  die  in  unendlich  grosser  Entfernung 
von  den  Angriffspunkten  der  gegebenen  Kräfte  liegt,  oder 
genauer  ausgedrückt:  die  gegebenen  Kräfte  reduciren  sich 
auf  zwei  gleiche  und  parallele,  die  in  entgegengesetztem 
Sinne  wirken  und  sich  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  reduciren 
lassen  (§  44). 

..  Verschwinden  die  drei  Summen  L,  M  und  N,  so  ist  die 
Gleichung  (4)  auch  erfüllt,  und  die  Resultante  geht  alsdann. 
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wie  die  Gleichungen  (3)  zeigen,  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten. 

» 

§  264.  Wenn  die  durch  die  Gleichung  (4)  ausgedrückte 
Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  so  kann  man  derselben  genügen, 
indem  man  den  gegebenen  Kräften  noch  eine  passende  Kraft 
hinzufügt.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die- 
selbe durch  den  Coordinatenanfangspunkt  0  gehe,  bezeichnen 
sie  mit  Q,  und  mit  X,  |i.,  v  die  Winkel,  weiche  sie  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet;  dann  bleiben  die  Grössen  L,  M  und 
N  nach  Hinzufügung  dieser  Kraft  ungeändert,  während  X, 
Y  und  Z  sich  resp.  um  Q  cos  X,  Q  cos  |x  und  Q  cos  v  ändern. 
Die  Gleichung  (4)  lautet  dann 

Q  (L  cos  V  +  M  cos  [i  4-  N  cos  X)  +  LZ  +  MY  +  NX  =  0, 

und  dieser  Gleichung  kann  man  auf  unendlich  viele  Arten 
Genüge  leisten  durch  verschiedene  Wahl  der  Kraft  Q  und 
ihrer  Richtungswinkel  X,  |x  und  v. 

Die  Resultante  R  der  Kräfte  Q,  P,  P',  P"  .  .  .  und  ihre 
Lage  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen  (2)  und  ('i),  in 
welchen  man  X  +  Q  cos  X,  Y  +  Q  cos  ji,  Z  +  Q  cos  v  an 
Stelle  von  X,  Y  und  Z  zu  setzen  hat.  Die  gegebenen  Kräfte 
P,  P',  P"  .  .  .  kann  man  daher  durch  diese  Resultante  R  und 
eine  der  Kraft  Q,  gleiche  und  genau  entgegengesetzte  Kraft 
ersetzen;  daraus  geht  hervor,  dass  man  gegebene  Kräfte, 
welche  sich  nicht  im  Gleichgewichte  befinden  und  sich  auch 
nicht  auf  eine  einzige  Kraft  zurückführen  lassen,  auf  un- 
endlich mannigfaltige  Weise  auf  zwei  Kräfte  reduciren  kann, 
welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen  (da  sich  dieselben  sonst 
der  Voraussetzung  entgegen  auf  eine  einzige  reduciren  würden). 
Dies  ergibt  sich  übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  Trans- 
formation des  §  2o7;  denn  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"  . .  . 
können  durch  die  Resultante  aller  der  z-Axe  parallelen  Kräfte 
und  die  der  in  der  xy-Ebene  liegenden  Kräfte  ersetzt  werden, 
und  man  kann  alsdann  diese  beiden  Resultanten  auf  unendlich 
vielerlei  Weise  durch  zwei  andere  Kräfte  ersetzen.  Sucht 
man   die    Bedingung  auf,  unter  welcher  sich  diese  schneiden, 

PfaDnstiel,  Foiaeon*!»  Lehrbuch  der  Mechanik.  2ä 
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so  findet  man  die  Gleichung    (4),    welche    auf   die  Existenz 
einer  einzigen  Resultante  hinweist. 

§  265«  Wenn  man  zwei  feste  Körper  A  und  A'  (Fig. 
62)  betrachtet,  welche  sich  in  einem  Punkte  K  berühren  und 
an  einander  lehnen,  und  voraussetzt,  dass  dieselben  unter 
dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  stehen,  so  ist  es  leicht,  aus 
dem  Vorhergehenden  die  Bedingungen  ihres  Gleichgewichtes 
herzuleiten. 

Zu  dem  Ende  nehmen  wir  an,  dass  sich  die  sechs  Grössen 
X,  Y,  Z,  L,  M,  N  des  §  261  auf  den  Körper  A  beziehen, 
und  bezeichnen  mit  X',  Y',  Z',  L',  M',  N'  die  entsprechenden 
Grössen  für  den  Körper  A';  die  Coordinaten  des  Punktes  K 
seien  Xj,  y^  z^.  Ziehen  wir  durch  K  eine  Gerade  HKH' 
senkrecht  zu  der  beiden  Körpern  gemeinschaftlichen  Tangen- 
tialebene und  bezeichnen  mit  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  der 
n  A  liegende  Theil  KH  dieser  Geraden  mit  den  positiven 
Richtungen  der  Coordinatenaxen  bildet:  dann  sind  alle  diese 
Grössen  gegeben,  und  es  handelt  sich  darum  die  Gleichungen 
aufzustellen,  denen  sie  im  Falle  des  Gleichgewichtes  ge- 
nügen müssen. 

Der  Körper  A  übt  auf  A'  in  der  Richtung  KH'  einen 
unbekannten  Druck  aus,  den  wir  mit  R  bezeichnen  wollen: 
gleichzeitig  erleidet  er  einen  Widerstand,  der  dieser  normalen 
Kraft  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Wenn  man  daher  den 
gegebenen  Kräften,  welche  auf  A  wirken,  eine  Kraft  R  in 
der  Richtung  KH  hinzufügt,  so  kann  man  von  der  Wirkung 
des  Körpers  A'  absehen;  und  ebenso  darf  man  auch  den 
Körper  A'  für  sich  betrachten,  wenn  man  den  auf  ihn  wirken- 
den Kräften  eine  Kraft  R  in  der  Richtung  KH'  hinzufügt. 
Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (1)  folgt,  dass  zum  Gleich- 
gewichte dieser  beiden  Körper  erforderlich  ist,  dass  folgende 
zwölf  Gleichungen  erfüllt  werden: 

X  -f-  R  cos  a  =  0,  X'  —  R  cos  a  =  0, 

Y  +  R  cos  b  =  0,  Y'  —  R  cos  b  =  0, 

Z  +  R  cos  c  =  0,  Z'  —  R  cos  c  =  0, 

L  +  R  (x^  cos  b  —  Yi  cos  a)  =  0, 
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M  +  R  (zj  cos  a  —  Xj  cos  c)  =  0, 
N  +  R  (yi  cos  c  —  Zj  cos  b)  =  0, 
L'  —  R  (xj  cos  b  —  y^  cos  a)  =  0, 
M'  —  R  (z^  cos  a  —  Xj  cos  c)  =  0, 
N'  -—  R  (Yi  cos  c  —  Zi  cos  b)  =  0, 

welche  sich  durch  Elimination  von  R  auf  elfe  reduciren. 
Wenn  diese  elf  Gleichungen  erfüllt  sind,  so  genügt  eine  der 
vorhergehenden,  um  die  Grösse  der  Kraft  R  zu  bestimmen, 
welche  positiv  sein  muss,  wenn  sich  die  Körper  wirklich 
gegeneinander  lohnen  sollen. 

Aus  diesen  zwölf  Gleichungen  folgt  ohne  Weiteres 

X  +  X'  =  0,        L  +  L'  =  0, 

Y  +  r  =  0,       M  +  M'  =  0, 
Z  +  Z'  =  0,        N  +  N'  =  0, 

was  sich  auch  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  ergibt, 
welche  für  alle  ganz  freien  Systeme,  also  auch  für  das  aus 
den  beiden  Körpern  A  und  A'  bestehende,  gelten  (§  261). 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man  auch  die  Gleichgewichts- 
bedingungen für  eine  beliebige  Anzahl  fester  Körper,  von 
denen  sich  mehrere  gegeneinander  lehnen ;  es  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  gleich  sechsmal 
derjenigen  der  Körper  weniger  der  Anzahl  der  Berührungs- 
stellen ist.' 

§  266«  Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
festen  Körpers,  welcher  gewissen  Beschränkungen  unterworfen 
ist,  müssen  unter  denjenigen  für  einen  ganz  freien  Körper 
enthalten  sein;  denn  das  Gleichgewicht  eines  solchen  kann 
nicht  gestört  werden,  wenn  man  seiner  Freiheit  gewisse  be- 
sondere Beschränkungen  auferlegt,  so  dass  durch  diese  Be- 
schränkungen sich  keine  neue  Gleichgewichtsgleichung  ergeben 
kann.  Es  werden  im  Gegentheil  eine  oder  mehrere  der 
Gleichungen  (1)  überflüssig,  und  es  handelt  sich  darum,  in 
den  verschiedenen  Fällen,  welche  sich  darbieten  können,  die- 
jenigen Gleichungen  zu  bestimmen,  deren  Erfüllung  erforder- 
lich bleibt.  Dies  wollen  wir  in  dem  vorliegenden  Paragraphen 
thun,  indem  wir  immer  voraussetzen,  dass  man  die  gegebenen 

28r 
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Kräfte  P,  P\  P"  .  .  .  durch  die  drei  im  §  259   besprochenen 
Gruppen  von  Kräften  ersetzt  habe. 

1.  Wenn  der  starre  Körper,  welcher  im  Gleichgewichte 
bleiben  soll,  einen  festen  Punkt  0  enthält,  so  wird  man 
diesen  zum  Coordinatenanfangspunkt  wählen.  Die  Kräfte, 
welche  in  der  x-Axe  wirken,  werden  durch  die  Festigkeit 
dieses  Punktes  aufgehoben,  wodurch  die  Bedingungsgleichung 
X  =  0  hinfällig  wird:  die  gegebenen  Kräfte  brauchen  dieser 
Bedingung  nicht  mehr  zu  genügen,  und  es  kann  trotzdem 
Gleichgewicht  bestehen.  Für  die  Kräfte,  welche  der  y-Axe 
parallel  sind  und  in  der  xy-Ebene  wirken,  braucht  die  Resul- 
tante Y  nicht  mehr  zu  verschwinden,  sondern  es  genügt, 
wenn  dieselbe  mit  der  y-Axe  zusammenfallt,  oder  wenn  die 
Summe  L  der  Momente  dieser  Kräfte  in  Beziehung  auf  die 
yz-Ebene  verschwindet.  Was  endlich  das  Gleichgewicht  der 
zur  z-Axe  parallelen  Kräfte  anbelangt,  so  braucht  auch  deren 
Resultante  Z  nicht  mehr  zu  verschwinden;  vielmehr  befinden 
sich  dieselben  im  Gleichgewichte,  sobald  ihre  Resultante  mit 
der  z-Axe  zusammenfällt;  und  dazu  ist  erforderlich,  dass  die 
Summe  ihrer  Momente  in  Beziehung  auf  die  xz-  und  die  yz- 
Ebene,  also  die  Grössen  M  und  N,  gleich  Null  sind. 

Es  müssen  daher  in  diesem  ersten  Falle  von  den  wirken- 
den Kräften  nur  die  drei  Gleichungen 

L  =  0,     M=0,     N  =  0 

erfüllt  werden,  damit  .Gleichgewicht  stattfinde.  Diese  Gleich- 
ungen sind  in  der  That  nur  der  Ausdruck  dafür,  dass  die 
Kräfte  eine  einzige  Resultante  haben,  und  dass  diese  Resul- 
tante durch  den  festen  Punkt  0  geht.  Diese  Kraft  stellt  der 
Grösse  und  Richtung  nach  den  Druck  dar,  der  in  diesem 
Falle  auf  den  Punkt  0  ausgeübt  wird,  und  wird  durch  die 
Gleichungen  (2)  bestimmt. 

2.  Sei  nun  der  starre  Körper  gezwungen,  sich  um  eine 
feste  Axe  zu  drehen,  ohne  längs  derselben  gleiten  zu  können. 
Wir  wählen  diese  Axe  als  z-Axe ;  alsdann  können  die  Kräfte, 
welche  dieser  Axe  parallel  sind,  keinerlei  Bewegung  hervor- 
bringen und  die  drei  Gleichungen  Z  =  0,  M  =  0  und  N  =  0, 
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welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  derselben  beziehen,  brauchen 
nicht  mehr  erfüllt  zu  werden.  Auch  die  Bedingungsgleicfa- 
ungen  X  =  0  und  Y  =  0  für  das  Gleichgewicht  der  in  der 
xy-£bene  wirkenden  Kräfte  fallen  fort,  so  dass  in  diesem 
Falle  die  gegebenen  Kräfte  einer  einzigen  Gleichung  genügen 
müssen,  damit  Gleichgewicht  stattfinde,  nämlich  der  Gleichung 

L  =  0 
oder 

P  (x  cos  ß  —  y  cos  a)  -|-  P'  (x'  cos  ß'  —  y'  cos  a  )-(-•••  =  0.  (5) 

__  < 

Könnte  der  Körper  längs  der  festen  Axe  gleiten,   so  müsste 

ausserdem,  um  diese  Bewegung  zu  verhindern,  die  Summe  Z 

der   der  z-Axe   parallelen  Kräfte   verschwinden;    dann   hätte 

man  also  die  zwei  Gleichgewichtsbedingungen 

Z  =  0    und   L  =  0. 

Der  Druck,  den  die  feste  Axe  senkrecht  zu  ihrer  Rich- 
tung erleidet,  ist  die  Resultante  der  in  der  xy-£bene  ent- 
haltenen Kräfte,  welche  sich  nach  Grösse  und  Richtung  aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  ergibt  und  zufolge  der 
Gleichung  (5)  durch  den  Punkt  0  gehen  muss.  Die  dieser 
Axe  parallelen  Kräfte,  suchen  dieselbe  gleichzeitig  aus  ihrer 
Lage  zu  drehen. 

Vergleichen  wir  die  Form  der  Grössen  M  und  N  mit  der 
von  L,  so  dürfen  wir  daraus  scbliessen,  dass  die  Gleich- 
gewichtsbedingung bei  einer  möglichen  Drehung  um  die  y-Axe 

M  =  0, 

und  bei  einer  solchen  um  die  x-Axe 

N  =  0 

ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht 
eines  Körpers,  der  sich  um  einen  festen  Punkt  frei  drehen 
kann,  darin  besteht,  dass  in  Beziehung  auf  jede  von  drei 
festen,  zu  einander  senkrechten  Axen,  die  man  beliebig  durch 
den  festen  Punkt  ziehen  kann,  Gleichgewicht  besteht.  Daraus 
folgt  der  Satz:  sobald  für  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Axen,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  Gleichgewicht 
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besteht,    so    findet   es   auch    für    jede    andere    durch   den- 
selben Punkt  gehende  Gerade  als  Drehungsaxe  statt. 

3.  Untersuchen  wir  ferner  den  Fall,  dass  drei  oder  mehr 
Punkte  des  starren  Körpers,  welche  nicht  in  einer  Geraden 
i'egen,  gezwungen  seien,  auf  einer  festen  Ebene  zu  bleiben, 
deren  Lage  gegeben  ist.  Wir  wählen  diese  Ebene  zur  xy- 
Ebene.  Da  die  der  z-Axe  parallelen  Kräfte  in  diesem  Falle 
keinerlei  Bewegung  hervorbringen  können,  so  fallen  die 
darauf  bezüglichen  Gleichgewichtsbedingungen  weg.  Dagegen 
müssen  die  drei  Gleichungen 

X  =  0,     Y  =  0  und  L  =  0, 

welche  sich  auf  die  in  der  xy-Ebene  enthaltenen  Kräfte  be- 
ziehen, nothwendig  erfüllt  sein,  wenn  der  Körper  nicht  längs 
dieser  Ebene  gleiten,  oder  sich  parallel  derselben  drehen  soll. 
Die  Kraft  Z  stellt  den  Gesammtdruck  dar,  welchen  die 
feste  Ebene  erleidet.  Wenn  der  Körper  nur  auf  der  Ebene 
ruht,  wenn  es  sich  zum  Beispiel  um  ein  Polyeder  handelt, 
dessen  eine  Fläche  mit  der  xy-Ebene  in  Berührung  ist,  so 
muss  das  Vorzeichen  von  Z  derartig  sein,  dass  die  Kraft  den 
Körper  gegen  diese  Ebene  andrückt.  Ausserdem  muss  diese 
Resultante  aller  der  z-Axe  parallelen  Kräfte  die  xy-Ebene 
innerhalb  der  Basis  des  Körpers  treffen,  widrigenfalls  sie 
denselben  zum  Umkippen  um  eine  Seite  seiner  Basis  bringen 
würde.  Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes, 
in  welchem  die  genannte  Kraft  die  xy-Ebene  schneidet,  mit 
^1»  Yv  ^^  ®^^^  ^^r®  Momente  in  Beziehung  auf  die  xz-  und 
yz-Ebene  Zy^  und  Zxj ;  sie  müssen  den  Summen  der  Momente 
der  Componenten  in  Beziehung  auf  diese  Ebenen  gleich  sein: 
daher  ist,  nach  dem  oben  Gefundenen  (§  260) 

Zxj  =  —  M, 

Zy,  =  N. 

Es  muss  sich  daher  in  jedem  besonderen  Falle  zeigen  lassen* 
dass  die  Werthe  von  x^  und  y^  welche  sich  aus  diesen 
Gleichungen  ergeben,  einem  Punkte  der  Basis  des  Körpers 
angehören,  wenn  Gleichgewicht  stattfinden  soll,  eine  Gleich- 
gewichtsbedingungy    die   sich   nicht   durch  Gleichungen   aus- 
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drücken  lässt,  ebenso  wenig  wie  die  hinsichtlich  des  Vor- 
zeichens von  Z. 

4.  Wenn  der  Punkte  des  Körpers,  welche  gezwungen 
sind,  auf  der  xy-£bene  zu  bleiben,  nur  zwei  sind,  oder  wenn 
dieselben  alle  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  so  kann  man 
die  dadurch  bestimmte  Linie  zur  y-Axe  wählen;  alsdann 
muss  die  Resultante  Z  die  xy-Ebene  in  einem  Punkte  dieser 
Axe  treffen,  und  man  erhält  —  unabhängig  von  den  drei 
Gleichungen  des  vorhergehenden  Falles  —  als  vierte  Gleich- 
gewichtsbedingung die  Gleichung  M  =  0. 

5.  Wenn  endlich  der  starre  Körper  die  feste  xy-Ebene 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  berührt,  in  welchen  man  als- 
dann den  Coordinatenanfangspunkt  0  legt,  so  sieht  man  leicht 
ein,  dass  zum  Gleichgewichte  die  Erfüllung  von  fünf  Bedin- 
gungsgleichungen erforderlich  ist,  nämlich  diesen: 

X  =  0,     Y  =  0, 
L  =  0,    M  =  0,    N  =  0. 

Die  Kraft  Z  repräsentirt  auch  hier  den  Druck,  welchen  die 
feste  Ebene  im  Punkte  0  auszuhalten  hat,  und  muss  ein 
passendes  Vorzeichen  haben. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  des  vorigen  Paragraphen 
überein;  denn  wenn  wir  den  Körper  A'  als  fest  liegend  und 
von  einer  Ebene  begrenzt  annehmen,  diese  Ebene  zur  xy- 
Ebene  und  den  Punkt  K  (Fig.  62)  zum  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  wählen,  so  müssen  wir  in  den  Gleichungen  dieses 
Paragraphen  Xi  =  0,  y^  =  0,  z^  =  0,  a  =  90^  b  =  90® 
setzen;  dadurch  gehen  fünf  von  den  für  das  Gleichgewicht 
des  Körpers  A  erforderlichen  Bedingungsgleichungen  in  die 
vorher  genannten  Gleichungen  über.  Die  sechste  jener  Gleich- 
ungen wird 

R  +  Z  =  0, 

wenn  man  c  =  0  annimmt  oder  den  Theil  KH  der  Normalen 
als  positive  z-Axe  auffasst;  mithin  wird  der  auf  A'  ausgeübte 
Druck,  welcher  dem  Widerstände  R  gleich  und  entgegengesetzt 
ist,  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Kraft  Z  sein. 
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Die  vorstehende  Untersuchung  der  verschiedenen  Fälle 
des  Gleichgewichtes  lehrt  uns,  dass  die  Anzahl  der  Oleich- 
gewichtsbedingungen  für  einen  starren  Körper,  dessen  Be- 
weglichkeit durch  feste  Hindernisse  beschränkt  ist,  jede  Zahl 
unter  6  sein  kann,  welche  letztere  einem  ganz  freien  Körper 
zukommt. 

§  267.  Die  Gleichung  (5),  welche  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  in  Beziehung  auf  eine  Drehung  des  Körpers  um 
die  feste  z-Axe  ausspricht,  enthält  weder  die  dieser  Axe 
parallelen  Componenten  der  gegebenen  Kräfte  P,  P",  P"  .  .  ., 
noch  die  z-Coordinaten  der  Angriffspunkte  M,  M',  M"  .  .  . 
Das  Gleichgewicht  kann  daher  nicht  gestört  werden,  wenn 
man  diese  Kräfte  und  ihre  Angriffspunkte  durch  die  ent- 
sprechenden Projectionen  auf  die  xy-Ebene  ersetzt.  Dies 
können  wir  auch  leicht  a  priori  zeigen. 

Seien  Q,  Q',  Q"  .  .  .  die  Projectionen  der  Kräfte  P,  P', 
P"  .  .  .  auf  die  xy-Ebene,  d.  h.  die  dieser  Ebene  parallelen 
Componenten,  verschoben  an  die  Projectionen  der  Punkte  M. 
M'  .  .  .  auf  jene  Ebene.  Fällen  wir  vom  Coordinatenanfangs- 
punkte  0,  den  wir  als  fest  voraussetzen,  Senkrechte  auf  die 
Richtungen  der  Kräfte  Q,  Q',  Q"  .  .  .  und  bezeichnen  deren 
Längen  mit  q,  q',  q"  .  .  .;  nehmen  wir  femer  an,  dass  die 
Kräfte  Q,  Q',  Q"  den  Körper  in  einem,  Q'",  Q""  etc.  im 
entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  streben;  dann  ist  nach 
§  47  die  Gleichgewichtsbedingung  für  alle  diese  Kräfte 

Qq  +  Q  q'  +  Q"q"  -  Q'"q'"  -  Q""q""  -  etc.  =  0,   (6) 

wenn  man  q,  q',  q",  q'"  .  .  .  ebenso  wie  Q,  Q',  Q",  Q'"  .  .  . 
als  positive  Grössen  betrachtet;  mithin  muss  diese  Gleichung 
mit  der  Gleichung  (5)  übereinstimmen,  was  sich  wirklich  auf 
folgende  Weise  zeigen  lässt. 

Sei  H  (Fig.  68)  die  Projection  des  Punktes  M,  OG  und 
HG  ihre  Coordinaten  x  und  y,  HA  die  Richtung  der  Kraft 
Q,  X  und  |Ji  die  Winkel,  welche  diese  Gerade  mit  durch  H 
gelegten  Parallelen  zur  x-  und  y-Axe  bildet.  Wir  legen 
durch  den  Punkt  0  ein  neues  Axenpaar,  Ox,  und  Oy|,  die 
erstere  parallel  der  Richtung  HA,  die  zweite  senkrecht  hierzu 
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und  so,  dass  der  Winkel  yOyi  gleichzeitig  mit  xOx^  spitz 
oder  stumpf  ist ;  nennen  wir  die  Coordinaton  OF  und  FH  des 
Punktes  H  in  Beziehung  auf  diese  neuen  Axen  x^  und  y^, 
80  ist  bekanntlieh 

X,  =  y  cos  |i.  -f-  X  cos  X, 

y^    =  y  cos  X  —   X  COS  |X. 

Da  nun  die  Senkrechte  OK  oder  q  vom  Punkte  0  nach  HA 
eine  positive  Grösse  sein  soll,  so  erhält  man 

q  =  +  y^  =  +  (y  cos  X  —   x  cos  |a), 

je  nachdem  die  Ordinate  y,  positiv  oder  negativ  ist,  oder 
anders  ausgedrückt,  je  nachdem  die  Kraft  Q  den  Körper  in 
einem  oder  dem  entgegengesetzten  Sinr.e  um  den  Punkt  0 
zu  drehen  strebt.     Andererseits  ist 

Q  =  P  sin  7, 

und  ausserdem  (§  8) 

cos  a  =  sin  7  cos  X, 
cos  ß  =  sin  7  cos  ji ; 

daraus  folgt 

Qq  =  +  P  (y  cos  a  —  x  cos  ß). 

Da   die  Kräfte   Q'   und   Q"   nach   der   Voraussetzung  in 
demselben  Sinne  wie  Q  zu  drehen  streben,  so  hat  man  ebenso 

Qq'  =  4-  P'  (y'  eo8  7.'  --  x'  cos  ß), 
q  =  -h  P    (y    cos  a    —  x    cos  ß  I : 

dagegen  erhält  man  für  die  Kräfte  Q'",  Q""  etc..  welche 
eine  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  erstreben 

q      =  -f.  P      (y      cos  a       —  x      cos  ß    ), 
q     =  +  P      (y      cos  a      —  X      cos  p     ), 
u.  s.  w. 

Man  hat  daher  in  allen  diesen  Ausdrücken  gleichzeitig  ent- 
weder die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen;  setzt 
man  dann  diese  Grössen  in  die  Gleichung  (6)  ein,  so  geht 
dieselbe  in  die  Gleichung  (5)  über,    was   wir  zeigen  wollten. 
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§  268«  Da  der  im  Oleichgewichte  befindliche  Körper 
immer  der  Schwerkraft  unterworfen  ist,  so  muss  man  zu  den 
gegebenen  Krcäften  P,  P',  P"  .  .  .  auch  sein  Gewicht  rechnen, 
als  eine  in  seinem  Schwerpunkte  angreifende  vertical  ge- 
richtete Kraft.  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  dass  es  sich 
um  einen  schweren  Körper  handele,  der  auf  einer  geneigten 
Ebene  liegt  und  nur  durch  eine  einzige  Kraft  gehalten  wird. 
Fig.  64  stellt  einen  Durchschnitt  des  Körpers  dar,  welcher 
durch  seinen  Schwerpunkt  gelegt  ist  und  mit  der  Ebene  des 
Neigungswinkels  der  schiefen  Ebene  zusammenfällt ;  die  Länge 
dieser  Ebene  ist  AB,  ihre  Basis  BC  und  ihre  Höhe  AC.  Den 
Goordinatenanfangspunkt  0  nehmen  wir  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden  Verticalen  GH  an  und  legen  die  z- 
und  X- Axe  senkrecht  resp.  parallel  zu  AB ;  die  y-Axe,  welche 
in  der  Figur  nicht  gezeichnet  ist,  würde  auf  der  Ebene  des 
Papieres  senkrecht  stehen.  Die  Kraft  P  ist  hier  das  Gewicht 
des  Körpers,  die  Verticale  GH  ihre  Richtung  und  HOx  der 
Winkel  a;  ausserdem  hat  man  x  =  0,  y  =  0,  ß  =  90®. 
Bezeichnen  wir  daher  mit  P'  die  Kraft,  welche  den  schweren 
Körper  am  Fallen  hindert,  so  reduciren  sich  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen des  dritten  Falles  im  §  266  auf 

P  cos  a  -j-  P  cos  a  =  0, 

P'  cos  ß'  =  0, 

P'  (x'  cos  ß'  —  y'  cos  a)  =  0. 

Aus  den  beiden  letzteren  folgt,  dass  ß'  =  90®  und 
y'  =  0  ist,  dass  also  die  Kraft  P'  in  die  xz-Ebene  fällt; 
dies  ist  offenbar  nothwendig,  damit  diese  Kraft  und  das  Ge- 
wicht des  Körpers  eine  einzige,  zur  schiefen  Ebene  senkrechte 
Resultante  haben.  Sei  0  der  Punkt,  in  welchem  die  Rich- 
tung der  Kraft  P'  die  Verticale  GH  trifft,  und  OD  diese 
Richtung.  Der  Winkel  a'  oder  DOx  muss  dann  ein  stumpfer 
sein,  wenn  die  erste  der  drei  vorhergehenden  Gleichungen 
erfüllt  sein  soll;  bezeichnen  wir  den  spitzen  Winkel  DOx', 
welchen  die  Kraft  P'  mit  der  Verlängerung  von  Ox  bildet, 
mit  5,  so  ist 

cos  a  =  —  cos  8. 


Schiefe  Bbene.  -^4:3 

Der  Winkel  a  oder  HOx  ist  das  Coroplement  des  Neigungs- 
winkels ABC  der  schiefen  Ebene;  bezeichnen  wir  die  Höhe 
AC  mit  h  und  die  Länge  AB  mit  U  so  ist  demnach 

h 

cos  a  =  Y> 

woraus  sich  endlich 

Ph       ^,         . 

-r  =  P    COS  0 

als  Gleichgewichtsbedingung  ergibt,  aus  der  sich  die  eine  der 
beiden  Grössen  P'  und  S  berechnen  lässt,  wenn  die  andere 
gegeben  ist. 

Wenn  zum  Beispiel  die  Kraft  P'  der  Neigung  der  schiefen 
Ebene  parallel  ist,  so  ist  S  =  0,  und  folglich 

F  :  P  =  h  :  (, 
oder,  was  dasselbe  ist 

P'  =  P  sin  i, 

wenn  wir  mit  i  den  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene  be- 
zeichnen. Bezeichnen  wir  den  Druck,  welchen  die  Ebene 
auszuhalten  hat,  und  welcher  in  diesem  Falle  die  z-Compo- 
nente  des  Gewichtes  P  ist,  mit  Q,  so  erhalten  wir  gleichzeitig 

Q  =  P  cos  i. 

§  269«  Wir  haben  hier  von  der  Reibung  abgesehen, 
welche  sich  mit  der  Kraft  P'  vereinigt,  um  den  Körper  am 
Gleiten  längs  der  schiefen  Ebene  zu  hindern.  Wenn  die 
Kraft  P'  =  0  ist,  so  kann  die  Reibung  allein  den  Körper  im 
Gleichgewichte  halten,  so  lange  der  Neigungswinkel  i  nicht 
eine  gewisse  Grenze  überschreitet.  Bezeichnen  wir  diesen 
Grenzwerth  von  i  mit  X,  und  nehmen  an,  dass  in  dem  Augen- 
blicke, wo  das  Gleichgewicht  aufhört,  die  Reibung  ein  Bnich- 
theil  f  des  Druckes  ist,  so  muss  die  Kraft  fQ  der  mit  der 
schiefen  Ebene  parallelen  Componente  P  sin  X  des  Körper- 
gewichtes gerade  das  Gleichgewicht  halten.  Mithin  haben 
wir  gleichzeitig 
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Q  =  P  cos  X, 
fQ  =  P  sin  K 

woraus  folgt: 

f  =  tg  X. 

Hieraus  berechnet  sich  der  Werth  von  f  nach  Beobachtung 
des  Winkels  X,  bei  welchem  der  Körper  sich  zu  bewegen  an- 
fängt, und  welchen  man  den  Reibungswinkel  nennt. 

Die  Erfahrung  lehrt,  dass  in  dem  Augenblicke,  welcher 
dem  Aufhören  des  Oleichgewichtes  vorangeht,  wenn  alle 
anderen  Umstände  dieselben  bleiben,  die  Reibung  dem  Drucke 
proportional  ist,  so  dass  der  Coefficient  f  und  der  Winkel  X 
von  dem  Drucke  Q  und  mithin  von  dem  Gewichte  P  unab- 
hängig sind.  Dieser  Coefficient  ändert  sich  mit  der  Natur 
des  Körpers  und  der  Glätte  der  sich  berührenden  Flächen; 
man  hat  auch  gefunden,  dass  er  seinen  grössten  Werth  erst 
dann  erreicht,  wenn  der  Körper  eine  gewisse  Zeit,  die  für 
verschiedene  Stoffe  verschieden  ist,  mit  seiner  Unterlage  in 
Berührung  gewesen  ist;  und  nur  in  Beziehung  auf  diesen 
Maximal  werth  ist  die  Reibung  dem  Drucke  proportional. 

Aus  diesem  experimentell  gefundenen  Gesetze  folgt,  daas, 
wenn  mehrere  Körper  aus  einem  Stoffe  und  von  gleicher 
Oberflächen-Glätte  auf  eine  horizontale  Ebene  gelegt  werden, 
und  man  nach  einer  gewissen  Zeit  diese  Ebene  allmählich 
neigt,  alle  diese  Körper  bei  demselben  Neigungswinkel  X  zu 
gleiten  anfangen,  welches  auch  ihr  Gewicht  und  die  Grösse 
der  Fläche  sein  möge,  mit  der  sie  die  Ebene  berühren. 

§  270«  Wenn  ein  Körper  auf  eine  horizontale  Ebene 
gelegt  wird,  so  vertheilt  sich  der  Druck,  welcher  von  seinem 
Gewichte  P  ausgeübt  wird,  auf  seine  Unterstützungspunkte; 
wenn  deren  Anzahl  aber  drei  übersteigt,  so  erscheint  diese 
Vertheilung  zunächst  unbestimmt;  hierin  liegt  eine  Schwierig- 
keit, welche  wir  untersuchen  wollen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  nehmen 
wir  an,  dass  die  horizontale  Ebene  die  Oberfläche  eines 
Tisches  mit  verticalen  Füssen  sei.  In  dieser  Ebene  ziehen 
wir  zwei  rechtwinklige  Axen  Ox   und  Oy   (Fig.  65).     Sei  C 
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die  Projection  des  Schwerpunktes  des  Körpers  auf  diese 
Ebene  und  A,  A\  A"  etc.  die  Punkte  derselben  Ebene, 
welche  den  Füssen  des  Tisches  entsprechen.  Bezeichnen  wir 
mit  Xi,  Yi,  X,  y,  x',  y,  x",  y" . . .  die  Coordinaten  der  Punkte 
C,  A,  A',  A''  etc.  in  Beziehung  auf  das  gewählte  Axenkreuz. 
Wenn  der  Tisch  nicht  umfallen  soll,  so  muss  der  Punkt  C 
innerhalb  des  Polygons  AA'A"A"'  .  .  .  liegen.  Ist  diese  Be- 
dingung erfüllt,  so  wird  sich  das  Gewicht  P,  welches  auf 
den  Punkt  C  wirkt,  in  parallele  Kräfte  zerlegen,  welche  im 
Sinne  der  Schwerkraft  wirken  und  in  den  Unterstützungs- 
punkten A,  A',  A''  .  .  .  angreifen  und  die  Lasten  darstellen, 
welche  die  einzelnen  Füsse  des  Tisches  zu  tragen  haben. 
Seien  diese  unbestimmten  Lasten  Q,  Q',  Q"  etc.;  dann  ist 
nach  der  Theorie  der  parallelen  Kräfte 

p  =  Q  +  Q'  +  Q"  +  .  .  ., 

Px^  =  Qx  +  Q'x'  +  Q"x"  H , 

Py,  =  Qy  +  Q'y'  +  Q"y "  +  •    • 

Sind  nur  drei  A,  Unterstützungspunkt«  A',  A"  vorhanden, 
so  genügen  diese  drei  Gleichungen,  um  die  Grössen  Q,  Q', 
Q"  vollständig  zu  bestimmen.  Sind  dagegen  vier  oder  mehr 
solcher  Punkte  da,  so  ist  das  Problem  unbestimmt,  und  man 
darf  die  Werthe  aller  Unbekannten  mit  Ausnahme  von  dreien 
willkürlich  wählen,  jedoch  nur  so,  dass  sich  auch  für  diese 
drei  positive  Werthe  ergeben. 

Diese  Unbestimmtheit  würde  in  der  That  stattfinden, 
wenn  der  Tisch  absolut  unbiegsam  wäre;  dies  ist  jedoch  nie 
der  Fall;  und,  wie  gering  seine  Biegsamkeit  auch  sein  mag, 
immer  wird  er  beim  Aufsetzen  einer  Last  oder  durch  sein 
eigenes  Gewicht  seine  Gestalt  ändern  und  in  seinen  ver- 
schiedenen Theilen  ungleich  zusammengedrückt  werden.  Die 
Gestalt,  die  er  annimmt,  und  die  Grösse,  um  welche  er  in 
jedem  Punkte  zusammengedrückt  wird,  hängen  aber  nicht 
nur  von  dem  Gewichte  P,  sondern  auch  von  der  Anzahl  und 
der  Vertheilung  der  Unterstützungspunkte  A,  A',  A"  .  .  .  ab; 
beide  Momente,  wie  auch  der  Druck,  der  auf  jedem  dieser 
Punkte  lastet,   werden  in  jedem   besonderen   Falle  bestimmt 
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sein.  Allerdings  ist  die  Berechnung  dieser  Orösse  ein  sehr  schwie- 
riges Problem,  dessen  allgemeine  Lösung  der  mathematischen 
Physik  angehört  und  noch  nicht  durchgeführt  worden  ist.  Wir  be- 
schränken uns  hier  auf  die  Bemerkung,  dass  in  der  Natur 
alles  mit  Nothwendigkeit  bestimmt  ist,  und  dass,  wenn  uns 
irgend  etwas  unbestimmt  erscheint,  dies  nur  daher  kommt 
dass  wir  auf  irgend  ein  Datum  des  Problems,  d.  h.  auf  irgend 
eine  Eigenschaft  der  Materie,  keine  Rücksicht  genommen  haben, 
wie  z.  B.  in  dem  vorliegenden  Falle  auf  den  Grad  der  Bieg- 
samkeit des  Tisches. 


■o^>0|£o^»o- 
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Theorie  der  Momente. 

§  271.  Die  Momente,  welche  wir  in  diesem  Kapitel 
näher  betrachten  wollen,  sind  diejenigen,  von  denen  im  §  42 
die  Rede  war.  Das  Moment  einer  Kraft  P  ist  also  das 
Product  Pp  dieser  Kraft  und  der  Senkrechten  p,  welche  vom 
Mittelpunkte  der  Momente  auf  ihre  Richtung  gefällt  wird. 
Wenn  daher  C  dieser  Mittelpunkt  ist,  und  die  Kraft  P  durch 
die  in  ihrer  Richtung  liegende  Strecke  MA  dargestellt  wird, 
so  ist  ihr  Moment  gleich  dem  doppelten  Flächeninhalte  des 
Dreiecks  CAM,  welches  diese  Kraft  als  Basis  und  den  Punkt 
C  als  Spitze  hat.  Hiernach  ist  das  Theorem  des  §  46  über 
das  Moment  der  Resultante  zweier  Kräfte  auf  einen  geo- 
metrischen, leicht  zu  beweisenden  Satz  zurückgeführt. 

Seien  MA  und  MB  die  beiden  Componenten;  die  Dia- 
gonale MD  des  Paralellelogramms  MADB  ist  die  Resultante 
derselben ;  und  da  der  Punkt  C  ausserhalb  des  Winkels  AMB 
und  seines  Scheitelwinkels  liegt,  so  handelt  es  sich  darum, 
nachzuweisen,  dass  das  Dreieck  CMD  die  Summe  der  Drei- 
ecke GMA  und  CMB  ist.     Nun  hat  man  zunächst 

CMD  =  CMA  +  CAD  +  MAD ; 

ällt  man  vom  Punkte  C  auf  die  Linie  MB   eine  Senkrechte 
CE,  welche  die  Parallele  AD  in  F  trifift,  so  ist 

CMB  =  -!  MB .  CE, 


CAD=  i  AD.CF; 


und  da 


MB  =  AD, 

CF  =  CE  —  EF 
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ist,  80  folgt  daraus 

CAD  =  CMB  -  {  MB .  EF. 

Das  Product  MB.EF  ist  aber  der  Flächeninhalt  des  Parallelo- 
gramms MADB,  also  gleich  2  MAD;  daher  erhält  man 

CAD  =  CMB   -  MAD 

und  mithin 

CMD  =  CMA  +  CMB, 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Figur  setzt  voraus,  dass  die  Strecke  EF  die  Differenz 
der  Höhen  CE  und  CF  sei;  sie  könnte  auch  ihre  Summe 
sein,  und  alsdann  würde  sich  die  obige  Ableitung  ohne  Schwierig- 
keit so  umgestalten  lassen,  dass  sie  auch  für  diesen  Fall 
anwendbar  wäre.  Man  würde  dann  auf  dieselbe  Weise  zeigen 
können,  dass  das  Dreieck  CMD  die  Differenz  der  Dreiecke 
CMB  und  CMA  ist,  falls  der  Punkt  C  innerhalb  des  Winkels 
AMB  oder  seines  Scheitelwinkels  liegt. 

§  272.  Legen  wir  durch  das  Momente-Centrum  C  eine 
beliebige  Ebene  und  projiciren  auf  diese  die  Strecke  AB, 
welche  die  Kraft  P  der  Grösse  und  Richtung  nach  darstellt; 
diese  Projection  A'B'  repräsentire  eine  Kraft  Q.  Das  Moment 
der  Kraft  P  ist  gleich  dem  doppelten  Flächeninhalte  des 
Dreiecks  CAB,  und  das  der  Kraft  Q  gleich  2.CA'B';  es  ist 
daher,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Momente  —  den  ich  in 
Zukunft  auch  kurz  als  den  Pol  bezeichnen  will  —  derselbe 
bleibt,  das  Moment  der  Projection  einer  Kraft  auf  eine  durch 
diesen  Punkt  gehende  Ebene  gleich  der  Projection  des  Mo- 
mentes dieser  Kraft  auf  dieselbe  Ebene. 

Bezeichnen  wir  das  Moment  der  Kraft  P  mit  H,  und 
das  ihrer  Projection  Q  mit  K,  errichten  auf  den  Ebenen 
dieser  Momente  die  Perpendikel  CD  und  CE  und  bezeichnen 
den  Winkel  DCE  mit  o,  so  ist  dieser  Winkel  zugleich  der 
Neigungswinkel  der  Ebenen  H  und  K  und  wir  haben  nach  §  10 

K  =  H  cos  5. 

Für  ein  und  dieselbe  Kraft  P  ändert  sich  der  Winkel  5  und  das 
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Moment  H  mit  der  Lage  des  Poles  C  auf  der  Geraden  CE ; 
das  Product  H  cos  8  ändert  sich  dagegen  nicht,  so  lange  diese 
Gerade  dieselbe  bleibt;  denn  das  Dreieck  CA'B'  wird  in 
diesem  Falle  nur  parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  wobei 
sein  Flächeninhalt,  und  somit  auch  der  Werth  von  K,  derselbe 
bleibt. 

§  273.  Betrachten  wir  nun  ein  System  von  beliebigen 
Kräften  P,  P',  P"  .  .  .  .  Seien  H,  H',  H"  .  .  .  .  ihre  Momente 
in  Beziehung  auf  den  Pol  C  (Fig.  68).  Bezeichnen  wir  mit 
5,  S',  ä"  . .  . .  die  Winkel,  welche  die  Normalen  CD,  CD',  CD  "  etc. 
der  Ebenen  dieser  Momente  mit  einer  Axe  CE  bilden,  und 
mit  Q,  Q',  Q"  etc.  die  Projectionen  von  P,  P',  P "  etc.  auf  eine 
durch  den  Punkt  C  senkrecht  zu  dieser  Axe  gelegte  Ebene; 
endlich  mit  K,  K',  K"  .  .  .  .  die  Projectionen  von  H,  H',  H"  .  .  .  . 
auf  dieselbe  Ebene:  dann  ist: 

K   =  H  cos  8, 
K'  =  H  cos  8', 
K"  =  H  cos  8", 

Wenn  es  sich  nur  darum  handelte,  den  Flächeninhalt  der 
Projectionen  aus  dem  der  projicirten  Flächen  zu  berechnen, 
so  hätte  man  unter  den  Neigungswinkeln,  8,  8',  8''  .  .  .  .  ein- 
fach die  spitzen  Winkel  zu  verstehen,  welche  die  Moment- 
Ebenen  mit  der  Projectionsebene,  oder  ihre  Normalen  mit  der 
Normale  der  letzteren  bilden.  Aber  bei  den  Anwendungen, 
welche  wir  von  den  Projectionen  der  Momente  machen  werden, 
sind  diese  Winkel  tlieils  als  spitze,  theils  als  stumpfe  an- 
zusehen, oder  mit  anderen  Worten:  wir  müssen  unter  den 
Linien  CD,  CD',  CD"  .  .  •  diejenigen  Theile  der  Normalen  der 
Momentebenen  H,  H',  H"  •  •  •  verstehen,  welche  mit  der  Axe 
CE  spitze  oder  stumpfe  Winkel  bilden,  je  nachdem  die  Projec- 
tionen Q,  Q',  Q'  •  •  •  der  Kräfte  P,  P ,  P",  .  .  .  eine  Drehung 
um  den  Punkt  C  in  einem  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne 
erstreben.  In  der  Figur  sind  die  Winkel  DCE,  D'CE,  D"CE 
spitz,  die  Winkel  D'CE,  D'  "CE  stumpf;  dies  setzt  voraus, 
dass  die  Kräfte  Q,  Q',  Q"  in  ein  und  demselben  Sinne,  die 
Kräfte  Q"  und  Q""  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen 

Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbuch  der  Mechanik.  29 
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streben.  Wenn  die  Strecken  CD/'  und  CD'"  eine  Gerade  bilden, 
so  dass  die  eine  die  Verlängerung  der  anderen  ist,  so  deutet 
das  an,  dass  die  Kräfte  P"  und  P'"  in  einer  durch  den  Punkt 
C  gehenden  Ebene  liegen,  aber  ebenso  wie  ihre  Projectionen 
Q"  und  Q'"  den  Körper  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen 
suchen. 

Bezeichnen  wir  mit  S  die  Summe  der  positiven  oder 
negativen  Werthe  von  K,  K',  K"  ....  so  ist 

S  =  H  cos  S  +  H'  cos  8'  +  H"  cos  «"  + ; 

abgesehen  vom  Vorzeichen,  ist  S  die  Summe  der  Momente  der 
Kräfte  Q,  Q',  Q"  .  .  .,  welche  in  einem  Sinne,  weniger  der 
Summe  der  Momente  derjenigen,  welche  im  entgegengesetzten 
Sinne  zu  drehen  suchen ;  nach  dem  Satze  des  §  47  stellt  daher 
die  Grösse  +  S  das  Moment  der  Resultante  aller  dieser  Kräfte 
dar,  welche  eine  Drehung  im  Sinne  der  Kräfte,  die  den  spitzen 
Winkeln  8,  8',  8"  .  .  .  entsprechen,  oder  eine  Drehung  im  Sinne 
derjenigen  erstrebt,  welche  den  stumpfen  Winkeln  8'",  8""  .... 
entsprechen,  je  nachdem  der  Werth  von  S  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  man  gleichzeitig  alle  Strecken  CD,  CD',  CD"  .... 
durch  ihre  Verlängerungen  ersetzt,  so  gehen  die  Winkel  8,  8*, 
8"  .  .  .  in  ihre  Supplemente  über,  und  S  verwandelt  sich  in 
—  S.  Dasselbe  geschieht,  wenn  man  die  Axe  C£  durch  ihre 
Verlängerung  CE'  ersetzt. 

Die  Summe  S  ist  ebenso  wie  jeder  ihrer  Theile  von  der 
Lage  des  Poles  C  auf  der  Axe  CE  unabhängig ;  sie  hängt  nur 
von  dem  System  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  . ,  von  der  Lage  der 
Axe  EE'  und  davon  ab,  welchen  Theil  der  Normalen  der 
Projectionsebene  man  zur  Axe  wählt.  In  Zukunft  werden  wir 
die  Grösse  S  als  das  Moment  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  .  in 
Beziehung  auf  die  Axe  CE  bezeichnen. 

§  274.  Nach  dieser  Definition  sind  die  drei  Grössen  L, 
M  und  N  des  §  261  die  Momente  der  Kräfte  P,  P',  P"  .  .  . 
in  Beziehung  auf  die  positiven  Coordinatenaxen. 

Um  dies  zu  zeigen,  sei  Q  die  Projection  der  Kraft  P  auf 
die  xy-Ebene,  und  q  die  vom  Coordinatenanfangspunkt  auf  ihre 
Richtung   gefällte  Senkrechte,   so  dass  ihr  Moment  in  Be- 
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Ziehung  auf  diesen  Punkt  gleich  Qq  ist.  Sei  die  Kraft  Q  von 
A  nach  B  gerichtet  (Fig.  69),  und  seien  x  und  y  die  Coordi- 
naten  AG  und  AD  ihres  Angriffspunktes  A.  Seien  femer  X 
und  (t  die  Winkel  BAC  und  BAD',  welche  die  Kraft  Q  mit 
den  Coordinatenaxen  bildet;  die  Gomponenten  in  Richtung  von 
AG'  und  AD'  sind  dann  Q  cos  X  und  Q  cos  (i,  und  ihre  Mo- 
mente in  Beziehung  auf  den  Punkt  0 

yQ  cos  X  und  xQ  cos  (i; 

in  dem  Falle,  den  unsre  Figur  darstellt,  streben  dieselben 
eine  Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  an,  während  die 
Kraft  Q  mit  Q  cos  {t  in  demselben  Sinne  wirkt;  es  ist  daher 

Qq  =  xQ  cos  jt  —  yQ  cos  X. 

Untersucht  man  die  verschiedenen  Lagen,  welche  der 
Punkt  A,  und  die  verschiedenen  Richtungen,  welche  die  Kraft 
Q  haben  kann,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  diese  Gleich- 
ung bestehen  bleibt,  welches  auch  die  Vorzeichen  van  x,  y, 
cos  X  und  cos  |i.  sein  mögen,  vorausgesetzt,  dass  die  Kraft 
Q  —  wenn  man  sie  in  die  Schnittpunkte  E  oder  P  ihrer  Rich- 
tung mit  der  x-  resp.  y-Axe  verschiebt  —  die  x-Axe  in  den 
Quadranten  der  positiven  x  und  y,  und  demnach  die  y-Axe 
aus  diesem  Quadranten  heraus  zu  drehen  strebt,  wie  das  in 
der  Figur  durch  die  Pfeile  s  und  s'  angedeutet  ist.  Wenn 
dagegen  die  so  verschobene  Kraft  Q  die  positive  y-Axe  in 
diesen  Quadranten  und  die  x-Axe  heraus  zu  drehen  strebte, 
so  würde  man  die  Gleichung 

Qq  =  yQ  cos  X  —  xQ  cos  (t 

haben  für  alle  Vorzeichen  von  x,  y,  cos  X  und  cos  |J.. 

Bezeichnen  wir  mit  S  das  Drehungsmoment  der  Kräfte 
P,  P',  P"  •  •  in  Beziehung  auf  die  positive  z-Axe  und  betrach- 
ten die  Winkel  8,  8',  8"  .  .  .  ••  des  vorigen  Paragraphen  als 
spitz  oder  stumpf,  je  nachdem  die  Projectionen  Q,  Q',  Q"  •  •  • 
dieser  Kräfte  die  positive  x-Axe  in  den  genannten  Quadranten 
hinein  oder  aus  demselben  heraus  zu  drehen  streben,  so  er- 
halten wir  nach  dem  Vorhergehenden 

S  =  Q  (x  cos  jJi  —  y  cos  X)  -\-  Q'  (x'  cos  |i'  —  y'  cos  X') 
+  Q"  (x"  cos  |x"  —  y"  cos  X")  -f-  .  .  .  ., 

29^ 
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wo  die  gestnchelten  Buchstaben  für  die  Kräfte  Q',  Q"  •  *  • 
dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  einfachen  für  Q. 

Sind  ferner  a,  ß,  7,  a',  ß',  y',  ....  die  Winkel,  welche  die 
Kräfte  P,  P',  •  •  •  mit  den  positiven  Richtungen  der  x-,  y-  und 
z-Axe  bilden,  so  ist 

Q  =  P  sin  Y,  Q'  =  P'  sin  y', 

cos  a  =  sin  7  cos  X,  cos  a'  =  sin  7'  cos  X', 

cos  ß  =  sin  7  cos  (t,  cos  ß'  =  sin  7'  cos  \l\ 

u.  s.  w. 

und  demnach  fallt  S  mit  der  Orösse  L  des  §  26 1  zusammen. 
Es  ist  daher  L  das  Drehungsmoment  der  Kräfte  P,  P',  P"  •  • 
in  Beziehung  auf  die  positive  z-Axe;  undje  nachdem  dieses  positiv 
oder  negativ  ist,  sucht  das  System  von  Kräften  die  positive 
xz-Ebene  in  die  körperliche  Ecke  der  positiven  x  y  z  hinein, 
oder  aus  derselben  heraus  zu  drehen. 

Nehmen  wir  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  eine  cyclische 
Vertauschung  in  der  Weise  vor,  dass  wir  x,  y,  z  durch  z,  x,  y 
ersetzen  und  die  übrigen  Grössen  in  entsprechender  Weise 
vertauschen,  so  geht  L  in  M  über;  es  ist  daher  M  das  Dreh- 
ungsmoment der  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  in  Beziehung  auf  die 
positive  y-Axe,  und  das  Kräftesystem  sucht  die  positive 
zy-Ebene  in  die  körperliche  Ecke  der  positiven  Coordinaten- 
axen  zu  drehen,  wenn  M  positiv,  dagegen  aus  dieser  Ecke 
heraus,  wenn  M  negativ  ist.  Durch  abermalige  Yertauschung 
von  z,  X,  y  mit  y,  z,  x,  sowie  der  diesen  Coordinatenaxen 
entsprechenden  Grössen  unter  einander  geht  M  in  N  über: 
N  stellt  also  das  Drehungsmoment  der  genannten  Kräfte  um 
die  positive  x-Axe  dar,  und  zugleich  gibt  das  Vorzeichen  von 
N  den  Sinn  der  angestrebten  Drehung  in  derselben  Weise 
an,   wie  die  Vorzeichen  der  beiden  anderen  Momente. 

Die  drei  Grössen  L,  M,  N  sind  also  wirklich,  wie  wir 
oben  behaupteten,  die  Momente  desselben  Kräfte-Systems  in 
Beziehung  auf  die  drei  Coordinatenaxen ;  ihre  Vorzeichen,  wie 
sie  im  §  261  bestimmt  worden  sind,  entsprechen  einem  be- 
kannten Sinne  der  Drehung  um  die  jedesmalige,  als  fest  ge- 
dachte Axe. 
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§  275.     Für  die  erste  Gleichung  des  vorigen  Paragraphen 
können  wir  auch  schreiben: 

Qq  =  xP  cos  ß  —  yP  cos  a. 

Bezeichnen  wir  mit  H  das  Moment  von  P  in  Beziehung 
auf  den  Goordinatenanfangspunkt,  und  mit  8  den  Winkel, 
welchen  die  eine  Seite  der  Normale  auf  der  Ebene  dieses 
Momentes  mit  der  positiven  z-Axe  bildet,  so  ergibt  sich  hieraus 
mit  Rücksicht  auf  §  272: 

H  cos  S  =  P  (x  cos  ß  —  y  cos  a) ; 

darin  liegt  die  Voraussetzung,  dass  die  erwähnte  Seite  der 
N^ormale  der  Ebene  von  H  diejenige  ist,  welche  mit  der 
positiven  z-Axe  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet, 
je  nachdem  die  Klammer  einen  positiven  oder  negativen 
Werth  hat. 

Sind  Sj  und  8^  die.  Winkel,  welche  derselbe  Theil  der 
Normale  mit  der  positiven  y-  resp.  x-Axe  bildet,  so  ist  ebenso 

H  cos  8^  =  P  (z  cos  a  —  x  cos  y), 
H  cos  8^  =  P  (y  cos  T  —  z  cos  ß). 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

(x  cos  ß    -  y  cos  a)*  -|-  (z  cos  a  —  x  cos  y)^ 
+  (y  cos  T  —  z  cos  ß)^  =  p^ 

und  betrachtet  p  als  positive  Grösse,  so  folgt  daraus 

H  =  P.p, 
da 

cos*  6  -|-  cos^  3j  +  cos*  8jj  =  1 

ist;  demnach  erhält  man  zur  unzweideutigen  Bestimmung  der 
drei  Winkel  8,  8^,  8^  die  Gleichungen 

cos  8  =  —  (x  cos  ß  —  y  cos  a), 

cos  6j  =  —  (z  cos  a  —  x  cos  7), 

cos  8^  =  _  (y  cos  Y  —  z  cos  ß). 
P 
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Die  Winkel  S,  S^,  8^  sind  spitz  oder  stumpf,  je  nachdem 
der  Werth  der  betreffenden  Parenthese  ein  positiver  oder  ein 
negativer  ist. 

Man  kann  auch  auf  einem  anderen  Wege  die  Richtigkeit 
dieser  Formeln  leicht  beweisen.  Sei  die  Gleichung  der  Ebene, 
welche  den  Goordinatenanfangspunkt  und  die  Kraft  P  enthält, 

Au  +  Bv  +  Cw  =  0, 

wo  u,  V  und  w  die  laufenden  Goordinaten  bedeuten.    Da  die 
Goordinaten  des  Angriffspunktes  dieser  Kraft  x,  y  und  z  sind, 

so  muss  auch 

Ax  +  By  +  Gz  =  0 

sein ;  femer  sind  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  durch 

den    Anfangspunkt  der  Goordinaten  geht  und    der  Kraft  P 

parallel  ist: 

V  cos  a  =  u  cos  ß, 

w  cos  a  ^  u  cos  Y ; 

und  da  diese  Parallele  auch  in  der  betrachteten  Ebene  liegt, 
so  ergibt  sich  als  zweite  Bedingungsgleichung 

A  cos  a  -f-  B  cos  ß  +  G  cos  T  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

Q  _  A(xcosß  — ycosa)  . 
y  cos  T  —  z  cos  ß  ' 

„ A  (z  cos  g  —  X  cos  y) 

y  cos  T  —  z  cos  ß 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  der 
Ebene  geht  dieselbe  über  in: 

u  (y  cos  7  —  z  cos  ß)  +  V  (z  cos  a  —  x  cos  7) 
+  w  (x  cos  ß  --  y  cos  a)  =  0. 

Nach  §  17  haben  aber  die  Gosinus  der  Winkel  S,  S^>  i^« 
welche  die  Normale  dieser  Ebene  mit  den  Axen  der  u,  v,  w 
bildet  —  die  auch  zugleich  die  Axen  der  x,  y,  z  sind  —  gerade 
die  Werthe,  welche  wir  vorher  gefunden  haben. 

Gemäss  der  Gleichung 

H  =  Pp 
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ist  p  die  Länge  des  vom  Goordinatenanfangspiinkt  auf  die 
Richtung  der  Kraft  P  gefällten  Lothes.  Auch  dies  lässt  sich 
leicht  direct  zeigen,  wenn  man  den  Fusspunkt  dieses  Lothes 
als  Angriffspunkt  der  Kraft  P  betrachtet.  Bezeichnet  man 
nämlich  den  nach  diesem  Punkte  gehenden  Radius  vector 
(der  mit  der  Senkrechten  zusammenfällt)  mit  r,  und  die  Winkel, 
welche  er  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  mit  X,  (t  und  v,  so  ist 

X  =  r  cos  X, 
y  =  r  cos  |i, 
z  =  r  cos  V. 

Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  Formel  für  p'  ein  und 
beiiicksichtigt  die  Gleichungen  der*  §§  6  und  9 : 

cos'  a  -j-  cos'  ß  +  cos'  t  =  l, 
cos'  X  4"  cos'  {t  +  cos'  T  =  1, 
cos  «.  cos  X  +  cos  ß«  cos  [i  +  cos  Y-  cos  V  =  0, 

so  ergibt  sich 

p'  =  r' 
oder  p  =  r. 

§  276.  Die  Momente  eines  und  desselben  Systems  von 
Kräften  in  Beziehung  auf  verschiedene  Axen  haben  bemerkens- 
werthe  Eigenschaften,  die  in  engem  Zusammenhange  stehen 
mit  den  Eigenschaften  der  Projectionen  einer  ebenen  Fläche 
auf  verschiedene  Ebenen.  Diese  wollen  wir  jetzt  näher  in's 
Auge  fassen. 

Seien  Ox,  Oy,  Oz  drei  rechtwinklige  Axen,  die  sich  in 
einem  Punkte  0  schneiden  (Fig.  70).  Wir  ziehen  durch  diesen 
Punkt  drei  andere,  gleichfalls  rechtwinklige  Axen  Ox',  Oy',  Oz'; 
um  die  Lage  der  letzteren  gegen  die  ersteren  zu  bestimmen, 
setzen  wir  die  Winkel 

xOx'  =  a,  yOx'  =  ß,  zOx   =  7, 

xOy'  =  a',    •  yOy'  =  ß',  zOy' =  7', 

xOz'  =  a",  yOz'  =  ß",  zOz  =  t", 

und  betrachten  a,  ß,  7,  a  •  •  •  •  als  neun  gegebene  spitze  oder 
stumpfe    Winkel,    deren  Cosinus    mit    einander  durch  sechs 
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Oleichungen  verbunden  sind.   Betrachtet  man  nach  einander  die 
drei  Geraden  Ox',  Oy'.  Oz\  so  hat  man  zunächst  die  Gleichungen 

cos*  OL  -f-  cos*  ß    +  cos*  T  =  1, 
cos*ä'  +  cos*ß'  +  cos*  t'  =  1,      '     (1) 
cos*  a"  -|-  cos*  ß"  +  cos*  7"  =  1 ; 

und   weil   die  Winkel    x'Oy',  x'Oz'  und  y'Oz'    rechte    sind, 
so  ist 


cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  ß'  +  cos  t  cos  7'  =  0, 
cos  7.  cos  a"  +  cos  ß  cos  ß"  +  cos  7  cos  7"  =  0, 
cos  OL  cos  a"  +  cos  ß'  cos  ß"  +  cos  7'  cos  7"  =  0. 


(2) 


Umgekehrt  bestimmen  die  neun  Winkal  a,  a',  a",  ...  die 
Richtungen  der  ursprünglichen  Axen  Ox,  Oy,  Oz  gegen  die 
neu  eingeführten  Ox',  Oy',  Oz'.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält 
man  die  6  Gleichungen. 

cos*  a  +  cos*  a  +  cos*  a"  =  1, 
cos*  ß  +  cos*  ß'  +  cos*  ß"  =  I,  (3j 

cos*  7  +  cos*  7'  +  cos*  7"  =  1 , 
und 

cos  a  cos  ß  +  cos  ol  cos  ß'  +  cos  a"  cos  ß"  =  0, 

cos  OL  cos  7  +  cos  a  cos  7'  +  cos  a"  cos  7"  =  0,      .     (4\ 

cos  ß  cos  7  +  cos  ß'  cos  7'  +  cos  ß "  cos  7"  =  0, 

Gleichungen,  welche  den  Formeln  (1)  und  (2)  äquivalent  sind 
und  dieselben  ersetzen  können. 

Sei  a  der  Flächeninhalt  irgend  einer  ebenen  Figur,  die 
von  einem  beliebigen  Umrisse  begrenzt  wird  und  in  einer 
durch  den  Punkt  0  gehenden  £bene  liegt.  In  diesem  Punkte 
errichten  wir  auf  der  Ebene  von  a  eine  Senkrechte  Ol)  und 
setzen  die  Winkel 

xOD  =  q, 
yOD  =  q , 
zOD  =  q". 

Diese  drei  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bestimmen  die  Rich- 
tung von  OD  und  die  Lage  der  Ebene  von  a;  wenn  dieselben 
alle  drei  in  ihre  Supplemente  übergehen,   so  verwandelt  sich 
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die  Gerade  OD  in  ihre  Verlängerung  über  0  hinaus,  während 
die  Ebene  a  dieselbe  bleibt. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  p,  p',  p"  die  Projectionen  von 
a  auf  die  Ebenen  yOz,  xOz  und  xOy,  so  ist  nach  §  10 


p 

a  cos 

q. 

p 

— 

a  cos 

q, 

p 

a  cos 

q  . 

Sei  endlich  b  die  Projection  von  a  auf  eine  vierte  beliebige, 
jedoch  durch  den  Punkt  0  gehende  Ebene,  z.  B.  auf  die 
Ebene  y'Oz',  und  der  Winkel 

x'OD  =  c, 

so  ist  auch 

b  =  a  cos  c ; 

und  da  nach  Gleichung  (2)  des  §  9 

cos  c  =  cos  q  cos  a  +  cos  q'  cos  ß  +  cos  q"  cos  y     (5) 

ist,  so  wird 

b  =  p  cos  a  +  p'  cos  ß  +  p"  cos  y,  (6) 

eine  Gleichung,  welche  die  Projection  einer  Fläche  a  auf  eine 
beliebige  Ebene  darstellt,  wenn  man  ihre  Projectionon  auf 
drei  rechtwinklige  Ebenen  kennt. 

Da  die  Gleichung  (5)  nur  unter  Berücksichtigung  der 
Vorzeichen  der  Cosinus,  welche,  in  ihr  vorkommen,  gilt,  so 
müssen  wir  auch  in  der  Gleichung  (6)  auf  die  Vorzeichen  der 
Projectionen  p,  p',  p''  Rücksicht  nehmen  und  dieselben  als 
positive  resp.  negative  Grössen  betrachten,  je  nachdem  die 
Normale  OD  der  Ebene  von  a  mit  den  Axen  Ox,  Oy  und  Oz 
spitze  oder  stumpfe  Winkel  bildet. 

§  277«  Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  Anzahl  von 
Figuren  a,  a',  a"  .  .  .,  die  in  verschiedenen  Ebenen  liegen;  wir 
projiciren  alle  diese  Flächen  auf  die  drei  Coordinaten-Ebenen 
xOy,  xOz  und  yOz  und  addiren  die  Projectionen,  die  auf 
jeder  dieser  Ebenen  liegen,  mit  Berücksichtigung  ihrer  Vor- 
zeichen in   der  eben  auseinandergesetzten  Art.     Seien  A,  A' 
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und  A"  die  drei  Summen,  die  man  auf  diese  Weise  erhält; 
sei  ferner  B  die  Summe  der  Projectionen  von  a,  a,  a"  .  .  . 
auf  die  Ebene  y'Oz' ;  wenn  man  für  jede  dieser  Flächen  eine 
der  Formel  (6)  ähnliche  Gleichung  bildet  und  darauf  alle  diese 
Gleichungen  addirt,  so  erhält  man 

B  =  A  cos  a  +  A'  cos  ß  +  A"  cos  t- 

Bezeichnen  wir  mit  B'  die  Summe  der  Projectionen  von 
a,  a',  a"  .  .  .  auf  die  Ebene  x'Oz',  so  ist  leicht  ersichtlich, 
dass  man  den  Werth  von  B'  aus  dem  von  B  herleiten  kann, 
wenn  man  die  auf  der  letzteren  Ebene  senkrechte  Axe  Oy' 
für  die  auf  y'Oz'  senkrechte  Ox'  einführt,  oder  mit  anderen 
Worten,  wenn  man  in  der  vorigen  Gleichung  die  Winkel  a, 
ß,  T  durch  a',  ß',  7'  ersetzt;  dadurch  erhält  man 

B'  =  A  cos  a'  +  A'  cos  ß'  +  A"  cos  y'  ; 

und  in  ganz  entsprechender  Weise  ergibt  sich,  wenn  wir  die 
Summe  der  Projectionen  von  a,  a',  a"  .  .  .  .  auf  die  dritte 
Ebene  x'Oy'  mit  B"  bezeichnen, 

B"  =  A  cos  a"  +  A'  cos  ß"  -|-  A"  cos  t". 

Umgekehrt  kann  man  auch  aus  den  Werthen  von  B,  B\  B'' 
mit  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  Summen 
A,  A'  und  A"  herleiten;  man  findet 

A    =  B  cos  a  +  B'  cos  a  +  B"  cos  a", 

A'  =  B  cos  ß  +  B'  cos  ß'  +  B"  cos  ß",  (7) 

A"  =  B  cos  T  +  B'  cos  7'  +  B'  cos  7". 

Diese  verschiedenen  Gleichungen  lehren  uns,  dass  die 
Projectionen  von  ebenen  Flächen  auf  verschiedene  Ebenen 
unter  einander  in  demselben  Zusammenhange  stehen,  wie  die- 
jenigen gerader  Strecken  auf  verschiedene  gerade  Linien. 

§  278.  Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Werthe 
von  B,  B'  und  B",  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(3)  und  (4) 

B»  +  B'3  +  B '»  =  A*  +  A'*  +  A"«,  (8) 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Quadratsumme  der  drei  GrOssen 
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B,  B'  und  B"  von  der  Lage  der  drei  rechtwinkligen  Projec- 
tionsebenen  unabhängig  ist.  In  dem  speciellen  Falle,  wo  alle 
Flächen  a,  a\  a"  .  .  .  in  einer  einzigen  Ebene  liegen,  ist  diese 
Summe  nichts  Anderes,  als  das  Quadrat  der  Oesammtfläche 
a  +  a'  +  a' '  +  •  •  • ;  ^nd  wenn  man  diese  Ebene  zum  Beispiel 
als  yz-Ebene  wählt,  so  ist  offenbar 

A    =  a  +  a'  +  a'  "h  •  •  •  •» 
A'  =0, 

A"  =  0. 

Untersuchen   wir  nun,   was  aus  jener  Quadratsumme  in 
dem  allgemeinen  Falle  wird,  in  dem  die  Flächen  a,  a',  a 
in  beliebigen  Ebenen  liegen.     Die  Gleichung  (8)  liefert 


•  •  • 


B  =  /  A»  +  A'^  +  A'^  -  B'«  -  B'«; 

die  Summe  B,  welche  sich  von  einer  Projectionsebene  zur 
anderen  ändert,  erreicht  daher  ihr  Maximum,  wenn  B'  =  0 
und  B"  =  0  ist  und  hat  alsdann  den  Werth 


B  =  /  A«  +  A'«  +  A"«.. 

Es  ist  somit  die  constante  Grösse,  um  die  es  sich  handelt, 
das  Maximum  der  Summe  der  Projectionen  der  beliebig  im 
Räume  vertheilten  Flächen  auf  eine  einzige  Ebene. 

§  279«  Diese  Ebene  des  Maximums  der  Projections- 
Summe,  welche  wir  zur  y'z'-Ebene  wählen  wollen,  besitzt  in 
der  Mechanik  wichtige  Eigenschaften,  welche  wir  in  der  Folge 
näher  kennen  lernen  werden.  Ihre  Lage  lässt  sich  leicht  mit 
Hülfe  der  Bedingungsgleichungen 

B'  =  0  und  B"  =  0 

bestimmen.  Es  reduciren  sich  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 
(7)  auf 

A  =  B  cos  a, 
A'  =  B  cos  ß, 
A"  =  B  cos  T, 

woraus  folgt 


460  Statik.  IL 


cos  a  = 


cos  .i  = 


A' 


,-.-r» 


COS  T  = 


}/  A^ '+  A'«  +  A'"'* 
A" 


j/A«  +  A'=»-f-A"*' 

Sobald  man  also  die  Summen  A,  A',  A"  der  Projectionen  auf 
drei  beliebige  rechtwinklige  Ebenen  yOx,  xOz,  xOy  kennt, 
kann  man  daraus  sofort  die  Richtung  der  Ebene  y'Oz'  des 
Maximums  der  Projectionssumme  gegen  die  Goordinatenaxen 
ableiten  durch  Berechnung  der  drei  Winkel,  a,  ß,  7,  welche  die 
Richtung  der  Normale  Ox'  dieser  Ebene  bestimmen.  Ihre 
absolute  Lage  im  Räume  bleibt  dabei  allerdings  unbestimmt, 
da  die  Projection  jeder  der  Flächen  a,  a',  a"  .  .  .  .,  und  mithin 
auch  die  Summe  dieser  Projectionen,  für  alle  parallelen  Ebenen 
dieselbe  ist. 

§  280.  Die  Summe  der  Projectionen  von  a,  a',  a"  ... 
ist  dieselbe  für  alle  Ebenen,  welche  gegen  die  Ebene  des 
Projeetionsmaximums  dieselbe  Neigung  haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  betrachten  wir  die  auf  OD  senkrechte 
Ebene;  bezeichnen  wir  mit  C  die  Summe  der  Projectionen 
von  a,  a',  a"  .  .  .  auf  diese  Ebene;  seien  wie  oben  q,  q',  q" 
die  Winkel,  welche  OD  mit  den  Axen  Ox,  Oy,  Oz  bildet,  und 
c  der  Winkel  x'OD,  welcher  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen 
die  des  Projeetionsmaximums  angibt.  Nach  den  Erörterungen 
des  §  277  ist 

C  =  A  cos  q  +  A'  cos  q  +  A"  cos  q". 

Setzt  man  für  A,  A',  A"  ihre  Werthe  B  cos  a,  B  cos  ß,  B  cos  7, 
80  erhält  man 

C  =  B  (cos  a  cos  q  +  cos  ß  cos  q  +  coq  T  cos  q") 

oder,  vermöge  der  Gleichung  (5), 

C  =  B  cos  c. 


Restituiren  wir  endlich  für  B  seinen  Werth  j/A^  -j-  A'*  +  A"', 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 
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C  =  i/  A*  +  A'2  +  A' ^  cos  c, 

und  diese  Gleichung  lehrt,  dass  der  Werth  von  C  für  alle 
Ebenen,  welche  mit  der  Ebene  y'Oz'  des  Projectionsraaxi- 
inums  denselben  Winkel  c  bilden,  derselbe  bleibt. 

Dieser  Werth  wird  um  so  kleiner,  jomehr  sich  der  Winkel 
c  einem  rechten  nähert;  er  ist  gleich  Null  für  alle  Ebenen, 
welche  auf  y'Oz'  senkrecht  stehen. 

§  281»  Um  nun  die  gefundenen  Sätze  auf  die  Theorie  der 
Momente  anzuwenden,  braucht  man  als  Flächen  a,  a',  a  "  a"  etc. 
nur  die  doppelten  Flächen  derjenigen  Dreiecke  zu  nehmen, 
welche  als  gemeinschaftliche  Spitze  den  Punkt  0,  und  als 
Grundlinien  die  Strecken  haben,  die  der  Grösse  und  Richtung 
nach  die  vorher  betrachteten  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  •  darstellen. 
Die  Momente  dieser  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  positive  z-, 
y-  und  x-Axe  (§  274)  sind  alsdann  die  Summen  de'r  Projec- 
tionen  von  a,  a  a  '  etc.  auf  die  xy-,  xz-  und  yz-Ebene;  und  somit 
ergeben  sich  aus  den  soeben  abgeleiteten  Sätzen  nachstehende 
Folgerungen : 

1.  Bezeichnen  wir  mit  E  das  Moment  der  Kräfte  P,  P', 
P"  •  •  •  in  Beziehung  auf  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  0 
gehende  Axe,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  spitzen 
oder  stumpfen  Winkel  s,  s',  s"  bildet,  so  ist 

E  =  N  cos  e  +  M  cos  b  -{-  L  cos  e ". 

2.  Unter  allen  möglichen  Richtungen  der  Axe  des  Mo- 
mentes E  befindet  sich  eine,   für  welche  dieses  Moment  am 

grössten  ist,  nämlich  den  Werth  j/  L^  -)-  M*  +  N''  hat;  in 
Beziehung  auf  jede  ebenfalls  durch  den  Punkt  0  gehende  und 
zu  der  des  Momentmaximums  senkrechte  Axe  ist 

E  =  Ü, 

und  für  eine  Axe,  welche  mit  der  des  grössten  Momentes 
einen  beliebigen  Winkel  ä  bildet,  ist 


E  =  y  L*  +  M^  +  N^  cos  8. 
:l  Bezeichnet  man  die  W^inkel,  welche  die  Axe  des  grössten 
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Momentes  mit  den  Goordinatenaxen  bildet,  mit  a,  ß,  y,  und 
den  Werth  des  grössten  Momentes  mit  G,  so  ist 

N 
cos  a  =  — » 

cosß  =  ^» 

L 
cos  T  =  q' 

und  gleichzeitig 

G  =  j/  L«  +  M«  +  N" 

Schneidet  man  also  vom  Punkte  0  aus  auf  den  Goordi- 
natenaxen Ox,  Oy  und  Oz  Strecken  ab,  welche  die  Momente 
N,  M  und  L  darstellen,  und  vervollständigt  das  Parallelepi- 
pedum,  dessen  drei  aneinanderstossende  Kanten  diese  Strecken 
sind,  so  stellt  die  Länge  der  Diagonale  den  Werth  des  grössten 
Momentes  dar,  und  ihre  Richtung  die  der  Axe  desselben. 

Diese  bemerkenswerthen  Sätze  rühren  von  Euler  her. 
Sie  stellen  eine  vollkommene  Analogie  zwischen  der  Zusam- 
mensetzung der  Momente  und  der  der  Kräfte  her,  eine  Ana- 
logie, welche  sich  darauf  gründet,  dass,  während  die  Kräfte 
durch  gerade  Strecken  dargestellt  werden,  die  Drehung8- 
momente  sich  durch  ebene  Flächen  ausdrücken  lassen,  welche 
sich  auf  verschiedene  Ebenen  nach  denselben  Gesetzen  proji- 
ciren  lassen,  wie  Strecken  auf  verschiedene  gerade  Linien. 

§  282.  Wenn  der  Punkt  0  und  das  System  von  Kräften 
P,  P',  P"  .  .  .  gegeben  sind,  so  wollen  wir  das  grösste  Moment 
dieser  Kräfte,  G,  das  Hauptdrehungsmoment  nennen. 
Wenn  man  alle  gegebenen  Kräfte  parallel  mit  sich  selbst 
an  den  Punkt  0  verschiebt,  so  haben  sie  eine  Resultante,  die 
wir  mit  R  bezeichnen  wollen,  und  deren  Gomponenten  in 
Richtung  der  Goordinatenaxen  Ox,  Oy  und  Oz  die  drei  Grössen 
X,  Y,  Z  des  §  261  sind.  Die  Einführung  dieser  Resultante 
und  des  Hauptdrehungsmomentes  gestattet  einen  sehr  ein- 
fachen Ausdruck  der  Resultate  des  vorigen  Kapitels. 

Für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  • ,  die  auf 
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einen  ganz  freien  starren  Körper  wirken,  ist  nur  erforderlich, 
dass  ihre  Resultante  R  und  ihr  Hauptdreh  ungsmoment  G  gleich 
Null  sind;  denn  da 

R«  =  X«  +  Y>  +  Z^ 
und  G»  =  L»  +  M«4-N« 

ist,  so  haben  die  Gleichungen  I^  =  0  und  G  =  0  die  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen  des  §  261  zur  unmittelbaren  Folge. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür, 
dass  ein  System  von  Kräften  einem  anderen  Gleichgewicht 
halte,  sind 

1.,  dass  die  Resultanten  R  dieser  beiden  Systeme  einander 
gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind; 

2.,  dass  für  denselben  Punkt  0  ihre  Hauptmomente  ein- 
ander gleich  sind  und  zwei  genau  entgegengesetzt  gerichteten 
Axen  entsprechen,  von  denen  also  die  eine  die  Rückwärts- 
verlängerung der  anderen  ist.  Die  Resultante  R  und  ihre 
Richtung  sowie  das  Hauptmoment  und  die  Richtung  seiner 
Axe  bleiben  bei  allen  Transformationen,  die  man  mit  einem 
Kräftesystem  vornehmen  kann,  unverändert  und  sind  daher 
für  zwei  äquivalente  Systeme  von  Kräften  dieselben. 

Sind  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Kraft  R  mit  den 
Axen  Ox,  Oy  und  Oz  bildet,  so  ist 

X 

cos  a  =  ^, 

,       Y 
cos  b  =  ^, 

Z 

cos  c  =  p-. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  dieser 
Kraft  und  der  Axe  des  Hauptdrehungsmomentes  mit  co,  so 
haben  wir,  wenn  a,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  letztere 
mit  den  Goordinatenaxen  bildet: 

cos  (0  =  cos  a  cos  a  -{-  <^os  b  cos  ß  -j"  <^8  c  cos  y, 

also 

XN  +  YM  +  ZL 

^"«^= RG 
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Daraus  folgt,  dass  die  Bedingung  fQr  die  Existenz  einer  ein- 
zigen Resultante,  Avelche  im  §  263  durch  die  Gleichung 

XN  +  YM  +  ZL  =  0 

ausgedrückt  wurde,  ausspricht,  dass  in  diesem  Falle  die  Axe 
des  Hauptmomentes  G  und  die  Richtung  der  Resultante  R 
sich  rechtwinklig  schneiden-  '  Es  lässt  sich  dies  in  der  That 
leicht  verificiren :  wenn  die  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  in  ihrer  wirk- 
lichen Lage  eine  einzige  Resultante  haben,  so  niuss  diese  der 
Kraft  R  gleich  und  parallel  sein;  ihr  Moment  in  Beziehung 
auf  den  Pol  0  ist  auch  das  Hauptdrehungsmoment  G;  daher 
steht  in  diesem  Falle  die  Axe  des  Hauptmomentes  auch  auf 
der  parallel  mit  sich  selbst  an  den  Punkt  0  verschobenen 
Resultante  senkrecht ;  dagegen  genügt  diese  Ueberlegung  nicht, 
um  umgekehrt  zu  beweisen,  dass,  wenn  die  obige  Gleichung 
erfüllt  ist,  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Resultante  haben 
müssen. 

§  283«  Untersuchen  wir  nun  die  Drehungsmoment«)  in 
Beziehung  auf  einen  beliebigen  anderen  Pol  0,,  dessen  (Koor- 
dinaten x^,  y^  z^  sind.  Die  Grössen  L,  M,  N  mögen  für  den 
Punkt  Oj  in  L^  M^,  N^  übergehen ;  dann  lassen  sich  die  letz- 
teren Grössen  aus  den  Formeln  für  L,  M  und  N  (§  261)  ab- 
leiten, wenn  man  darin  x — x^,  y — y^,  z — Zj  an  Stelle  von  x, 
y  und  z  setzt ;  es  ergibt  sich 


L,  =  L  +  Xy,  -  Yx„ 
Ml  =  M  +  Zxi  —  Xzj, 

N,  =  N  +  Yz,  -  Zy,. 


(a) 


Wenn  also  die  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  sich  auf  zwei  gleiche 
parallele  und  entgegengesetzte  Kräfte,  die  nicht  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen  —  mit  anderen  Worten:  auf  ein  Kräfte- 
paar —  zurückführen  lassen,  in  welchem  Falle  X  =  0,  Y  =  0 
und  Z  =  0  ist,  so  sind  die  Grössen  L^,  M^  und  N^  von  den 
Coordinaten  des  Punktes  0,  unabhängig,  so  dass  die  Grösse 
des  Hauptmomentes  und  die  Richtung  seiner  Axe  sich  nicht 
mit  der  Lage  dieses  Punktes  ändern.  In  der  That,  wo  auch 
der  Punkt  O^  liegen   möge:   die  Axe  des  Hauptdrehungsmo- 


r 
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mentes  der  beiden  parallelen  Kräfte,  durch  welche  man  die 
gegebenen  Kräfte  P,  P,  P '  •  •  •  ersetzen  kann,  steht  auf 
ihrer  Ebene  senkrecht;  und  aus  §  48  wissen  wir,  dass  die 
Summe  der  Momente  dieser  beiden  Kräfte,  welche  gleich  dem 
Hauptmomente  der  gegebenen  Kräfte  ist,  eine  constante 
Grösse  ist. 

In  jedem  anderen  Falle  ändert  sich  das  Hauptdrehungs- 
moment mit  der  Lage  des  Punktes  0^  und  man  kann  fragen, 
für  welchen  Punkt  —  oder  für  welche  Punkte,  falls  es  mehrere 
sind  —  dieses  Moment  ein  Minimum  wird.  Bezeichnen  wir 
es  allgemein  mit  G^  setzen  also 

»o  haben  wir 

G,»  =  (L  +  Xy,   -  YxJ«  +  (M  +  Zx,  -  Xz,)» 

+  (N  +  Yz,  -  Zy,)». 

Setzt  man  nun,  um  die  Werthe  von  x^  y^,  z,  zu  bestimmen, 
für  welche  diese  Function  ein  Minimum  wird,  die  drei  partiellen 
Differentialquotienten  nach  X,,  yj  und  z,  gleicli  Null  und  be- 
achtet, dass 

K«  =  X«  +  Y«  +  7J 

ist,  so  erhält  man  drei  Gleichungen,  die  sich  leicht  auf  die 
Form  bringen  lassen : 

R\  =  X  (Xx,  +  Yy^  +  Zz,)  +  YL    -  ZM, 

R\  =  Y  (Xx,  +  Yy,  +  ZzO  +  ZN    -  XL, 

R\   =  Z  (Xxi  +  Yyj  +  ZzJ  +  XM  —  YN. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  X,  Y  und  Z  und 
addirt  dieselben,  so  erhält  man  eine  identische  Gleichung. 
Daraus  geht  hervor,  dass  eine  derselben  eine  Folge  der  beiden 
anderen  ist;  und  da  die  Coordinaten  x,,  y^,  z,  darin  nur  linear 
vorkommen,  so  stellen  diese  Gleichungen  eine  gerade  Linie 
dar  als  den  geometrischen  Ort  der  Punkte,  für  welche  das 
Hauptmoment  ein  Minimum  ist.  Es  bedarf  keiner  weiteren 
Untersuchung,  ob  die  so  bestimmten  Extreme  Minima  oder 
Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbach  der  Mechanik.  30 
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Maxima  sind ;  denn  da  der  Werth  von  G^  mit  den  Variabel  n 
^v  Yv  ^i  unbegrenzt  wächst,  so  kann  er  kein  Maximum  er- 
reichen. 

§  284.  Eliminirt  man  aus  je  zweien  der  vorhergehen- 
den Gleichungen  die  Grösse  Xx^  -}-  Yy^  +  Zz^,  so  erhält  man 

X,,  -  Yz,  +  L  =  Z  (NX  +  MY  +  LZ) 
Zx,  -  X^  +  M.=  Iffi+^IiM),    „ 
y^  _  Z,,  +  N  -  X(NX.+  WM^) 

Gleichungen,  welche  die  Projectionen  des  geometrischen  Ortes 
der  Centren  der  kleinsten  Hauptdrehungsmomente  auf  die 
drei  Coordinatenebenen  darstellen. 

Es  ergibt  sich  daraus 

^   .^NX  +  MY+JLZ  .^^ 

als  Werth  des  kleinsten  Hauptmomentes,  welcher  demnach 
für  alle  Pole  Oj  derselbe  ist. 

Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  Axe  des  Momen- 
tes Gj  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coordinatenaxen 
bildet,  mit  04,  ß^,  fj,  so  ist: 

cos  a,  =  -j^, 
cos  ßi  =  ^, 

cos  Ti  =  ^, 

welches  auch  das  Centrüm  der  Drehungsmomente  sein  möge; 
und  gemäss  den  Gleichungen  (a),  (b)  und  (c)  ergibt  sich  ins- 
besondere fiir  einen  Punkt  0^,  welcher  der  durch  die  Gleich- 
ungen (b)  bestimmten  Geraden  angehört: 
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X 


cos 

«1 

R 

cos 

ßl 



Y 
R 

cos 

Ti 

Z 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Axen  aller  kleinsten  Hauptmo- 
mente,  deren  gemeinschaftlicher  Werth  durch  die  Gleichung 
(c)  gegeben  ist,  unter  einander  und  zur  Richtung  der  Kraft 
K  parallel  sind. 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Resultante  haben, 
so  muss  offenbar  G,  seinen  kleinsten  Werth  in  einem  Punkte 
0,  annehmen,  welcher  der  Richtung  dieser  Resultante  ange- 
hört; dieser  Werth  ist  alsdann  gleich  Null.  Wenn  umgekehrt 
G^  für  einen  Punkt  0^  gleich  Null  ist,  so  darf  man  daraus 
schliessen,  dass  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  •  eine 
einzige  Resultante  haben,  welche  durch  diesen  Punkt  geht; 
denn  wenn  sich  dieselben  auf  zwei  nicht  in  einer  £bene  lie- 
gende Kräfte  zurückführen  Hessen,  so  könnte  man  die  eine 
derselben  durch  den  Punkt  0^  gehen  lassen  und  das  Haupt- 
drehungsmoment auf  das  der  anderen  Kraft  reduciren,  welches, 
im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung,  nicht  verschwinden 
würde.  Daraus  ergibt  sich  als  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige 
Resultante  haben,  die,  dass  ihr  Hauptmoment  gleich  Null 
werden  kann.  Da  dieses  Moment  alsdann  ein  Minimum  ist, 
so  lässt  sich  die  Bedingung,  um  die  es  sich  handelt,  zufolge 
der  Gleichung  (c)  durch  die  Gleichung 

LZ  +  MY  -f  NX  =  0 

ausdrücken;  und  da  der  Pol  Oj,  auf  welchen  sich  das  Moment 
bezieht,  dieser  Resultante  angehört,  so  werden  die  Gleichungen 
der  Geraden,  welche  ihre  Richtung  darstellt,  zufolge  der 
Gleichungen  (b)  diese  sein: 

30» 
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Xy,  -  Yx,  +  L   =  0 
Zxi  —  Xz,  +  M  =  0 

Yzi  -   Zy,  +  N  =  0 

Diese  Resultate  stimmen  mit  denen  des  §  263  überein,  welche 
wir  durch  andere  Betrachtungen  gefunden  haben. 


-<>^ 


Cap.  III. 

Beispiele  des  Gleieligewiehtes  eines  biegsanen  Ktrpers. 

i. 

Gleiehgewieht  am  Seilpolygon. 

§  285*  Man  versteht  im  Allgemeinen  unter  einer  Seil- 
maschine  jedes  Oefüge  von  Fäden,  die  mit  einander  durch 
feste  Knoten  verbunden,  oder  auch  nur  durch  Ringe  geführt 
sind,  welche  längs  dieser  Schnüre  gleiten  können.  Die  An- 
zahl fler  Schnüre,  welche  in  demselben  Knoten  endigen,  ist 
eine  beliebige ;  um  aber  das  Problem  zu  vereinfachen,  wollen 
wir  annehmen,  dass  jeder  Knoten  nur  drei  Fäden  verknüpfe, 
und  wollen  auch  vorerst  die  beweglichen  Ringe  ausschliessen. 

Denken  wir  uns  also  eine  vollkommen  biegsame  Schnur 
von  beliebiger  Länge,  deien  Endpunkte  A  und  B  (Fig.  71) 
sind.  Seien  M,  M',  M"  •  •  •  verschiedene  Punkte  derselben; 
wir  befestigen  in  diesen  Punkten  andere  Schnüre,  MC,  M'C, 
M"C"  •  •  •,  an  welchen  gegebene  Kräfte  P,  P',  P"  •  •  • 
wirken;  ferner  greife  im  Punkte  M  eine  gegebene  Kraft  H 
an,  welche  in  der  Richtung  der  Schnur  MA  wirkt,  und  in 
dem  letzten  der  Punkte  M,  M'  •  •  •  •  eine  andere  gegebene 
Kraft  K,  welche  nach  B  gerichtet  ist.  Im  Gleichgewichts- 
zustande wird  der  biegsame  Faden  dann  eine  gebrochene  Linie 
bilden,  ein  im  Allgemeinen  offenes  Polygon,  dessen  Ecken  A, 
M,  M',  M"  •  •  •  B  sind,  und  welches  wir  speciell  als  Seil- 
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p oly  g 0  n  bezeichnen.  Es  handelt  sich  darum,  die  Bedingungen 
aufzusuchen,  denen  die  gegebenen  Kräfte  H,  P,  P',  P"  •  •  •  K 
genügen  müssen,  wenn  Gleichgewicht  vorhanden  sein  soll 
und  die  Gestalt  des  Polygons  zu  bestimmen,  die  dem  Gleich- 
gewichtszustände entspricht. 

Um  diese  Bedingungen  zu  finden,  gehen  wir  von  dem 
von  selbst  einleuchtenden  Grundsatze  aus,  dass  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  an  jedem  der  Fäd-n  MM',  M'M"  •  •  •  •  in 
seinen  Enden  zwei  gleiche  Kräfte  in  Richtung  seiner  beiden 
Verlängerungen  ziehen  müssen ;  denn  wenn  die  beiden  Kräfte 
nicht  die  Richtung  des  Fadens  hätten,  so  würde  sie  nichts 
hindern,  denselben  zu  drehen;  und  wenn  sie  nicht  gleich  und 
einander  entgegengesetzt  wären,  so  würden  sie  deii  Faden 
nach  einer  Seite  hin  fortziehen. 

Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Resultante  der  beiden  in 
M  angreifenden  Kräfte  H  und  P  in  die  Verlängerung  MD  der 
Schnur  M'M  fallen  muss.  Man  hann  sich  daher  den  Angriffs- 
punkt dieser  Kraft  nach  dem  Punkte  M\  welcher  in  ihrer  Rich- 
tung liegt,  verlegt  denken  (§  41);  setzen  wir  sie  darauf  mit  der 
Kraft  P'  zusammen,  die  an  diesem  Punkte  angebracht  ist,  so 
muss  diese  zweite  Resultante,  welche  nun  die  der  drei  Kräfte 
H,  P  und  P'  darstellt,  mit  der  Verlängerung  M'D'  der  S^hnur- 
strecke  M"  M'  zusammenfallen.  Wir  dürfen  uns  dieselbe  da- 
her an  den  Punkt  M"  verschoben  denken;  setzen  wir  sie 
dort  mit  der  Kraft  P"  zusammen,  so  erhalten  wir  die  Kraft, 
welche  an  dem  Faden  M"M'"  in  seinem  Endpunkte  M''  wirkt, 
und  welche  die  Richtung  seiner  Verlängerung  M"D''  haben 
muss.  Diese  Kraft  stellt  also  die  Resultante  von  H,  P,  P' 
und  P"  dar;  hätte  man  mit  der  Zusammensetzung  der  Kräfte 
vom  Ende  B  der  Schnur  aus  angefangen,  so  würde  eine  ganz 
entsprechende  Ueberlegung  uns  dahin  geführt  haben,  dass  an 
dem  Faden  M"M'"  in  seinem  Endpunkte  M'"  eine  Kraft  zieht, 
welche  die  Richtung  seiner  Verlängerung  M'"D'"  hat  und  die 
Resultante  der  Kräfte  P'",  P'"',  •  •  •  K  ist.  Diese  beiden 
Resultanten  müssen  also  gleich  und  einander  entgegengesetzt 
sein ;  mithin  muss  die  Resultante  aller  Kräfte  H,  P,  P',  P". 
P'"  •  .  •  •  K  gleich  Null  sein. 
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Zu  demselben  Resultate  würde  man  offenbar  kommen, 
wenn  man  die  Kräfte  in's  Auge  fasste,  welche  auf  die  beiden 
Enden  irgend  einer  anderen  Seite  des  Seilpolygons  wirken. 

Es  müssen  also  die  Kräfte,  welche  am  Seilpolygon  wirken, 
so  beschaffen  sein,  dass  sie,  parallel  mit  sich  selbst  an  einen 
einzigen  Angriffspunkt  verschoben,  sich  daselbst  Oleichgewicht 
halten.  Dazu  ist  bekanntlich  die  Erfüllung  von  drei  Gleich- 
ungen zwischen  der  Grösse  der  Kräfte  und  den  Winkeln, 
welche  ihre  Richtungen  mit  drei  rechtwinkligen  durch  jenen 
Funkt  gezogenen  Axen  bilden,  erforderlich,  nämlich  der 
Gleichungen  (§  85) 

H  cos  a  -}-  K  cos  e  +  P  cos  a  -|-  P'  cos  a'  -|-  .  .  .  =  0, 
H  cos  b  +  K  cos  f  +  P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  .  .  .  =  0,   (a) 

H  cos  c  +  K  cos  g  +  P  cos  T  +  P'  cos  t'  +  •  •  •  =  0» 

wo  a,  e,  a,  a  .  .  .,  b,  f,  ß,  ß'  .  .  .  und  c,  g,  T,  t'  .  .  .  .  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  diese  Kräfte  mit  den  drei  Axen 
bilden. 

§  286.  Wenn  die  Kräfte  H,  P,  P',  P"  .  .  .  .  K  und 
die  Richtungen  der  Fadentheile,  an  denen  sie  wirken,  diesen 
Gleichungen  nicht  genügen,  so  kann  Gleichgewicht  am  Seil- 
polygon nicht  stattfinden,  welche  Gestalt  man  demselben  auch 
geben  mag;  sobald  diese  Bedingungsgleichungen  aber  erfüllt 
sind,  kann  man  dem  Polygon  immer  eine  solche  Gestalt  geben, 
dass  die  Kräfte  sich  wirklich  Gleichgewicht  halten.  Wenn 
die  Grösse  und  Richtung  der  Kräfte  H,  P,  P',  P"  .  .  .  K 
gegeben  ist,  so  ist  diese  Gleichgewichtsgestalt  bestimmt,  und 
die  Gonstruction  des  Polygons  ergibt  sich  aus  der  successiven 
Zusammensetzung  der  Kräfte,  wie  wir  sie  oben  auseinander- 
gesetzt haben. 

Kennt  man  die  Richtung  der  Fäden  MA  und  MC,  an 
denen  die  Kräfte  H  und  P  ziehen,  so  kann  man  die  Grö.sse 
und  Richtung  der  Resultante  dieser  Kräfte  bestimmen.  Auf 
der  Verlängerung  dieser  Richtung  trage  man  vom  Punkte  M 
aus  die  gegebene  Länge  der  Seite  M  M'  ab;  hierauf  bringe 
man  im  Punkte  M'  die  Resultante  von  H  und  P  in  Richtung 
der  Linie  M'  M  und  die  Kraft  P'  in  der  gegebenen  Richtung 
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des  Fadens  M'  C  an.  Nun  bilde  man  die  Resultante  dieser 
beiden  Kräfte  und  trage  auf  ihrer  Verlängerung  vom  Punkte 
M'  aus  die  gegebene  Länge  der  Seite  M'  M"  ab.  Die  zuletzt 
gefundene  Resultante  bringe  man  in  dem  Punkte  M"  in 
Richtung  der  Seite  M"  M'  an  und  dazu  die  Kraft  P"  in  Rich- 
tung des  gegebenen  Fadens  M"  C" ;  diese  beiden  Kräfte  setze 
man  zu  einer  neuen  Resultante  zusanunen  und  wiederhole  nun 
dieselbe  Construetion  wie  an  den  Punkten  M  und  M'.  So 
fahre  man  fort,  bis  man  zu  dem  letzten  der  Knotenpunkte 
M,  M',  M"  .  .  .  •  gelangt,  der,  wie  wir  hier  annehmen  wollen, 
der  Punkt  M^^'  sein  möge,  so  dass  M*^  B  die  letzte  Seite  des 
Polygons  ist.  Die  Richtung  dieser  Seite  ist  bekannt,  da  sie 
diejenige  der  letzten  gegebenen  Kraft  K  ist.  Es  muss  daher 
die  Richtung  der  Resultante  der  beiden  Kräfte,  welche  auf 
den  Punkt  M^^  in  Richtung  der  Seite  M'"  M*^  und  des  Fadvns 
jjiv  Qiv  wirken,  der  gegebenen  Richtung  M^^  B  ^enau  ent- 
gegengesetzt sein.  Dies  ist  auch  wirklich  der  Fall :  denn 
nach  unsrer  Construetion  ist  die  nach  M'^  M'"  gerichtete  Kraft 
nichts  anderes  als  die  Resultante  der  fünf  ])arallel  mit  sich 
selbst  an  den  Punkt  M'^  verschobenen  Kräfte  H,  P,  P',  P". 
P'";  setzt  man  diese  nun  noch  mit  der  längs  M'^  C'^  wirken- 
den Kraft  P^^  zusammen,  so  erhält  man  die  Resultante  aller 
gegebenen  Kräfte  mit  Ausnahme  von  K ;  diese  Resultante  ist 
aber  zufolge  der  Gleichungen  (a),  welche  als  erfüllt  voraus- 
gesetzt werden,  der  Kraft  K  gleich  und  genau  entgegenge- 
setzt (8  35). 

Zieht  man  durch  den  Punkt  A  die  drei  Axen,  auf  welche 
sich  die  Winkel  a,  e,  a,  a'  a"  ..  .,  b,  f,  ?,  ß',  ß"  .  .  .,  c,  g. 
T?  t'»  T  •  •  •  •  beziehen,  so  sind  die  Coordinaten  jeder  Ecke 
des  Seilpolygons  in  Beziehung  auf  diese  Axen  zugleich  die 
Projectionen  auf  dieselben  Axen  des  Theiles  des  Polygons, 
welcher  zwischen  A  und  der  betreffenden  Ecke  liegt.  Man 
könnte  sie  als  Functionen  dieser  Winkel,  der  Länge  der 
Seiten  des  Polygons  und  der  gegebenen  Kräfte  berechnen: 
die  allgemeinen  Formeln,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält, 
würden  ein  Mittel  abgeben,  um  in  jedem  Falle  alle  Ecken  des 
Polygons,   oder  nur  eine  oder  mehrere  davon  direct  zu   con- 
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struiren;  aber  es  ist  einfacher,  die  verschiedenen  Seiten  des 
Polygons  nach  einander  und  aus  einander  zu  bestimmen,  so 
wie  wir  es  oben  gethan  haben. 

§  287.  Wenn  die  gegebenen  Kräfte  den  durch  die  Glei- 
chungen (a)  ausgedrückten  Bedingungen  entsprechen,  und 
man  das  Seilpolygon  die  (jleichgewichtsgestalt  hat  annehmen 
lassen,  so  drückt  die  gemeinschaftliche  Grösse  der  beiden 
gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte,  welche  auf  die  Enden 
einer  Seite  wirken,  die  Spannung  aus,  welche  diese  Seite 
auszuhaltcn  hat,  und  es  ist  für  die  Praxis  wichtig,  diese 
Spannung  berechnen  zu  können,  um  durch  den  Versuch  zu 
prüfen,  ol)  dieselbe  nicht  diejenige  übersteigt,  welche  ein 
Faden  von  demselben  Durchmesser  und  demselben  Stoffe  aus- 
halten kann,  ohne  zu  zerreissen. 

Wie  wir  gesehen  haben,  ändert  sich  diese  Spannung  von 
einer  Seite  des  Polygons  zur  anderen;  die  Spannung  der  Seite 
MM'  ist  gleich  der  Resultante  der  Kräfte  H  und  P  oder 
gleich  derjenigen  der  Kräfte  P',  P ',  P'",  •  •  •  K;  die  Span- 
nung von  M'M"  gleich  dei-  Resultante  von  H,  P,  P'  oder 
von  P",  P'"  .  .  •  •  K,  u.  s.  w.  Es  wird  also  leicht  sein,  in 
jedem  besonderen  Falle  die  Spannungen  zu  bestimmen,  welche 
alle  Seiten  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Polygons  aus- 
zuhalten haben,  wenn  die  Grösse  und  Richtung  aller  Kräfte 
H,  P,  P'  •  •  .  •  K  gegeben  ist. 

Denken  wir  uns  —  nachdem  der  Gleichgewichtszustand 
eingetreten  ist  —  die  äussersten  Punkte  A  und  B  des  Poly- 
gons befestigt,  so  drücken  H  und  R  immer  noch  die  Span- 
nungen der  Fäden  aus,  welche  in  diesen  Punkten  endigen,  oder 
den  Druck,  den  diese  Punkte  auszuhalten  haben.  In  diesem 
Falle  sind  die  Werthe  von  H  und  K  und  die  Wiokel  a,  b, 
c,  e,  f,  g,  welche  die  Richtung  der  beiden  äussersten  Seiten 
des  Polygons  bestimmen,  nicht  mehr  gegeben;  aber  man  er- 
hält acht  Gleichungen,  aus  denen  sich  diese  acht  Unbekannten 
bestimmen  lassen,  nämlich  die  Gleichungen  (a),  die  Gleich- 
ungen  (§   6) 

cos*a  +  cos*b  +  cosV  =   1, 

cos*e  +  co8*f   -j-  C08*g  =   1, 
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und  drei  Oleichungen,  die  sich  daraus  ergeben,  dass  die  Lage 
der  beiden  festen  Punkte  A  und  B  gegeben  ist.  Man  bildet 
die  letzteren,  indem  man  die  Werthe  der  drei  Goordinaten 
des  einen  dieser  beiden  Punkte  in  Beziehung  auf  ein  Axen- 
kreuz,  dessen  Nullpunkt  der  andere  ist,  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Projectionen  des  ganzen  Polygons  auf  diese  drei 
Axen  berechnet  und  dieselben  den  gegebenen  Werthen  dieser 
Coordinaten  gleichsetzt. 

Die  Bestimmung  dieser  acht  Unbekannten  ist  im  All- 
gemeinen sehr  umständlich :  nachdem  aber  das  Seilpolygon 
von  selbst  seine  Gleichgewichtsgestalt  angenommen  hat,  er- 
hält man  ohne  Schwierigkeit  die  Spannungen  seiner  ver- 
schiedenen Seiten,  und  dies  genügt  fQr  die  Praxis.  Wenn 
man  zum  Beispiel  die  Kraft  P,  welche  auf  den  Punkt  H 
wirkt,  nach  der  Regel  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  in 
zwei  andere  zerlegt,  welche  die  Richtung  der  Verlängerungen 
der  Seiten  AM  und  M'M  haben,  so  sind  diese  Componenten 
die  Spannungen  dieser  beiden  Seiten.  Diejenige,  welche  in 
der  Verlängerung  von  AM  wirkt,  muss  gleich  der  Kraft  sein, 
welche  an  dieser  ersten  Seite  ziehen  müsste,  wenn  der  Punkt 
A  frei  wäre;  und  wenn  er  fest  ist,  so  wird  dieselbe  den 
Druck  angeben,  welcher  auf  diesen  Punkt  ausgeübt  wird. 
In  gleicher  Weise  stellen  die  Componenten  der  Kraft  P'  nach 
den  Verlängerungen  von  MM'  und  M"M'  die  Spannung  von 
MM'  —  welche  wir  schon  durch  die  Zerlegung  von  P 
erhalten  hatten  —  und  die  der  anstossenden  Seite  M'M" 
dar;  und  so  fort. 

§  288*  Die  Stricke,  welche  die  Seiten  eines  Seilpoly- 
gons bilden,  sind  immer  ein  wenig  dehnbar;  ein  jeder  ver- 
längert sich  um  eine  kleine  Strecke,  je  nach  der  Spannung, 
die  er  im  Gleichgewichtszustande  erleidet;  und  jwenn  diese 
Spannung  bekannt  ist,  so  kann  man  die  entsprechende  Ver- 
längerung berechnen. 

Man  hat  experimentell  gefunden,  dass  bei  einem  homo- 
genen Faden  von  constanter  Dicke  —  solange  die  Spannung 
nicht  der  Grenze  nahe  kommt,  bei  welcher  er  zerreisst  —  die 
Dehnung  propoi-tiouul  seiner  Länge  und  seiner  Spannung  ist: 
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dieselbe  ändert  sich  mit  der  Dicke  und  der  Substanz  des 
Fadens.  Wir  nehmen  nun  an,  dass  man  an  'einem  festen 
Punkte  einen  Faden  von  der  Dicke  und  von  dem  Stoffe  der 
Schnur  AM  befestigt  habe  und  an  seinem  unteren  Ende  ein 
gegebenes  Gewicht  11  aufhänge,  welches  im  Yerhältniss  zu 
dem  des  Fadens  sehr  gross  ist.  Sei  I,  resp.  {  (1  +  f)  seine 
Länge  vor  und  während  der  Belastung ;  dann  ist  die  Grösse  p 
ein  kleiner  Bruch,  welcher  von  der  Länge  [  unabhängig  und 
der  Kraft  H  proportional  ist,  wenn  man  von  dem  Gewichte 
des  Fadens  absieht;  sind  daher  bei  einem  anderen  Versuche 
die  entsprechenden  Grössen  l\  p'  und  IT',  so  ist 

P  -  -n  . 

welches  auch  die  Längen  l  und  V  sein  mögen.  Offenbar  be- 
findet sich  nun  ein  Faden,  welcher  an  seinem  einen  Ende 
befestigt  ist,  und  an  dessen  anderem  Ende  eine  Kraft  in  Rich- 
tung seiner  Verlängerung  zieht,  unter  denselben  Verhält- 
nissen, als  ob  dieselbe  Kraft  an  jedem  seiner  beiden  Enden 
angebracht  wäre.  Bezeichnet  man  die  Spannung  des  Fadens 
AM  mit  T  und  nimmt  an,  dass  derselbe  in  dem  Verhältnisse 
von  1  -f  '^  zur  Einheit  verlängert  worden  sei,  so  erhält  man 

^=  n 

zur  Bestimmung  dieser  Verlängerung.  Dasselbe  gilt  auch 
fQr  alle  anderen  Seiten  des  Seilpolygons. 

§  389.  Mögen  nun  die  beiden  Endpunkte  A  und  B  des 
Seilpolygons  fest  oder  frei  sein:  sobald  einer  oder  mehrere 
der  Knoten  M,  M',  M"  •  •  •  durch  bewegliche  Ringe  ersetzt 
sind,  so  treten  neue  Gleichgewichtsbedingungen  auf.  Sei 
zum  Beispiel  M"  ein  Ring,  welcher  längs  der  Schnur  M'M"M'" 
gleiten  )cann;  es  ist  klar,  dass  auch  bei  einer  eintretenden 
Bewegung  die  Summe  der  Entfernungen  M'M"  und  M"M"' 
des  Punktes  M"  von  den  Punkten  M'  und  M'"  constant  blei- 
ben muss.  Wenn  nun  Gleichgewicht  stattfindet,  so  wird 
dieser  Zustand  nicht  gestört,  wenn  man  sich  die  beiden  letz- 
teren Punkte  fest  denkt ;  alsdann  ist  aber  der  Punkt  M''  ge- 
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zwangen,  auf  der  Oberfläche  eines  Rotationsellipsoides  zu 
bleiben,  dessen  beide  Brennpunkte  M'  und  M'"  sind,  und 
dessen  grosse  Axe  gleich  der  gegebenen  Länge  der  Schnur 
M'M"M'"  ist.  Daher  kann  der  Punkt  M"  sich  nur  dann  im 
Gleichgewichte  befinden  fg  :^6),  wenn  die  Kraft  P",  welche 
auf  ihn  wirkt,  senkrecht  auf  dieser  Oberfläche  steht;  daraus 
folgt,  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse,  dass  die 
Richtung  dieser  Kraft  den  Winkel  der  beiden  Radien  M"M 
und  M"M'"  halbiren  muss. 

Wenn  man  daher  bei  der  Ausführung  der  Gonstruction 
des  §  286  zu  einem  beweglichen  Ring  M"  gekommen  ist  und 
die  Resultante  der  beiden  längs  M"M'  und  M"C"  wirkenden 
Kräfte  gebildet  hat,  deren  Verlängerung  die  Seite  M"M"'  ist, 
und  es  findet  sich,  dass  die  Winkel  C"M"M'  und  C"M"M'" 
nicht  gleich  sind,  so  muss  man  daraus  schliessen,  dass  Gleich- 
gewicht nicht  stattfinden  kann.  Es  darf  also  im  Allgemeinen 
die  Richtung  der  Schnur  M"C",  welche  durch  einen  beweg- 
lichen Ring  geht,  nicht  von  vornherein  vorgeschrieben  sein, 
damit  man  —  indem  man  dieselbe  passend  bestimmt  —  der 
Bedingung  der  Gleichheit  der  beiden  Winkel  M'M"€"  und 
M'"M"C"  genügen  kann. 

Man  bemerke  noch,  dass  im  Gleichgewichtszustande  die 
Spannungen  der  beiden  in  dem  beweglichen  Ringe  zusammen- 
stossenden  Seiten  einander  gleich  sein  müssen;  es  geht  dies 
daraus  hervor,  dass  diese  beiden  Seiten  mit  der  Richtung  der 
auf  den  Ring  wirkenden  Kraft  gleiche  Winkel  bilden,  und 
dass  ihre  Spannungen  die  Componenten  dieser  Kraft  nach 
ihren  Richtungen  sind.  Es  kann  aber  auch  diese  Gleichheit 
der  Spannung  als  selbstverständlich  angesehen  werden,  weil 
die  beiden  Seiten,  längs  deren  der  Ring  gleiten  kann,  eine 
einzige  Schnur  bilden,  welche  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nothwendig  dieselbe  Spannung  auszuhalten  hat. 

§  290.  Was  wir  in  Beziehung  auf  einen  Ring  gesagt 
haben,  der  gezwungen  ist,  längs  eines  undehnbaren  und  voll- 
kommen biegsamen  Fadens  zu  gleiten,  lässt  sich  auf  alle 
Punkte  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen  Systems  mate- 
rieller   Punkte    ausdehnen.     Welches    auch    die    Verbindung 
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dieser  Punkte  unter  einander  sein  mag:  das  Oleichgewicht 
kann  nicht  gestört  werden,  wenn  man  sich  alle  Punkte  des 
Systems  fest  denkt  bis  auf  einen.  Wenn  nun  die  Verbindung 
dieses  Punkted  mit  den  anderen  eine  solche  ist,  dass  er  sich 
nur  auf  einer  Fläche  oder  auf  einer  Curve  um  die  festen 
Punkte  bewegen  kann,  so  ist  dies  gerade  so  gut,  als  wenn 
die  Oberfläche  oder  die  Curve  wirklich  existirte ;  es  muss  da- 
her die  Kraft,  welche  auf  diesen  Punkt  wirkt,  normal  gegen 
diese  Oberfläche  oder  (Jurve  gerichtet  sein,  wenn  Gleichge- 
wicht stattfinden  soll. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schlüsse,  dass  bei  jedem  im 
(Gleichgewichte  befindlichen  System  materieller  Punkte  die  auf 
jeden  dieser  Punkte  wirkende  Kraft  senkrecht  gegen  die 
Fläche  oder  Linie  gerichtet  S(^in  muss,  auf  welcher  dieser 
Punkt  zu  bleiben  gezwungen  sein  würde,  wenn  die  anderen 
Punkte,  mit  denen  er  verbunden  ist,  für  einen  Augenblick 
fest  wären. 

Wenn  diese  Bedingung  hinsichtlich  der  Richtung  der 
Kräfte  und  der  Verbindung  der  Theile  des  «Systems  nicht  er- 
füllt ist,  so  kann  man  sicher  sein,  dass  Gleichgewicht  nicht 
stattfindet ;  dagegen  ist  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  allein 
nicht  hinreichend  für  das  V^orhandensein  des  Gleichgewich- 
tes in  einem  Systeme  von  Punkt™. 

§  291«  Wenn  alle  Kräfte,  welche  auf  ein  an  den  beiden 
festen  Punkten  A  und  B  aufgehängtes  Seilpolygon  wirken, 
gegebene  Gewichte  "«ind,  so  folgt  aus  der  Gonstruction  des 
§  286,  dass  dieses  Polygon  ganz  in  der  durch  die  beiden 
Punkte  gehenden  Verticalebene  liegen  muss.  Es  ist  dies  auch 
an  sich  klar,  da  kein  Grund  vorhanden  ist,  wesshalb  es  sich 
aus  dieser  Ebene  mehr  nach  der  einen,  als  nach  der  anderen 
Seite  entfernen  sollte.  Wählt  man  nun  die  Normale  dieser 
Ebene  als  z-Axe,  so  werden  die  Winkel  c,  g,  T»  7  •  •  •  • 
alle  zu  rechten,  und  die  dritte  Gleichung  (a)  fällt  weg;  die 
beiden  anderen  reduciren  sich  auf 

H  cos  a  4-  K  cos  e  =  0,  ] 

H  cos  b  +  K  cos  f  +  li  =  0,     j 
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wenn  a,  e,  a,  a'  .  .  .  sich  auf  eine  horizontale,  und  b,  t  ß, 
ß'  .  .  .  auf  eine  im  Sinne  der  Schwerkraft  gerichtete  Axe 
beziehen,  und  11  die  Summe  der  Gewichte  P,  P',  P"  ..•  be- 
deutet, die  an  dem  Polygone  angebracht  sind. 

Das  Oleichgewicht  des  Polygons  darf  nicht  gestört  werden, 
wenn  m^m  sich  seine  Gestalt  als  unveränderlich  denkt ;  daher 
muss  die  Kraft  11  der  Resultante  von  H  und  K  gleich  und 
genau  entgegengesetzt  sein.  Nach  den  Gleichungen  (b)  ist  sie 
dieser  Resultante  schon  gleich  und  entgegengesetzt;  sie  muss 
daher  nur  noch  durch  den  Punkt  0  (Fig.  72)  gehen,  in  welchem 
sich  die  Verlängerungen  der  beiden  äussersten  Seiten  AM  und 
BN  schneiden,  und  den  man  als  den  gemeinschaftlichen  An- 
griffspunkt der  beiden  Kräfte  H  und  K  ansehen  kann.  Somit 
fällt  im  Gleichgewichtszustande  die  Resultante  11  der  verti- 
calen  Kräfte  P,  P',  P"  .  •  .  mit  der  Verticalen  OD  zusammen, 
und  man  erhält  nach  g  29  die  Proportionen 

H  :  n  =  sin  BOD  :  sin  AOB, 

K  :  n  =  sin  AOD  :  sin  AOB, 

welche  die  Spannungen  der  beiden  äussersten  Seiten  oder  die 
auf  die  festen  Punkte  A  und  B  ausgeübten  Druckkräfte  H 
und  K  liefern,  sobald  man  die  Winkel  AOD  und  BOD  ge- 
messen hat.  • 

§  ^2.  In  Beziehung  auf  die  Spannungen  der  Fäden, 
welche  eine  gegebene  Last  tragen,  gilt  dasselbe,  was  wir 
hinsichtlich  der  Drucke  gesehen  haben,  welche  die  Unter- 
stützungspunkte einer  horizontalen  Ebene  auszuhalten  haben, 
auf  der  ein  Gewicht  ruht  (§  270). 

Betrachten  wir  den  Fall,  dass  drei  an  den  festen  Punkten 
A,  B  und  G  (Fig.  73)  angebrachte  Fäden  sich  in  dem  Punkte 
M  vereinigen,  und  dass  in  diesem  Punkte  ein  Gewicht  P  auf- 
gehängt ist  und  in  verticaler  Richtung  MD  wirkt.  Wir 
nehmen  einen  Punkt  D'  auf  der  Verlängerung  dieser  Geraden 
an  lind  construiren  das  Parallelepipedum,  dessen  Diagonale 
MD'  ist  und  dessen  drei  aneinanderstossende  Seiten  MA',  MB' 
und  MC  mit  den  Richtungen  der  drei  Fäden  zusammenfallen. 
Stellt  man  die  Kraft  P  durch  die  Gerade  MD'  dar,  so  werden 
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• 

ihre  Componenten  nach  jenen  drei  Richtungen  durch  MA\ 
MB\  MC  dargestellt  und  drücken  die  Spannungen  der  drei 
Fäden  MA,  MB  und  MC  aus,  oder  die  Lasten,  welche  die 
festen  Punkte  A,  B  und  C  zu  tragen  haben,  und  welche  in 
diesem  Falle  vollständig  bestimmt  sind.  Sobald  aber  der 
Fäden,  die  in  M  zusammenlaufen,  vier  oder  mehr  sind,  so 
kann  man  die  Kraft  P  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
in  Componenten  nach  ihren  Richtungen  zerlegen,  so  dass  als- 
dann ihre  Spannungen  und  die  an  den  festen  Punkten  ziehen- 
den Lasten  nicht  mehr  bestimmt  sind,  und  eine  oder  mehrere 
davon  gleich  0  oder  willkürlich  gross  gewählt  werden  können. 
Diese  Unbestimmtheit  würde  wirklich  stattfinden,  wenn  die 
Fäden  absolut  undehnbar  wären ;  sie  hört  jedoch  auf,  sobald 
man  die  Dehnbarkeit  berücksichtigt ;  alsdann  verlängern  sich 
alle  Fäden,  wenn  auch  noch  so  wenig;  ihre  Ausdehnung  hängt 
von  ihrer  Anzahl  und  ihren  relativen  Lagen  ab;  und  wenn 
man  diese  kleinen  Dehnungen  misst,  so  kann  man  daraus 
einen  Schluss  auf  die  Spannung  jedes  Fadens  ziehen  oder  auf 
die  Last,  welche  auf  jeden  der  festen  Punkte  kommt. 

Nimmt  man  zum  Beispiel  an,   der  Faden  AM  habe  sich 

in  dem  Verhältniss  von  1   +  8  zur  Einheit   verlängert,   und 

weiss  man  andereraeits,  dass  ein  Faden  aus  demselben  Stoffe 

und  von  derselben  Dicke  sich  in  dem  Verhältniss  von  1  +  p 
zur  Einheit  ausdehnt,  wenn  man  ihn  an  einem  festen  Punkte 

vertical  aufhängt  und  an   seinem  unteren  Ende  das  Gewicht 

P  befestigt,  so  kann  man  daraus  schliessen  (g  288),  dass  die 

Spannung,  welche  dieser  Faden  auszuhalten,  oder  die  Last, 

welche  der   Punkt   A   zu   tragen    hat,   gleich   dem   Producte 

—  P  ist. 
P 

Bezeichnet  man  mit  p'  und  S\  p"  und  S"  etc.  die  Werthe 
p  und  8  in  Beziehung  auf  die  Fäden  MB,  MC,  .  •  •  •  und 
roit  7,  7',  T '  •  •  •  die  spitzen  Winkel,  welche  die  Fäden  MA, 
MB,  MC  ....  mit  der  Verticalen  MD'  bilden,  so  muss 


">" 


-   cos  T  +  -  cos  7    4"  ""  cos  7     +  •  •  •  =  1 
1?  P  P 
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sein,  wenn  die  Summe  der  verticalen  Componenten  aller  Span- 
nungen dem  Gewichte  P  gleich  sein  soll.  Projicirt  man  die- 
selben Fäden  auf  eine  horizontale  durch  den  Punkt  M  ge- 
hende Ebene  und  bezeichnet  mit  co,  cd\  w"  •  .  •  •  die  Winkel, 
welche  die  Projectionen  von  MA,  MB,  MC  •  •  •  mit  einer  in 
dieser  Ebene  willkürlich  angenommenen  Graden  MO  bilden, 
so  erhält  man  ferner  die  Gleichungen 

5    .  .  8'     .       , 

-  sin  7  sin  0)  +  -,  sin  y'  sin  <i)'  -1-  .  .  .   =  (), 

sin  Y  cos  (ü  4-  ~  sin  Y  cos  w'  4-  .  .  .  =  0, 

welche  ausdrücken,  dass  die  Resultante  aller  Spannungen 
eine  verticale  Kraft  ist. 

Hat  man  nur  drei  Fäden,  so  .genügen  diese  drei  Glei- 
chungen, um  vermittelst  der  Winkel,  welche  diese  Fäden  mit 
der  Verticalen  MD'  bilden,  und  der  Winkel,  welche  die  durch 
die  Fäden  gelegten  Verticalebenen  miteinander  bilden,  die 
Verhältnisse  der  Spannungen  der  Fäden  zum  Gewichte  P.  oder 


>" 


3    8'  8' 

die  Werthe  von     ,    >  und     t,  zu  bestimmen.    Sind  ihrer  nur 

9    P  P 

zwei  vorhanden,  so  liegen  dieselben  mit  der  Verticalen  in 
einer  Ebene,  wodurch  sich  die  beiden  letzteren  Gleichungen 
auf  eine  reduciren. 


IL 
Gleichgewicht  eines  biegsamen  Fadens. 

§  293«  Betrachten  wir  zunächst  einen  schweren,  homo- 
genen Faden  von  constanter  Dicke.  Derselbe  sei  vollkommen 
biegsam  und  mit  seinen  Enden  A  und  C  (Fig.  74)  an  zwei 
gegebenen  Punkten  befestigt,  und  wir  stellen  uns  nun  die 
Aufgabe,  die  Curve  ABC  zu  bestimmen,  welche  er  im  Gleich- 
gewichtszustande bildet.  Man  nennt  diese  Curve  die  Ketten- 
linie;  dieselbe  liegt  offenbar   in   der  Verticalebene,   w^elche 
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durch  die  festen  Punkte  A  und  C  geht;  denn  es  ist  kein 
Grund  vorhanden,  warum  irgend  ein  Punkt  derselben  nach 
irgend   einer  Seite  hin   aus  dieser  Ebene  heraustreten  sollte. 

Von  einem  Punkte  0  aus  ziehen  wir  in  dieser  Ebene 
zwei  rechtwinklige  Axen  Ox  und  Oy,  welche  die  positiven 
Coordinatenaxen  sein  sollen,  und  zwar  so,  dass  Ox  horizontal 
und  nach  der  Seite  des  Punktes  A  hin  liegt,  und  Oy  vertical 
im  entgegengesetzten  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist  und 
durch  den  tiefsten  Punkt  B  der  Gurve  geht.  Seien  x  und  y 
die  Coordinaten  OP  und  PM  eines  beliebigen  Punktes  M  der 
Curve,  und  s  der  vom  Punkte  B  an  gemessene  Bogen  BM; 
seien  femer  x',  y',  s'  die  entsprechenden  Stücke  für  einen 
anderen  Curvenpunkt  M',  der  so  liegt,  dass  s'  >  s  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  p  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des 
Fadens,  so  wird  das  Gewicht  eines  Stückes  von  der  Länge 
s — s  gleich  p(s'—  s)  sein,  wenn  derselbe  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liegt,  da  wir  ihn  als  homogen  und  von  constanter 
Dicke  vorausgesetzt  haben.  Ist  er  dagegen  an  seinen  Enden 
A  und  B  aufgehängt,  so  werden  seine  verschiedenen  Theile 
ungleich  gedehnt  wegen  ihrer  verschiedenen  Spannungen; 
und  da  sich  hierbei  die  Massen  der  einzelnen  Theile  nicht 
ändern,  so  muss  sich  ihre  Dicke  oder  ihre  Dichtigkeit  ver- 
mindern, und  es  wird  mithin  das  Gewicht  eines  Stückes  von 
der  Länge  s' — s  nicht  mehr  genau  dasselbe  sein,  wie  im  vo- 
rigen Falle-  Ist  aber  die  Substanz  des  Fadens  wenig  dehn- 
bar, und  vernachlässigt  man  die  kleinen  Dehnungen  seiner 
Theile,  so  darf  man  auch  in  diesem  Falle  p  (s'— s)  als  Gewicht 
des  Stückes  MM'  dtn*  Kettenlinie  annehmen. 

Seien  ferner  T  und  T'  die  unbekannten  Kräft-e,  welche 
an  seinen  Enden  M  und  M'  wirken  und  daher  rühren,  dass 
diese  Punkte  mit  den  Theilen  CM  und  AM'  dieser  Curve  ver- 
bunden sind.  Nimmt  man  zu  diesen  Kräften  noch  das  Ge- 
wicht p  {b — s)  hinzu,  so  kann  man  MM'  als  ganz  frei  be- 
trachten; bezeichnet  man  daher  mit  a  und  ß  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Kraft  T  mit  den  positiven  Rich- 
tungen der  Coordinatenaxen    bildet,   und   mit   a'   und  ß'    die 
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entsprechenden  Winkel  in  Beziehung  auf  die  Kraft  T'.  so 
erhält  man 

T  cos  a  +  T'  cos  a'  =  o, 

T  cos  ?  +  T'  cos  ß'  =  p  (s'  —  s).  J  (a) 

T  (x  cos  p  —  y  cos  a)  +  T'  (x'cos  ß'  —  y'uos  a')  =  p  (s' —  s)  Xp ) 

als  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleichgewicht  dieser  in 
einer  Ebene  liegenden  drei  Kräfte,  wo  x^  die  horizontale 
Abscisse  des  Schwerpunktes  des  Bogens  MM'  ist.  Dieselben 
gelten  für  jede  Länge  des  Curvenstückes :  wenn  man  dasseltx^ 
als  unendlich  klein  voraussetzt,  so  wird  man  in  diesen  Gleich- 
ungen  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässigen dürfen,  während  man  die  erster  Ordnung  beibe- 
halten muss.  Aber  auch  in  diesem  Falle  muss  man  die  Kraft 
T  als  nach  der  Tangente  MH  im  Punkte  M,  und  die  Kraft 
T'  als  nach  der  Tangente  M'H'  im  Punkte  M'  gerichtet  be- 
trachten. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  auf  MM'  einen  Punkt 
m  so  an,  dass  der  Bogen  Mm  unendlich  klein  von  der  zweiten 
Ordnung  ist;  dann  dürfen  wir  das  Gewicht  dieses  Theiles  der 
Kettenlinie  vemachlässigen.  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt 
m  fest,  so  darf  bestehendes  Gleichgewicht  dadurch  nicht  gestört 
werden ;  da  aber  der  Faden  vollkommen  biegsam  ist,  so  würde 
nichts  die  Kraft  T  hindern,  den  Bogen  Mm  um  m  zu  drehen,  wenn 
sie  nicht  die  Richtung  seiner  Verlängerung  MH  hätte.  Auf  die- 
selbe Weise  überzeugt  man  sich,  dass  die  Kraft  T'  die  Rich- 
tung M'H'  haben  muss. 

Demnach  müssen  die  Gleichungen  stattfinden 

dx  ^  dy 

cos  ß    =  —     ,-, 

CS 


cos 

a 

ds 

cos 

a 

dx 

dy- 
ds'  ^°  ''    ~  ds'' 


0/ 


COS  p     = 


und  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen   zweiter 
Ordnung  sind  die  beiden  letzteren  Werthe 

dx    ,     j  dx  -,         dy    ,     ,  dy 

cos  a    =  -3 h  d  - .   »         cos  ß    =  3^  -f  d    ,•' 

ds     '         ds  ds  is 


i 
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Ferner  läset  sich  zeigen,  dass  T'  =  T  +  dT  ist.  In 
der  That  ist  T  eine  Function  der  Coordinaten  des  beliebigen 
Punktes  M,  auf  welchen  es  sich  bezieht ;  es  nimmt  daher  im 
Punkte  M'  den  Werth  T  +  dT  an  und  drückt  für  diesen 
Punkt  die  Kraft  aus,  welche  auf  den  oberen  Theil  AM'  der 
Kettenlinie  in  der  Richtung  M'H,,  der  Verlängerung  von  H'M', 
wirkt.  Bezeichnen  wir  nun  mit  m'  einen  Punkt  der  Curve, 
dessen  Abstand  von  M'  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist,  so  wird  die  Kraft,  welche  in  m'  auf  das  Stück  Am' 
wirkt,  der  Grösse  und  Richtung  nach  dieselbe  sein,  wie  die, 
welche  in  M'  auf  AM'  wirkt;  folglich  wird  das  Theilchen  M'm' 
der  Kettenlinie  von  den  Kräften  T'  und  T  +  dT  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  hin,  nach  M'H'  und  m'H^,  gezogen, 
und  diese  Kräfte  müssen  daher  gleich  sein,  wenn  M'm'  im 
Gleichgewichte  bleiben  soll. 

Dies  vorausgeschickt,  setzen  wir  diese  verschiedenen 
Wei*the  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (a)  ein  und  ersetzen 
s' — s  durch  ds;  dann  gehen  dieselben  über  in 


d  (t  I)  =  pds. 


(b) 


Was  die  dritte  jener  Gleichungen  anbelangt,  so  nimmt  die- 
selbe, wenn  man  darin  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung vernachlässigt  und  —  was  man  alsdann  thun  darf  — 
auf  der  rechten  Seite  x^  durch  x  ersetzt,  die  Form  an : 


'■<^t-y'i)'  ^»"^ 


hierfür  kann  man  aber  auch  schreiben 


4^£)-^-(^5)-P^^ 


und  diese  Gleichung  ist,  wie  man  sieht,  eine  Folge  der  beiden 
anderen.  Wirklich  kann  das  Problem  nur  auf  zwei  unab- 
hängige Gleichungen    führen,    da    nur    zwei   Unbekannte,    y 

31» 
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und  T,  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen  sind;  die  ersterc 
liefert  die  Gleichung  der  Curve,  und  die  zweite  gibt  die  Span- 
nung in  einem  beliebigen  Punkte  M  an,  d.  h.  die  Grösse  der 
gleichen  Kräfte,  welche  an  dem  Elemente  Mm  in  Richtung 
seiner  beiden  Verlängerungen  ziehen. 

§  294.    Ein  Integral  der  ersten  Gleichung  (b)  ist 

T  -  =  c 
^   ds         ""' 

wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.    Im  Punkte  B  ist 

dx 

j-  =  1  und  T  =  c ;  stellt  man  daher  die  Spannung  in  diesem 

tiefsten  Punkte  durch  das  Gewicht  eines  Fadenstückes  von 
der  Länge  h  dar,  so  ist  c  =  ph,  und  für  einen  beliebigen 
Punkt  wird 

T-phg. 

Die  zweite  Gleichung  (b)  geht  daher  über  in 


woraus  folgt 


s  =  h  -T^, 
dx 


wenn  man  beachtet,  dass  im  Punkte  B  gleichzeitig  s  =  0  und 

dy  .  .  . 

T=  0  ist.    Diese  Gleichungen  liefern  unmittelbar  den  Bogen 

s  und    die  Spannung  T,   sobald   die  Ordinate  y   als  Function 
von  X  bestimmt  ist. 

Setzen  wir  in  der  obigen  Gleichung  für  ds  seinen  Werth 

ds  =  dx  i/i  i  ?y^ 

^       ^  dx^' 
so  ergibt  sich  daraus 


dx  = 

1/  I    4- 

dx' 


/.  +  ^''' 
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Integrirt  man  und  beachtet,  dass  im  Punkte  B    x  =  0  und 

-^  =  0  ist,  so  erhält  man 
dx 

und  mithin  

dx  ^  K   ^  +  dx»  ' 

wo  e  wieder  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet. 
Multipliciren  wir  diese  Oleichung  mit 


(/' + r.  -  s) 


h 


SO  kommt 

es  ist  daher 

ds  —  V  (eh  4-  e 

dy. 

dx' 

dy  =  -  (^eh  —  e     *»  j  dx, 
und  hieraus  folgt 

y  =  2"  (®^  +  ®~  V' 


(c) 


wenn  man  beachtet,  dass  für  den  Punkt  B  x  und  s  gleich- 
zeitig verschwinden,  und  wenn  man  ausserdem  den  Goordi- 
natenanfangspunkt  in  der  Entfernung  h  unter  diesem  Punkte 
annimmt,  so  dass  für  x  =  0  y  =  h  ist. 

Aus  den  Oleichungen  (c)  ergibt  sich  wie  oben 

8  =  h    ,  • 
dx 
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Die  zweite  derselben  ist  die  Gfleichung  der  Kettenlinie 
in  der  einfachsten  Form ;  sie  zeigt,  dass  diese  Gurve  zu  beiden 
Seiten  ihres  tiefsten  Punktes  symmetrisch  liegt. 

Der  oben  gefundene  Werth  von  T  wird 

T  -  Ph  g  -  py, 

und  diese  Grleichung  zeigt,  dass  die  Spannung  in  einem  belie- 
bigen Punkte  M  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadenstückes 
von  der  Länge  der  Senkrechten  MP  ist,  welche  man  von 
diesem  Punkte  auf  die  durch  0  gehende  Horizontale  fallt. 
Im  Punkte  B  ist  diese  Spannung  am  kleinsten,  nämlich  gleich 
ph,  wie  wir  oben  schon  gefunden  hatten. 

§  295«  Es  erübrigt  nur  noch,  die  Constante  h  zu  be- 
stimmen,   welche    in    diesen    Gleichungen    vorkommt.      Die 

Gleichung  für  y  bestimmt  alsdann  die  Gestalt  der  Kettenlinie; 
damit  aber  auch  ihre  Lage  in  der  Verticalebene   der  Punkte 

A  und  G  bestimmt  sei,  muss  die  Entfernung  der  Axe  Oy  von 

einem  dieser  Punkte  gegeben  sein. 

Zu  dem  Ende  ziehen  wir  durch  den  Punkt  A  eine  Ho- 
rizontale, welche  die  y-Axe  in  Q  schneidet,  und  durch  G  eine 
Verticale,  welche  die  horizontale  Linie  in  D  trifft.  Wenn 
die  Lage  des  Punktes  G  gegen  A  bekannt  ist,  so  kann  man 
die  Strecken  AD  und  DG  als  gegeben  ansehen.  Wir  wollen 
dieselben  mit  a  und  b  bezeichnen,  und  mit  k  die  Entfernung 
AQ,  so  dass  man  hat 

AD  =  a,  AQ  =  k. 

DG  =  b,  OB  =  h, 

wo  a  und  b  gegebene  Grössen  sind,  und  h  und  k  die  beiden 
Unbekannten,  um  deren  Bestimmung  es  sich  handelt. 

Sei  k'  die  Entfernung  QD,  I  die  gegebene  Länge  der 
Gurve  ABG,  g  und  g'  ihre  beiden  Theile  AB  und  BG,  und  f 
die  Bogenhöhe  BQ;  dann  ist 

k  +  k'  =  a. 
g  +  g    =  l» 
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\^enn  man  k'  und  g  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  der  Punkt  C  der  Verlängerung  von  AB  oder  dem 
Bogen  AB  selbst  angehöi-t.  Die  Ordinaten  der  Punkte  A  und 
C  werden  h  +  f  und  h  +  f  —  b  sein,  wenn  man  die  Grösse  b 
wieder  als  positiv  oder  negativ  ansieht,  je  nachdem  G  unter- 
halb oder  oberhalb  der  horizontalen  durch  den  Punkt  A  ge- 
zogenen Linie  liegt. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (c)  einmal 

X  =  k,     s  =  g,     y  =  h  +  f , 
und  dann 

X  =   —  k,  s  =  —  g ,  y  =  h  4-  f  —  b, 

so  gehen  dieselben  über  in 


g  =  |(et   -  e    i,), 

h  /  Jl'         _  l'\ 
g   =  _  (^eh    -  e    h  j, 

h  +  f  =  I  (eh    +  e-h-), 


h  +  f  -  b  =  ^  ^eh    +  e    Tj, 

und  hieraus  folgt 

h  /  !L        _  ^  1'  _  ^'\ 

I  =  -  leh  — e     h-f-eh    —  e    >»l, 

b  =  -  leh  +e    b    —  eb    —  e     hj. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich,  mit  Berücksichtigung 
aer  Relation  k  +  k'  =  a, 

I«  -     b«  =  h«  (e¥  +  e~^   -  2), 


h*  (e*^  -  e    «hj\ 


dividirt  man  diese   Gleichung   durch   a^  und  setzt    zur  Ab- 
kürzung 


4S8 

Statik. 

11. 

a 
2h 

a 

und 

V 

(>         b^ 
a^ 

=  "« 

so  geht 

dieselbe  über 

in 

l 
2a 

('■ 

—  e 

") 

—  n. 

(d) 

Da  n  sich  aus  bekannten  Grössen  zusammensetzt,  so  ist 
der  Werth  von  a  und  somit  auch  der  von  h  durch  die 
Qleichung  (d)  bestimmt.  Im  Allgemeinen  lässt  sich  diese 
transcendente  Gleichung  durch  eine  der  bekannten  Näherungs- 
methoden lösen,  und  man  kann  daher  mit  Hülfe  derselben  für 
jeden  numerischen  Werth  von  n  den  von  a  so  genau  als 
man  wünscht  berechnen.  Ist  n  nur  wenig  von  der  Einheit 
verschieden,  so  hat  a  einen  sehr  kleinen  Werth;  entwickelt 
man  alsdann  die  Exponentialgrössen  und  vernachlässigt  die 
vierte  und  höhere  Potenzen  von  a,  so  erhält  man  einfach 

a^  =  (j  (n  —   1). 


Setzen  wir  ferner 


k  -  k' 

— r =  2ß, 


so  wird 


k  =  I  +  hß. 

k'  =  I  -  h?, 

und  der  vorige  Werth  von  b  geht  über  in 

b  =  -(e«h  —  e—ihlfe*^  —  e""*^];  (ej 

hieraus  ergibt  sich  der  Werth  von  ß ,  und  somit  auch  die 
Grössen  k  und  k',  sobald  h  bekannt  ist.  Das  Vorzeichen 
von  k'  entscheidet,  auf  welcher  Seite  von  Oy  der  Punkt  C 
liegt. 


Specielle  Fälle  der  Kettenlinie.  489 

Am  einfachsten  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  die 
festen  Punkte  A  und  C  in  einer  horizontalen  Linie  liegen. 
Dann  ist  C  =  0 ,    und  die  Gleichung  (e)  liefert  ß  =  0 ;  mithin 

a 
wird  k  =  k'  =  -,  und  man  erhält  gleichzeitig 

h  +  f  =  J-  (e  /h  +  e-is); 

diese  Gleichung  liefert  die  Spannung  in  den  Punkten  A 
und  C  oder  die  Last,  welche  diese  Punkte  zu  tragen  haben,  so- 
bald man  h  berechnet  hat.  In  dem  allgemeinen  Falle  lassen  sich 
diese  Spannungen  in  den  äussersten  Punkten  aus  den  Werthen 
von  y  herleiten,  welche  x  =  k  und  x  =  —  k'  entsprechen. 

%  296.  Unter  allen  Curven  gleichet-  Länge,  welche  in 
den  gegebenen  Punkten  A  und  C  endigen,  ist  die  Kettenlinie 
diejenige,  bei  welcher  der  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Um  dies  einzusehen,  ziehen  wir  durch  den  Punkt  A 
(Fig.  75)  eine  horizontale  Axe  Ay'  und  eine  verticale,  im  Sinne 
der  Schwerkraft  gerichtete,  Ax'.  Seien  x'  und  y'  die  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  in  Beziehung  auf  diese 
Axen.  Bezeichnen  wir  mit  Xj  den  Abstand  des  Schwerpunk- 
tes irgend  einer  Curve  AMC  von  der  y'-Axe,  so  ist 

l  X,  ^  /  X-  /l   +  %  dx-, 

wenn  b  der  Werth  von  x'  für  den  Punkt  C  ist,  und  I  die 
gegebene  Länge  der  Curve  bedeutet,  so  dass 

(  =    l'  I     i     I    ^y'dx' 

ist.  Nach  der  Gleichung  (e)  des  §  201  ist  nun  die  Diiferen- 
tialgleichung  der  Curve,  för  welche  unter  allen  Curven  gleicher 
Länge  das  erste  Integral  ein  Maximum  wird: 

j  ,                        c'  dx' 
dy    =  -     i__ 

V    (x'  +  c)»  -  c'^ 
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wo  c  und  c'  willkürliche  Constanten  sind.  Integrirt  man  und 
beachtet,  dass  die  Variabelen  x'  und  y'  gleichzeitig  verschwin- 
den, so  kommt: 


y     =    c'    log    ^'    +    C    +    f      (^\±,C)'   ,-  ^, 


c  +  /  c« 


c  * 


und  folglich 


__  y' 

x'  -f-  c  +  j/  (x'   -f-  c)^  —  c'^  =   T  Q^ 

wenn  man  zur  Abkürzung 


c  +  /  c*  —  c*  =  Y 
setzt.     Hieraus  ergibt  sich 

V' 

^ • 

x'  -f-  c  —  )/  (x'  +  c)^  —  c''  =  T  e*^'» 

wenn  man  wieder  zur  Abkürzung 

c  —  y  c^  —  c'*  =  7' 
setzt.    Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 

X    +  c  =  -J  7  ec  +y'  e    c    I  (f) 

als  Gleichung  der  Curve,  welche  die  fragliche  Eigenschaft  be- 
sitzt.    Für  den  Punkt  C  ist  demnach 

b  +  c  =  2  I  T  ec  +  y'  e    c    |, 

wo  a  die  gegebene  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  x'-Axe 
ist,  so  dass  man  gleichzeitig  x'  =  b  und  y'  =  a  zu  setzen 
hat.  Diese  particuläre  Lösung  und  die  Länge  (  der  Curve 
dienen  zur  Bestimmung  der  beiden  Constanten  c  und  c'. 

Um  nun  die  üebereinstimmung  der  Gleichung  (f)  mit  der 
der  Kettenlinie  zu  zeigen,  bezeichnen  wir  mit  e  eine  unbe- 
stimmte Constante  und  verwandeln  die  Coordinaten  x'  und  y' 
in  andere,  so  dass 

x'  +  c  =  —  y, 

y'  =  s  —  X 
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ist;  diese  neuen  Coordinaten  x  und  y  sind  dann  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  y'  und  x'  gerichtet  und  haben  einen  an- 
deren Anfangspunkt.  Durch  diese  Transformation  geht  die 
Gleichung  (f)  über  in 

1        i        l         1     ,    _!,    V 

y  =  —   -   T  ee'  e    c  —  -  Y    e    c  e  c. 

Verfügen  wir  nun  über  die  bishel*  noch  unbestimmte  Con- 
stante  s  so,  dass  sie  der  Gleichung 

£  S 

genügt,  und  setzen  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden 
Grössen  gleich  —  h,  so  wird  h*  =  7  7  ==  c'^,  also  h  =  c'. 
und  die  obige  Gleichung  der  Curve  geht  über  in 


y  =  2   *^    (®*'    +  ^     V' 


dies  ist  aber  die  zweite  Gleichung  (c),  welche  wir  als  Gleich- 
ung der  Kettenlinie  gefunden  haben. 

§  297'  Wenn  die  verticale  Kraft,  welche  auf  jedes 
Element  des  in  den  Punkten  A  und  C  (Fig.  74)  aufgehängten 
Fadens  wirkt,  nicht  der  Länge  ds  dieses  Elementes,  sondern 
seiner  horizontalen  Protection  dx  proportional  ist,  so  lautet 
die  zweite  Gleichung  (b) 


d  (t  I)  =  pdx, 


wo  p  eine  gegebene  Constante  bedeutet,  welche  das  Gewicht 
der  Längeneinheit  des  Fadens  darstellt.  Vermöge  der  ersten 
Gleichung  (b),  welche  ungeändert  bleibt,  hat  man  immer 

'^     dx 

wo  h  eine  Linie  von  unbekannter  Länge  ist,  und  ph  ein  Ge- 
wicht bedeutet,  welches  der  Spannung  im  tiefsten  Punkte  B 
der  Curve  äquivalent  ist.  Durch  Einsetzung  dieses  Werthes 
in  die  vorige  Gleichung  geht  diese  über  in: 
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h  (I 


m  =  -. 


und  hieraus  folgt 


2hy  =  x^ 

wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordiuaten  nach  B  verlegt. 
In  diesem  Falle  ist  die  Curve  also  eine  Parabel,    deren 
Scheitel  im  tiefsten  Punkte  liegt,  und  man  erhält 

T  =  P  j/"h>  -f  X* 

als  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte. 

Bedienen  wir  uns  der  Bezeichnungen  des   §  295,    so  er- 
halten wir  für  die  Punkte  A  und  C 

2hf  =  k», 

2h  (f  —  b)  =  k'», 

und  daraus  folgt,  da  k  +  k'  =  a  ist: 

2hb  =  a  (k  -  k'); 

aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  Grössen  k,  k'  und  f 
berechnen,  sobald  man  h  bestimmt  hat,  dessen  Werth  von  der 
Länge  1  des  Fadens  abhängt.     Es  ist  nämlich 


ds  1       r 

di    =  h    /  h»  +  X«, 


r 


also  , , 

W  =    I      |/   h»  +  x«dx; 

-k' 

fuhrt  man  die  Integration  nach  den   bekannten  Integrations- 
regeln aus,  so  ergibt  sich: 

.,  ,       V    h»  +  k*  +   k 
2hl  =  h*  log    -;  '  ' 


/  h«  -I-  k'«"-  k' 
+  k  |/'"h"^+  k» 

+  k'/  h*  -H.k». 
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Betrachten  wir  nun  der  Einfachheit  halber  nur  den  Fall, 
dass  die  beiden  Punkte  A  und  C  in  einer  horizontalen  Geraden 
liegen,  so  ist 

b  =  0, 

und  die  vorige  Qleichung  reducirt  sich  auf 

hl  =  h*  log   -+  ^-}*  +  ^*  +  k  /  h«  +  k». 

und  hieraus  lässt  sich  durch  Probiren  ein  Näherungswerth  von 
h  mit  I>eliebiger  Genauigkeit  berechnen,  sobald  die  numerischen 
Werthe  von  I  und  k  gegeben  sind. 

Leichter  lässt  sich  die  Unbekannte  h  bestimmen,  wenn 
die  Länge  1  der  Curve  nur  wenig  von  ihrer  Projection  a  ver- 
schieden ist;  alsdann  wird  h  sehr  gross  im  Vergleich  mit  a, 
und  man  erhält  die  stark  convergirenden  Reihen 

^ -         .      ,     1  k^  1   k^ 

jAh«  +  k^  =  h  +  -j^     -  8h3  +  -  ••• 

h  h  6   h»   ^ 

Nach  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  wird  aus  der  vorigen 
Gleichung  nahezu 

h>  (l  -  2k)  =  |-  k», 

und  hieraus  folgt: 


^  j/  8  (l  — a) 

Wir  haben  dieses  Beispiel  gewählt,  weil  es  eine  prak- 
tische Anwendung  bei  der  Construction  der  Kettenbrücken 
findet,  bei  der  es  wichtig  ist,  die  Spannung  der  Kette  und 
die  Last,  welche  jeder  ihrer  Aufhängepunkte  zu  tragen  hat, 
berechnen  zu  können. 
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§  398.  Gehen  wir  nun  zur  Untersuchung  des  Falles 
über,  dass  alle  Punkte  des  Fadens  von  beliebigen  Kräften 
bceinilusst  werden.  Derselbe  wird  dann  im  Allgemeinen  eine 
(Jurve  doppelter  Krümmung  bilden;  für  das  Gleichgewicht 
jedes  seiner  Elemente  ist  die  Erfüllung  von  je  drei  Gleich- 
ungen erforderlich,  welche  man  ~  immer  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Faden  vollkommen  biegsam  sei  —  aus  den 
im  >^  29>^  angestellten  Betrachtungen  erhält.    Dieselben  lauten : 


d  (t  J^)   +  X  .  ds  =  0. 

'  (^'  df )   +  ''  '■  '^  =  '■ 
d  (t  f^)  +  Z  .  ds  =  .), 


(I) 


WO  X,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  M  der  Curvo,  ds  das  Curvenelement,  und  s  das  Pro- 
duct  aus  der  Dichtigkeit  des  Fadens  und  seinem  Querschnitt 
für  den  Punkt  M  bedeuten,  so  dass  s  ds  das  Massenelement 
des  Fadens  darstellt;  ferner  ist  T  die  Spannung  in  diesem 
Punkte,  d.  h.  die  ihrer  Grösse  nach  unbekannte  Kraft,  welche 
auf  das  Massenelement  in  Richtung  seiner  beiden  Verlänge- 
rungen wirkt;  X,  Y,  Z  endlich  sind  die Componenten  nach  den 
Coordinatenaxen  der  auf  die  Masseneinheit  bezogenen,  auf  den 
Punkt  M  wirkenden  Kraft ;  diese  drei  Componenten  sind  ge- 
gebene Functionen  der  Coordinaten  des  Punktes  M. 

Vermöge  der  Spannung  T  erleidet  das  Element  ds  eine 
Ausdehnung  und  die  Grösse  s  eine  Verminderung,  so  dass 
die  Masse  s  ds  ungeändert  bleibt;  bezeichnen  wir  daher  diese 
beiden  Grössen  für  den  ursprünglichen  Zustand  des  Fadens 
mit  ds'  und  &',  so  ist 

s  ds  =  s'  ds'; 

nehmen  wir  fern^T  an,  dass  die  Ausdehnung  der  Kraft,  welche 
sie  hervorbringt,  proportional  sei  (§  288),  so  haben  wir  gleich- 
zeitig 

ds  =  (1   +  a>  Tj  ds',  (2) 
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WO  CO  ein  sehr  kleiner  Factor  ist,  der  von  der  Substanz  und 
der  Dicke  des  Fadens  im  Punkte  M  abhängt.  Wenn  der 
Faden  homogen  und  in  seiner  ganzen  Länge  von  constanter 
Dicke  ist,  so  sind  e'  und  co  constante  Grössen ;  im  Allgemeinen 
müssen  diese  beiden  Grössen  als  gegebene  Functionen  des 
von  einem  bestimmten  Anfangspunkte  bis  zum  Punkte  M  ge- 
messenen Bogens  s'  angesehen  werden. 

§  S99»  Ist  ein  Faden  aus  einem  beliebigen  Stoffe  nur 
der  Schwerkraft  unterworfen  und  an  einem  Punktl  A  ver- 
tical  aufgehängt,  so  verschwinden,  wenn  man  noch  seine 
Richtung  als  positive  x-Axe  wählt,  die  beiden  letzten  Gleich- 
ungen (1),  und  die  erste  geht  über  in 

dT  -f  gsdx  =  0, 

wo  g  di^  Schwerkraft  bedeutet.  Nehmen  wir  A  zum  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  und  bezeichnen  mit  Q  den  Werth 
von  T,  welcher  x  =  0  entspricht,  d.  h.  die  Last,  welche 
dieser  Punkt  zu  tragen  hat,  so  ist  für  einen  beliebigen  Punkt  M 

X 

T  =  g  -  g  I  edx  . 

u 

Sei  B  das  untere  Ende  des  Fadens;  wir  bringen  in  diesem 
Punkte  eine  Last  P  an  und  bezeichnen  die  Länge  AB  mit  (. 
Dann  ist  offenbar  P  die  Spannung  im  Punkte  B  und  es  ist 

T  =  P  für  X  =  I: 

daraus  ergibt  sich 

l 

Q  =  P  +  g  fsdx 


o 


und  folglich 

1 
T  =  P  +  gjedx  -  gl'edx  . 

o  o 

Das  zweite  und  dritte  Glied  der  rechten  Seite  sind  nun  das 
Gewicht  des  ganzen  Fadens   und  seines  Theiles  AM;   daraus 
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folgt,  dass  die  Spannung  im  Punkte  M  gleich  der  Summe  der 
Last  P  und  des  Gewichtes  des  Fadenstückes  BM  ist,  was 
auch  von  vornherein  leicht  einzusehen  ist. 

Das  Gesetz  der  Dehnung  des  Fadens  in  jedem  Punkte 
seiner  Länge  hängt  von  seinem  Stoffe  und  von  seiner  Dicke 
ab.  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  dass  derselbe  homogen 
und  überall  von  gleicher  Dicke  sei,  so  ist  der  Coefficient  oi 
constant.  Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Theiles  AM  vor 
der  Spannung  mit  x',  nach  der  Spannung  mit  x,  und  ersetzen 
denigemäss  ds'  und  ds  in  der  Gleichung  (2)  durch  dx'  und 
dx,  so  erhalten  wir 

dx  =  (1   +  coT)  dx'. 

Sei  ferner  T  die  Länge  des  Fadens  vor  seiner  Spannung,  und 
p  sein  Gewicht.    Dann  ist  das  Gewicht  des  Theiles  BM  gleich 

^       -7-       -,  und  die  Spannung  im  Punkte  M  ist 

T  =  p  +  E  Hi-pA) . 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  vorige  Gleichung  ein,  in- 
tegriren  und  beachten,  dass  für  den  Punkt  A  x'  =  0  und 
X  =  (I  ist,  so  erhalten  wir 

13     ,     ,     (0  p  (2  r  x'  --  x'*) 

X  —  x=(«)Px4-       - /,      -  -  .    ^ 

2  l 

als  Verlängeining  des  Theiles  AM.  Daraus  ergibt  sich  die 
Verlängerung  des  ganzen  Fadens,  wenn  man  x'  =  f  und 
X  =  l  setzt,  und  man  erhält 


I  _  r  =  0,1-  (p+  J  p), 


so  dass  man,  wenn  man  das  Gewicht  des  Fadens  bei  der 
Berechnung  seiner  Dehnung  berücksichtigen  will,  die  Hälfte 
dieses  Gewichtes  der  an  seinem  unteren  Ende  befestigton  Last 
hinzufügen  muss. 

§  300.    In  dem  allgemeinen  Falle  addiren  wir  die  Gleich- 
ungen (1),  nachdem  wir  sie  bezüglich  mit 
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dx   dy    dz 
dis'  ds'  ds 

multiplicirt  haben.     Dann  erhalten  wir 

dT  +  6  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  0,  (3) 


da 


dx*    ,    dy*        dz^  

ds*  ^  ds*  "^  d^  ~ 


und 


dx    ,  dx    ,     dy   j  dy    ,     dz    ,  dz 


ds       ds  ds       ds  ds       ds 


d  ^  =  0 


ist.  Setzen  wir  den  Faden  als  homogen  und  von  constanter 
Dicke  voraus  und  vernachlässigen  die  kleine  Dilatation  seiner 
Elemente,  so  ist  die  Grösse  e  constant;  ausserdem  ist  der 
Ausdruck  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  im  Allgemeinen  das  vollstän- 
dige Differential  einer  Function  der  drei  von  einander  unab- 
hängigen Variabein  x,  y  und  z.     Setzen  wir  also 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  -  d  y  (x,  y,  z), 

so  erhalten  wir 

dT  =  e  dy  (x,  y,  z) 

und  mithin 

T  ^  6  y  (x,  y,  z), 

wenn  wir  die  willkürliche  Constante  als  in  der  Function  9 
mit  inbegriffen  betrachten.  Diese  Constante  verschwindet  in 
der  Differenz  der  Werthe  von  T  für  zwei  Punkte  des  Fadens. 
Daraus  folgt,  dass  man,  ohne  die  Gleichgewichtsgestalt^des 
Fadens  zu  kennen,  den  Zuwachs  der  Spannung  von  einem 
Punkte  zum  andern  bestimmen  kann;  so  dass  man  nur  die 
Spannung  in  irgend  einem  Punkte  zu  kennen  braucht,  um  sie 
für  die  ganze  Länge  des  Fadens  angeben  zu  können. 

Was  nun  die  Curve  anbelangt,  welche  der  Faden  bildet, 
so  ist  dieselbe  durch  zwei  der  drei  Gleichungen  (1)  bestimmt, 
oder  durch  zwei  beliebige  Combinationen   dieser   drei  Gleich- 
ungen,   nachdem   man   darin  für   T    den   vorher  gefundenen 
Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbach  der  Mechanik.  32 
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Werth  gesetzt  hat.  Es  bedarf  daher  im  Allgemeinen  zur 
Darstellung  dieser  Curvo  nur  der  Integration  eines  Systems 
von  zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Der  Krüm- 
mungsradius der  Curve  für  den  beliebigen  Punkt  M  lässt  sich 
durch  einen  Differentialausdruck  darstellen,  welcher  nur  von 
der  ersten  Ordnung  ist  und  nur  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte  als  bekannt  voraussetzt. 

Die  Gleichungen  (1)  können  durch  folgende  ersetzt  werden  : 


dx 
ds 


dz 
ds 

?  d  (t  ^' 

ds      \    ds 


führen  wir  die  Differentiationen  aus  und  betrachten  den  Bogen  s 
als  unabhängige  Variabele,  so  gehen  diese  Gleichungen  über  in : 


dxd^y  —  dyd*x  =  (Xdy  —  Ydx) 


dzd»x  —  dxd^z  =  (Zdx  —  Xdz) 


dyd*z   -  dzd^y  =  (Ydz  —  Zdy)  -, 


sds' 
T   ' 

sds* 
T"' 

cds* 


rp  . 


U) 


Bezeichnet  man    nun    den   Krümmungsradius   im   Punkte    M 
mit  p,  so  ist  nach  §   18 

ds» 

P  = -: :  —  —  -> 

/(dxd  V  -  dyd^x)«  +  (dzd^x  -  dxd2z)»+ (dyd*z  —  dzdV)^ 

und  mithin  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4) 
und  den  Werth  von  T  für  den  vorliegenden  Fall 


9  (x,  y,  z)  ds 


P  = 


.  (5) 


/(Xdy  —  Ydx)«  +  (Zdx  — '  Xdz)«  +  (Ydz  —  Zdy)* 
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Für  dt^n  Fall  der  Kettenlinie  ist 

X  =  0,      Y  =  -g,      Z  =  0,      T  =  gy. 

wenn  man  die  Coordinatenaxen  so  legt,  wie  es  die  Gleich- 
ungen (c)  des  §  294  voraussetzen.  Man  erhält  daher  in  diesem 
Falle 

ds 
P^^dx' 

eine  Gleichung,  welche  sich  mit  Rücksicht  auf  die  soeben  ge- 
nannten leicht  verificiren  lässt. 

§  301.  Wenden  wir  nun  die  gefundenen  Formeln  auf 
den  Fall  an,  dass  ein  Faden  über  die  Oberfläche  eines  festen 
Körpers  gespannt  ist,  und  setzen  der  Einfachheit  halber  vor- 
aus, dass  derselbe  keinerlei  gegebenen  Kräften  unterworfen 
sei,  so  dass  die  einzige  auf  seine  verschiedenen  Punkte  wirkende 
Kraft  der  unbekannte  Widerstand  des  starren  Körpers  ist, 
gegen  welchen  er  sich  anlehnt. 

Sei  in  dem  beliebigen  Punkte  M  des  Fadens  Nds  die 
Grösse  dieser  Kraft;  dieselbe  wirkt  auf  das  Massenelement 
sds  des  Fadens,  ist  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  des  starren 
Körpers  von  innen  nach  aussen  gerichtet,  und  ihre  Compo- 
nenten  nach  den  Coordinatenaxen  sind  Xeds ,  Yeds  und  Zsds. 
Der  Druck,  welcher  auf  die  ds  entsprechende  Stelle  des  starren 
Körpers  ausgeübt  wird,  ist  der  Kraft  Nds  gleich  und  ent- 
gegengesetzt, so  dass  N  die  Grösse  des  Druckes  in  Beziehung 
auf  die  Längeneinheit  darstellt. 

Bezeichnen  wir  mit  X,  \l  und  v  die  Winkel,  welche  der 
äussere  Theil  der  Normale  in  M  mit  Parallelen  zu  den  Coor- 
dinatenaxen bildet,  so  ist 

sX  =  N  cos  X , 

6  Y  =  N  cos  (i , 

eZ  =  N  cos  V . 

Wenn  ferner  L  ==  0  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  starren 
Körpers  ist,  und  man  zur  Abkürzung 

32* 
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1 
V  = 


/(S)+(f+(S) 


setzt,  so  ist  auch  nach  §  21 

cos  X  =  V  r-    , 
ox 

cos  [i-  =  V  ,     , 
cy 

cos  V  =  V  ,     , 
oz 

wenn  man  das  Vorzeichen  von  V  passend  wählt. 
Daraus  ergibt  sich 

s(Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  N  VdL  =  0 , 

und  somit  wird  der  durch  die  Gleichung  (3)  gegebene  Werth 
von  dT  gleich  0.  Die  Spannung  ist  daher  in  der  ganzen 
Länge  des  Fadens  dieselbe,  welches  auch  die  Gestalt  des  festen 
Körpers  sein  mag.  Denken  wir  uns  dieselbe  gegeben:  ihre 
Grösse  sei  k.  Wenn  der  Faden  mit  einem  seiner  Enden  an 
einem  Punkte  des  Körpers  befestigt  ist,  und  an  seinem  anderen 
Ende  ein  im  Vergleich  zu  dem  des  Fadens  grosses  Gewicht 
vertical  aufgehängt  ist,  so  ist  dieses  Gewicht  die  Spannung  k 
und  der  Druck,  den  der  feste  Punkt  au8:;uhalten  hat.  Wenn 
der  Faden  an  beiden  Enden  frei  ist,  und  an  den  Enden  Ge- 
wichte aufgehängt  sind,  so  repräsentiren  diese  die  Spannungen 
seiner  äussersten  Theile;  dieselben  müssen  daher  gleich  sein, 
und  jedes  davon  stellt  die  Spannung  k  dar.  Sind  endlich  die 
beiden  Enden  des  Fadens  an  dem  Körper  befestigt,  so  lässt 
sich  seine  Spannung  k  aus  seiner  Dehnung  herleiten,  welche 
in  seiner  ganzen  Länge  constant  ist. 

§  302.  Seien  X' ,  |Ji' ,  v'  die  Winkel,  welche  die  Normale 
der  Krümmungsebene  des  Fadens  im  Punkte  M  mit  Parallelen 
zu  den  Coordinatenaxen  bildet.  Wenn  der  Krümmungsradius 
in  diesem  Punkte  gleich  p  ist,  so  haben  wir  nach  §  19 
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dxd*y  —  dyd'x 

—, =  pcosv, 

dzd'x  —  dxd^z 


ds» 


=  p  cos  11  , 


dyd^z  —  dzd*y  ., 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (4),  nachdem  man  sie  respec- 
tive  mit  cos  v,  cos  p.,  cos  X  multiplicirt  hat,  und  berücksich- 
tigt die  Werthe  von  X,  Y,  Z,  welche  für  den  vorliegenden 
Fall  gelten,  so  erhält  man 

cos  V  cos  v'  +  cos  |i  cos  \l'  +  cos  X  cos  X'  =  0. 

Demnach  sind  die  Normalen  der  Oberfläche  des  festen  Körpers 
und  der  Erümmungsebene  der  von  dem  Faden  gebildeten  Curve 
in  jedem  Punkte  auf  einander  senkrecht;  dies  ist  aber  die 
characteristische  Eigenschaft  der  Linie,  deren  Länge  auf  einer 
gegebenen  Fläche  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist  (§  161). 
Daraus  geht  hervor,  dass  ein  gespannter  Faden  auf  einem 
festen  Körper  im  Allgemeinen  die  kürzeste  Verbindung  zwischen 
zwei  Punkten  der  Oberfläche  bildet.  Streng  genommen,  könnte 
er  auch  eine  solche  Lage  annehmen,  dass  er  eine  längste  Ver- 
bindung zwischen  zwei  Punkten  bildete.  So  sind  zum  Beispiel 
zwei  gegebene  Punkte  auf  einer  Kugel  die  gemeinschaftlichen 
Endpunkte  zweier  Bogen  eines  grössten  Kreises,  von  denen 
der  eine  die  kürzeste  Verbindung  der  beiden  Punkte  ist, 
während  der  andere  die  längste  ebene  CuiVe  darstellt,  die  man 
auf  der  Kugel  durch  die  beiden  Punkte  legen  kann ;  offenbar 
kann  sich  nun  ein  Faden  auf  beiden  Kreisbogen  im  Oleich- 
gewichte befinden,  da,  wenn  man  ihn  längs  des  einen  davon 
ausspannt,  kein  Grund  vorhanden  ist,  weshalb  er  sich  mehr 
nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  von  demselben  ent- 
fernen sollte;  aber  auf  dem  kleinen  Bogen  wird  dann  das 
Gleichgewicht  stabil  sein,  während  es  auf  dem  grossen  nur 
ein  labiles  ist,  so  dass  es  physikalisch  nur  vermöge  der  Reibung 
des  Fadens  gegen  die  Oberfläche  des  feston  Körpers  bestehen 
kann. 
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Wenn  man  noch  die  Werthe  von  eX,  sY,  sZ  aus  dem 
vorigen  Paragraphen  in  die  Gleichung  (5)  einsetzt,  so  erhält 
man 


^,  r  /dy        ,        dx  V    ,    (dx  dz         ,\ 


* 


.    (dz  dy  \*1        k 


da  s(p  (x ,  y ,  z)  =  k  ist.     Ferner  ist : 

dx^        dy^    ,    dz^  

d^*  "^  ds«  "^  ds^"  ■"     ' 

COS^  X  -\-  cos*  {J.  4"  ^OS^  V  =  1 ; 

und  da  die  Normale  der  Oberfläche  des  Körpers  und  die  Tangente 
der  Curve,  welche  der  Faden  bildet,  in  jedem  Punkte  auf 
einander  senkrecht  stehen,  so  ist 

dx        .     ,    dy  ,    dz  ^ 

.—  cos  A  +  ,    cos  jJL  +  ,     cos  V  =  0 . 
ds  ds  ds 

Vermöge  dieser  drei  letzten  Gleichungen  reducirt  sich  der 
Coefficient  von  N  in  der  vorhergehenden  auf  I.  Man  erhält 
daher  einfach 

N  =  -, 

P 

und  diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  auf  die  Längeneinheit 
bezogene  Druck,  welcher  von  einem  gespannten  Faden  auf 
die  Oberfläche  eines  festen  Körpers  ausgeübt  wird,  in  jedem 
Punkte  M  gleich  ist  dem  Quotienten  aus  der  Spannung  dividirt 
durch  den  Krümmungsradius  des  Fadens,  d.  h.  durch  den 
Krümmungsradius  des  Schnittes,  den  man  erhält,  wenn  man 
eine  Ebene  durch  die  Flächennormale  und  die  Tangente  des 
Fadens  im  Punkte  M  legt. 

§  303*    Diese  Resultate  werden  durch  die  Reibung  des 
Fadens  an  der  Oberfläche  des  Körpers,  gegen  welchen  er  sich 


Spanming  des  Fadens  mit  Berücksichtigang  der  Reibung.  «^tOS 

lehnt,  modificirt.  Um  zu  zeigen,  wie  man  im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes eines  biegsamen  Fadens  diese  Kraft  berücksichtigen 
muss,  wollen  wir  den  Fall  untersuchen,  tiass  von  einer  Schnur 
ABMCD  (Fig.  76)  der  Theil  BMC  sich  gegen  ^ine  unbeweg- 
liche Rolle  lehnt,  während  in  den  Richtungen  BA  und  CD  der 
äussersten  Tangenten  dieses  Theiles  gegebene  Kräfte  daran 
ziehen.  Die  Rolle  und  die  Gerade  AB  werden  als  vertical 
vorausgesetzt.  Die  Kraft,  welche  längs  BA  wirkt,  sei  ein 
Gewicht  k,  und  die,  welche  die  Richtung  CD  hat,  werde  durch  F 
dargestellt.  Die  Spannungen,  welche  in  den  Punkten  B  und  C 
stattfinden,  sind  alsdann  gleich  k  und  F.  Wir  nehmen  femer 
zur  Vereinfachung  des  Problems  an,  dass  die  Rolle  kreisförmig 
sei ;  ihr  Radius  sei  c ,  und  ihr  Mittelpunkt  0  sei  der  Coordi- 
natenanfangspunkt ;  die  z-Axe  soll  senkrecht  auf  der  Ebene 
von  BMC  stehen,  die  y-Axe  vertical  von  unten  nach  oben, 
und  die  x-Axe  horizontal  gerichtet  sein  und  durch  den  Punkt  B 
gehen.  Endlich  sei  der  Punkt  C  der  Anfangspunkt  des  Bogens  s , 
dessen  Endpunkt  der  beliebige  Punkt  M  des  Fadens  ist,  so 
dass  CM  =  s  ist. 

Ist  nun  die  Reibung  gleich  Null,  so  muss,  wenn  Gleich- 
gewicht stattfinden  soll,  k  =  F  sein ;  vermöge  der  Reibung 
kann  aber  auch  noch  Gleichgewicht  bestehen,  wenn  jene  beiden 
Kräfte  nicht  genau  gleich  sind,  wenn  nur  ihre  Differenz  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitet.  Nehmen  wir  also  an,  das 
Gleichgewicht  sei  im  Begriffe  einer  Bewegung  im  Sinne  der 
Kraft  k  zu  weichen ;  dies  setzt  voraus,  dass  k  >  P  ist.  In 
diesem  Augenblicke  wircj  die  Reibung  der  Schnur  gegen  die 
Rolle  im  Punkte  M  als  eine  Kraft  in  Richtung  des  Theiles  MH 
der  Tangente  in  diesem  Punkte  zu  betrachten  sein.  Sei  ji 
die  Grösse  dieser  Kraft,  und  N,  wie  oben,  der  senkrechte 
Widerstand,  welcher  im  Punkte  M  in  Richtung  von  MO',  der 
Verlängerung  von  MO  wirkt,  so  dass  (Jids  und  Nds  das  Maass 
der  tangentialen  und  normalen  Kräfte  sind,  welche  im  Punkte  M 
auf  das  Element  sds  des  Fadens  wirken  und  dass  |i  und  N 
dieselben  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Längeneinheit  ausdrücken. 
Ziehen  wir  durch  den  Punkt  M  Parallele  Mx  und  My'  zur 
x-  und  y-Axe,  so  ist 
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cos  x'MH  =  —  - ,  cos  y'MH  =  - , 

c  c 

cos  x'MO'  =  — ,  cos  y'MO'  =  — ; 

c  ^  c 

und  hieraus  erhält  man 

C  C 

C  C 

als  Werthe  von  eX  und  sY,  welche  in  die  Gleichungen  (1) 
einsusetzen  sind.  Die  Kraft  £Z  ist  offenbar  gleich  Null;  es 
fällt  daher  die  dritte  Gleichung  (1)  weg,  während  die  beiden 
ersten  übergehen  in 

Nxds       jJiyds 


=  0, 


Nyds       |ixds  ^^ 
c      .       c 

Da  der  Punkt  M  der  Peripherie  der  Rolle  angehört,  so  ist 

x»  +  ya  =  c^ 

xdx+  ydy  =  0; 

mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  erhält  man  aus  den 

beiden  vorhergehenden  —  indem  man  sie  einmal  mit  x  resp.  y , 

dx  dy 

darauf  mit  -j-  resp.  -p  multiplicirt  und  jedesmal  addirt  — 


(6) 


Es  ist  nun  -^  (ydx  —  xdy)  das  Differential  des  Sectors,  welcher 

von  dem  Radius  OM  von  einer  bestimmten  Anfangslage,  zum 
Beispiel  von  OC,  aus  beschrieben  wird  (§  156).  Da  dieser 
Sector  einem  Kreise  angehört  und  dem  Bogen  s  entspricht, 

so  ist  seine  Grösse  y  es ,  und  es  ist  mithin 
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ydx  —  xdy  =  cds. 


Andererseits  ist 


dx 
ds 


dx >       dy « _ 

ds»  ■•"  ds«  ~    ' 


und  daher  gehen  die  Gleichungen  (6)  in 

T  =  cN, 

dT  =  jids 

über,  woraus  folgt: 

cdN  =  jids. 

Der  Druck,  welcher  im  Punkte  M  auf  den  Schnurlauf 
der  Rolle  ausgeübt  wird,  ist  der  Kraft  N  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ;  wenn  man  daher  die  Reibung  dem  Drucke  proportional 
setzt  (§  269),  so  ist 

wo  f  eine  Constante  bedeutet,  welche  von  der  Natur  der 
beiden  sich  berührenden  Reibungsflächen  abhängt.  Die  vorige 
Gleichung  geht  daher  über  in: 

cdN  =  fNds, 

und  hieraus  folgt  durch  Integration 

fiB 

N  =  Ae*» 

wo  A  die  willkürliche  Constante  und  e  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  ist.     Demnach  wird  gleichzeitig: 

T  =  Ace« 
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und 

tJ.: 

fs 

—  Afe « • 

Im  Punkte  C  ist 

s 

—  0 

und 
A 

T  =  F; 

F 
c' 

daher  ist 

und  wenn  man  die  Länge  des  Bogens  CMB  mit  I  bezeichnet, 
so  hat  man  für  den  anderen  Endpunkt  B  gleichzeitig  s  =  ( 
und  T  =  k.  Es  gelten  daher  für  einen  beliebigen  Punkt  M 
die  Gleichungen: 


c 

fs 

T  =  F  e«» 


fF    '± 
[1.  =  —  e*^» 
c 


und  ausserdem  als  Gleichgewichtsbedingung  diese: 

n 

k  =  F  e"^. 

Bezeichnen   wir   die   Gesammtreibung   des  Fadens   CMB 
gegen  die  Rolle  mit  F',  so  ist 

l 
r  =  j  |JLds  =  F  (e^^-l), 

0 

und   die    obige   Gleichgewichtsbedingung  lässt   sich   auch    so 
schreiben : 

k  =  F  +  F'. 


Setzen  wir 


so  erhalten  wir 


fl 
e"^  -  1  =  f , 

F'  =  fF, 
f   =  -^  —  1 
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woraus  hervorgeht,  dass  die  Gesammtreibung  F'  gleich  ist 
dem  Producte  aus  der  kleineren  der  beiden  E^räfte  k  und  F , 
multiplicirt  mit  einem  Coefficienten  f ,  der  nicht  nur  von  dem 
Reibungscoefficienten  f  abhängt,  sondern  auch  von  der  Länge  ( 
der  sich  berührenden  Strecken  und  von  dem  Radius  c  der 
Rolle.  Die  Differenz  der  Kräfte  k  und  F  in  dem  Augenblicke, 
wo  das  Gleichgewicht  aufhört,  liefert  den  Werth  von  F' ;  ihr 
Quotient,  vermindert  um  1 ,  ist  gleich  dem  Coefflcienten  f , 
und  hieraus  lässt  sich  alsdann  der  Werth  von  f  herleiten. 
Wenn  F  und  k  Gewichte  sind,  so  muss  man,  wenn  es  auf 
Genauigkeit  ankommt,  zu  diesen  Kräften  das  Gewicht  des 
Stückes  BA  der  Schnur  und  die  nach  D  gerichtete  Componente 
des  Gewichtes  von  CD  hinzurechnen. 

§  304«  Mit  Hülfe  der  drei  Gleichungen  (1)  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  die  6  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen 
(§  261)  in  dem  Falle  eines  vollkommen  biegsamen  Fadens 
erfüllt  sind. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  beiden  Enden  des  Fadens 
mit  K  und  K',  seine  Länge  mit  I;  K  sei  der  Anfang  des 
Bogens  s.  Integrirt  man  die  Gleichungen  (1)  vom  Punkte  K 
bis  K',  so  erhält  man: 


[^di.-[^a+/^'^'="' 


b  a-  --  [-  ä  +  / ' 


t 
Zeds  =  0 . 


Unabhängig  von  den  Kräften  X ,  Y  und  Z ,  welche  auf 
jeden  Punkt  des  Fadens  wirken,  mögen  noch  besondere,  ihrer 
Grösse  und  Richtung  nach  gegebene  Kräfte  an  seinen  beiden 
Enden  angebracht  sein;   diejenige,   welche  im  Punkte  K  an- 
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greift  und  mit  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
a,  ß,  Y  bildet,  sei  k,  und  die  im  Punkte  E  angreifende, 
deren  Richtungswinkel  a\  ß',  y  sein  mögen,  heisse  k'.  Diese 
Kräfte  k  und  k'  sind  alsdann  der  örösse  und  Richtung  nach 
die  Spannungen,  welche  in  den  äussersten  Punkten  des  Fadens 
stattfinden.  Da  aber  ihre  Richtungen  mit  den  Tangenten  in 
den  Punkten  E  und  K'  zusammenfallen,  so  muss 


b  Sk    =  -   k  cos  a, 


dSJK 

dz"!      _ 
dsjK    " 


L     dsjK' 


k'  cos  a, 


<iyl    _ 


=  k'  cos  ß', 


k  cos  T, 


l      dsJic 


k'  cos  t'. 


(7) 


sein,  und  die  vorhergehenden  Gleichungen  gehen  über    in : 

l 
k  cos  a  -|-  k'  cos  a'  +  I  Xeds  =  0, 


k  cos  ß    +  k    cos  ß 


i" 


ds  =  0, 


l 


(^) 


k  cos  7    +  k'  cos  7'    +  I  Zeds   =  0. 

ö 

Diese  Gleichungen  drücken  die  Gleichgewichtsbedingungen  aus, 
welche  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (1)  des  §  261  ent- 
halten sind. 

Mit  Berücksichtigung  der  identischen  Gleichungen 

^  i^t)-y  <-'£-' [^{^^.-y  ^)l 


^ -(^  S  -  H- :i)  =  4^  (^ 


dx 

ds 


£)]■ 


yd(T 


dz\ 


<^S)=^[^(4:-m 
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folgt  aus  den  Gleichungen  (1)  des  §  298 

'  b  (^  dl  -  y  S)  +  (^Y  -  >'^)  '^  =  ^• 

Integrirt  man  daher  diese  Differentiale  vom  Punkte  K  bis  K' 
und  bezeichnet  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  K  mit 
a ,  b ,  c  und  die  des  Punktes  K'  mit  a\  h\  c\  so  erhält  man 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7) 

k  (a  cos  ß   —  b  cos  a)  +  k'  (a'  cos  ß'   —  b'  cos  a') 

l 

+  f(xY    -  yX)  sds  =  0, 

0 

k  (c  cos  a  —  11  cos  7)  +  k'  (c'  cos  ol'   —  a'  cos  7') 

t 

AzX    -  X? 

0 
k  (b  cos  7  —  c  cos  ß)  +  k'  (b'  cos  7'   —  c'  cos  ß) 

+  AyZ  -    zY)  sds  =  0; 

und  diese  Gleichungen  drücken  die  Gleichgewichtsbedingungen 
in  Beziehung  auf  die  Momente  der  gegebenen  Kräfte  aus, 
welche  in  den  drei  letzten  Gleichungen  (1)  des  §  261  ent- 
halten sind. 

§  30o«  Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dienen  im  Allge- 
meinen dazu,  die  Coordinaten  a,  b,  c,  a',  b',  c'  der  beiden 
Endpunkte  K  und  K'  zu  bestimmen;  es  gibt  indessen  Fälle, 
in  denen  ein  Theil  dieser  Grössen  unbestimmt  bleiben  muss. 
Wenn  zum  Beispiel  die  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  den 
Faden  wirken,  die  Schwerkraft  und  andere  von  den  Coordi- 
naten ihrer  Angriffspunkte  unabhängige  Kräfte  sind,  so  kann 


-h  i  (zX    -  xZ)  sds  =  0, 


(9) 
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offenbar  die  absolute  Lage  des  Fadens  im  Räume  dadurch 
nicht  bestimmt  sein,  man  wird  vielmehr  die  drei  Coordinaten 
des  einen  der  Punkte  E  und  K'  willkürlich  annehmen  dürfen; 
alsdann  bestimmen  die  Gleichungen  (9)  die  drei  Coordinaten 
des  anderen  der  beiden  Punkte,  und  die  gegebenen  Kräfte 
müssen  ausserdem  den  Gleichungen  (8)  genügen,  wenn  Gleich- 
gewicht möglich  sein  soll. 

Wenn  einer  der  Punkte  K  und  K'  fest  ist,  zum  Beispiel 
der  erste,  so  gelten  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  noch,  wenn 
man  die  Kraft  k  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  als  unbe- 
kannt ansieht;  dieselbe  stellt  dann  den  Druck  dar,  welchen 
der  Punkt  K  auszuhalten  hat.  In  diesem  Falle  sind  die  Werthe 
von  a,  b,  c  gegeben,  die  Gleichungen  (9)  bestimmen  die  von 
a' ,  h\  c  ,  und  die  Gleichungen  (8)  lehren  die  Componenten 
der  Kraft  k  kennen.  Sind  die  beiden  Punkte  K  und  K'  fest 
und  ihrer  Lage  nach  gegeben,  so  kennt  man  ihre  Coordinaten, 
und  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dienen  dazu,  die  Druckkräfte 
k  und  k' ,  welche  die  Punkte  K  und  K'  erleiden,  der  Grösse 
und  Richtung  nach  zu  bestimmen. 

In  allen  Fällen  —  mögen  nun  die  Coordinaten  von  K  und 
K'  gegeben  sein,  oder  mag  man  dieselben  aus  den  Gleichungen 
(8)  und  (9)  hergeleitet  haben  —  hat  man  die  Curve,  welche 
von  dem  biegsamen  Faden  gebildet  wird,  der  Bedingung  zu 
unterwerfen,  dass  sie  durch  diese  beiden  Punkte  geht.  Hieraus 
bestimmen  sich  die  vier  willkürlichen  Constanten,  welche  in 
den  vollständigen  Integralen  ihrer  beiden  Differentialgleich- 
ungen zweiter  Ordnung  enthalten  sind.  Was  die  willkürliche 
Constante  anbetrifft,  die  in  der  Function  y  des  §  300  vor- 
kommt, so  ergibt  sich  dieselbe  aus  der  gegebenen  Länge  des 
Fadens,  d.  h.  aus  der  Gleichung 

in  welcher  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  zu  betrachten 
hat.     Auf  diese  Weise  ist  unser  Problem  vollständig   gelöst. 
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Gleichgewicht  an  einem  elastischen  Stabe. 

%  306.  Unter  einem  elastischen  Stabe  verstehen  wir 
einen  geraden  oder  krummen  Stab,  dessen  Krümmung  sich  nur 
dadurch  ändern  lässt,  daas  man  eine  oder  mehrere  Kräfte  an 
demselben  anbringt,  und  der  seine  natürliche  Form  wieder 
annimmt,  sobald  diese  Kräfte  zu  wirken  aufliören,  während 
ein  vollkommen  biegsamer  Faden  die  Gestalt,  die  man  ihm 
gegeben  hat,  von  selbst  beibehält  und  nur  einer  Aenderung 
seiner  Länge  Widerstand  entgegensetzt.  Damit  ein  Stab  beim 
Biegen  elastisch  erscheine,  ist  es  nöthig,  dass  er  aus  einem 
sehr  wenig  dehnbaren  oder  zusammendrückbaren  Stoffe  be- 
steht; aber  dies  genügt  noch  nicht:  es  müssen  ausserdem  die 
Dimensionen  seiner  Dicke,  wenn  sie  auch  klein  sind  gegen 
seine  Länge,  doch  eine  angemessene  Grösse  haben ;  denn,  aus 
welchem  Stoffe  der  Stab  auch  bestehen  möge,  man  kann  seine 
Dicke  stets  derartig  vermindern,  dass  er  kein  merkliches  Be- 
streben mehr  zeigt,  die  Anfangsgestalt,  aus  welcher  man  ihn 
herausgebracht  hat,  wieder  anzunehmen,  dass  er  mit  anderen 
Worten  zu  einem  vollkommen  biegsamen  Faden  wird. 

Wenn  die  natürliche  Gestalt  oines  elastischen  Stabes  durch 
gegebene  Kräfte  verändert  wird,  so  kann  jeder  der  Fäden, 
aus  denen  wir  uns  denselben  zusammengesetzt  denken  dürfen, 
eine  dreifache  Veränderung  erleiden :  jedes  Theilchen,  von  wie 
geringer  Länge  wir  es  auch  annehmen  mögen,  kann  1.,  zu- 
sammengedrückt oder  gedehnt  werden;  2.,  seine  natürliche 
Krümmung  kann  vermehrt  oder  vermindert  werden,  und  3., 
es  kann  um  seine  Axe  gedreht  werden.  Das  Streben  jedes 
Theilchens,  seine  ursprüngliche  Gestalt  wieder  anzunehmen, 
ist  von  der  gegenseitigen  Anziehung  und  Abstossung  der 
Molecüle  der  Körper  abhängig,  welche  nur  auf  unmerklich 
kleine  Entfernungen  wirkt.  Die  Berechnung  der  Gesammt- 
kräfte,  die  daraus  hervorgehen,  und  welche  den  gegebenen 
Kräften  Gleichgewicht  halten  müssen,  gehört  in  das  Gebiet 
der  mathematischen  Physik;  ich  verweise  in  Beziehung  auf 
diesen  Gegenstand  auf  meine  Abhandlung   über   das  Gleich- 
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gewicht  und  die  Bewegung  der  elastischen  Körper  [Memoires 
de  r  Academie  des  Sciences,  Bd.  8].  In  dem  vorliegenden 
Werke  werden  wir  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht 
eines  elastischen  Stabes  von  secundären  Principien  aus  ent- 
wickeln, welche  allgemein  als  feststehend  anerkannt  werden. 
Man  bezeichnet  als  elastische  Platte  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedum  von  geringer  Dicke,  welches  man  seiner 
Längsrichtung  nach  krümmen  kann  und  welches  mithin  in 
diesem  Zustande  zwischen  zwei  Gylindermänteln  liegt,  deren 
Höhe  der  Breite  des  Parallelepipedums  gleich  ist.  Schneidet 
man  diese  beliebige  Höhe  durch  eine  Schaar  einander  sehr 
naher  und  gegen  diese  Höhe  senkrechter  Ebenen,  so  wird  die 
Platte  in  rechtwinklige  elastische  Stäbe  zerlegt.  Jacob  Ber- 
nouilli  hat  zuerst  die  Oleichgewichtsfigur  der  elastischen  Platte 
bestimmt  durch  Betrachtungen,  welche  wir  entwickeln  wollen, 
und  welche  in  der  Folge  zur  vollständigen  Lösung  des  Prob- 
lems für  einen  beliebigen  elastischen  Stab  führen  werden. 

§  307.  Betrachten  wir  eine  elastische  Platte,  welche 
mit  ihrem  einem  Ende  eingespannt,  d.  h.  so  befestigt  ist,  dass 
die  eine  zu  ihrer  Längsrichtung  senkrechte  Endfläche  keiner- 
lei Bewegung  ausfuhren  kann.  Nehmen  wir  femer  an,  dass 
man  die  Platte  ihrer  Längsrichtung  nach  krümme,  indem  man 
an  ihrer  freien  Endfläche  eine  Kraft  anbringt,  welche  die 
einzige  auf  die  Platte  wirkende  Kraft  sein  soll.  Wenn  die 
Platte,  wie  wir  es  soeben  beschrieben  haben,  eine  cylindrische 
Gestalt  annehmen  soll,  so  muss  ihr  freies  Ende  von  einem 
unbiegsamen  Rechteck  begrenzt  werden,  in  dessen  Mitte  man 
die  gegebene  Kraft  in  einer  zur  Breite  der  Platte  senkrechten 
Ebene  angreifen  lässt.  Alle  Längs-Querschnitte,  d.  h.  alle  zu 
dieser  Breite  senkrechten  Querschnitte,  sind  einander  gleich; 
derjenige,  welcher  die  gegebene  Kraft  enthält,  wird  durch 
Fig.  77  dargestellt;  die.  Curven  AMB  und  A'M'B'  sind  die 
Schnittcurven  der  beiden  cylindrischen  Flächen  der  Platte, 
welche  in  ihrem  natürlichen  Zustande  die  beiden  ebenen  Ober- 
flächen bildeten. 

Wir  setzen  voraus,  dass  alle  Punkte,  welche  im  ursprüng- 
lichen Zustande  einer  gegen  diese  Begrenzungsflächen   senk- 
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rechten  Geraden  angehörten,  auch  nach  der  Krümmung  der 
Platte  noch  auf  einer  Normale  der  beiden  Cylindei-flächen 
liegen,  was  die  Beobachtung  wirklich  bestätigt.  Daraus  folgt, 
dass  die  Normale  MM'  der  Curve  AMB  auch  senkrecht  auf 
A'M'B'  steht  und  alle  Punkte  der  Platte  enthält,  welche  ur- 
sprünglich auf  einer  zu  ihren  beiden  Hauptilächen  senkrechten 
Geraden  lagen ;  und  ferner  ergibt  sich  daraus,  dass  ein  be- 
liebiger, in  der  oben  beschriebenen  Weise  construirter  Längs- 
faden CND  nach  der  Krümmung  der  Platte  die  Normale  MM' 
in  N  rechtwinklig  schneidet. 

Sei  m  ein  Punkt,  welcher  auf  der  Curve  AMB  dem  Punkte 
M  unendlich  nahe  liegt;  wir  ziehen  die  Normale  mnm'  zu  den 
drei  Linien  AMB,  CND  und  A'M'B',  welche  dieselben  in  m, 
n  und  m'  schneidet;  dann  treffen  sich  die^ Verlängerungen  von 
MNM'  und  mnm'  in  einem  Punkte  0,  welcher  der  gemein- 
schaftliche Krümmungsmittelpunkt  dieser  drei  Curven  ist. 
Wir  bezeichnen  ferner  mit  <p  den  Krümmungsradius  des  mit- 
telsten d.  h.  desjenigen  Fadens,  welcher  von  AMB  und  A'M'B' 
gleich  weit  entfernt  ist,  mit  o  den  Theil  dieses  Fadens,  welcher 
zwischen  den  beiden  Normalen  MNM'  und  mnm'  liegt;  mit 
u  die  Entfernung  eines  beliebigen  Fadens  CND  von  dem  mitt- 
leren und  mit  a'  die  Länge  von  Nn.  Betrachton  wir  die  Grösse 
u  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  CND  von  dem  mitt- 
leren Faden  nach  der  convexen  Seite  AMB  oder  nach  der 
concaven  Seite  A'M'B'  hin  liegt,  so  ist  der  Krümmungsradius 
NO  von  CND  gleich  p  -|-  u,  und  die  unendlich  kleinen  Längen 
o'  und  3  verhalten  sich  zu  einander  wie  p  -|-  u  zu  p ,  so  dass 

,    ua 

p 

ist. 

Bei  der  Biegung  erfahren  die  Längsfäden  kleine  Dehn- 
ungen oder  Verkürzungen  und  die  Längen  a  und  o',  welche 
im  ursprünglichen  Zustande  des  Fadens  gleich  waren,  werden 
dadurch  ungleich. 

Bezeichnen  wir  ihre  gemeinsame  ursprüngliche  Grösse  mit 
7  und  setzen 

Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbach  der  Mechanik.  33 
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0  =  T  (1   +  8)-, 
o'  =  Y  (1   +   ö'). 

SO  sind  8  und  8'  zwei  sehr  kleine  positive  oder  negative 
Brüche,  je  nachdem  der  mittelste  und  der  Faden  CND  eine 
Verlängerung  oder  Verkürzung  erfahren  haben.  Den  Quotienten 

—  setzen  wir  gleichfalls  als  sehr  klein  voraus ;  vernachlässigt 
P 

man  dann  das  Product  von  3  und  — ,  so  wird 

P 

und  demnach  werden,  wenn  der  mittelste  Faden  seine  Länge 
nicht  ändert,  bei  der  Biegung  alle  auf  seiner  convexen  Seite 
liegenden  Fäden  sich  verlängern,  alle  nach  der  concaven  Seite 
gelegenen  sich  verkürzen,  und  zwar  alle  proportional  ihren 
Entfernungen  von  dem  mittelsten  Faden. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gestalt  jedes  der  beiden  Theile 
der  Platte,  welche  in  der  Figur  den  Querschnitten  AMM'A' 
und  Bmm'B'  entsprechen,  als  unveränderlich  und  bezeichnen 
dieselben  der  Kürze  halber  mit  H  und  K.  Der  Theil  H  sei 
unbeweglich ;  der  Theil  K  wird  dann  theilweise  gegen  H  hin- 
gezogen, theilweise  davon  abgestossen  durch  das  Streben  der 
zwischen  beiden  liegenden  Schicht  Mmm'M',  ihre  ursprüng- 
liche Oestalt  einer  Tafel  von  constanter  Dicke  t  wieder  an- 
zunehmen. Der  Faden  Nn  dieser  Tafel  hat  das  Bestreben  sich 
zusammenzuziehen  oder  sich  auszudehnen,  je  nachdem  er  bei 
der  Krümmung  der  Platte  verlängert  oder  verkürzt  worden 
ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Grösse  8'  positiv  oder  negativ  ist. 
Das  Plattenstück  K  wird  daher  von  einer  im  Punkte  n  an- 
greifenden Kraft  im  ersteren  Falle  angezogen  und  im  zweiten 
abgestossen  werden;  wir  nehmen  nun  an,  dass  diese  Kraft, 
welche  von  der  Wirkung  von  Nn  herrührt,  der  Grösse  o 
proportional  und  senkrecht  gegen  mnm'  gerichtet  ist,,  gerade 
so,  als  ob  Nn  allein  wirkte. 

Dieser  Voraussetzung  entsprechend   bezeichnen   wir  mit 
aS'  die  Kraft,   um  welche  es  sich  handelt,   in  Beziehung  auf 
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die  Flächeneinheit ;  dann  ist  die  Grösse  der  Kraft,  welche  auf 
das  dem  Punkte  n  entsprechende  streifenförmige  Element  der 
Schnittfläche  von  K  [welches  also  in  der  Figur  in  n  senkrecht 
zur  Ei>ene  des  Papieres  steht]  wirkt: 

aS'Xdu , 

wo  a  eine  von  der  Natur  der  Platte  abhängende  Constante, 
X  die  Breite  der  Platte,  und  Xdu  die  Fläche  dieses  Elementes 
bedeutet.  Bezeichnen  wir  daher  die  Dicke  der  Platte  mit  26 
und  die  Oesammtkraft,  welche  —  je  nachdem  sie  positiv  oder 
negativ  ist  —  K  nach  H  hin  oder  von  H  weg  treibt,  mit  T , 
so  ist 

e 


T  =  aX  Ts'du ; 


—  s 


und  hieraus  folgt,  wenn  wir  für  8    seinen  Werth  setzen: 

T  =  2aX6S. 

Sei  ferner  [i  das  Drehungsmoment  der  auf  der  Schnittfläche 
von  K  senkrechten  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Axe,  welche 
in  der  Mitte  der  Platte  parallel  ihren  beiden  Hauptflächen 
verläuft,  so  ist 


[1  =  aX  I  8' 


udu 

—  s 


und  folglich 


3aX 


«8 


3p    • 


Hieraus  geht  hervor: 

1.,  dass  die  Kraft  T,  welche  einen  beliebigen  Quer- Aus- 
schnitt der  Platte  zusammenzudrücken  oder  ausein- 
ander zu  ziehen  strebt,  der  positiven  oder  negativen 
Dehnung  des  mittleren  Fadens  proportional  und  von 
seiner  Krümmung  unabhängig  ist; 

2.,  dass  ihr  Moment  [i  im  Gegensatz   hierzu   von   dieser 

38» 
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Dehnung  unabhängig  und  dem  Krümmungsradius  um- 
gekehrt proportional  ist; 
3.,  dass  -  wenn  die  Substanz  und  die  Breite  der  Platte 
dieselbenbleiben,  —  der  Werth  von  T  ihrer  Dicke,  und 
der  von  ft  dem  Cubus  ihrer  Dicke  proportional  ist. 
Wenn  der  mittlere  Faden  seine  Länge  nicht  geändert  hat, 
so  ist  8  =  0  und  T  =  0;  die  parallelen  Kräfte,    welche  K 
von  H  aus  anziehen  oder  abstossen  roduciren   sich  auf  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte,  aber  nicht  in   derselben  Linie 
liegende,   deren  Moment  in  Beziehung   auf  die  genannte   zu 
ihnen  senkrechte  Axe  immer  gleich  |i  ist.     Man  nennt  diese 
Grösse  \i  das  Elasticitätsmoment,  und  dieses  ist  in  jedem  Punkte 
der  Krümmung  der  Platte  oder  dem  Neigungswinkel  ihres  mitt- 
leren Fadens  gegen  seine  ursprüngliche  Richtung  proportional. 

§  308«  Es  ist  jetzt  leicht,  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  diese  Platte  aufzustellen.  Bezeichnet  man  mit  T'  den 
Werih  der  Kraft  T  im  Punkte  M,  so  sieht  man,  dass  der 
unei  dlich  kleine  Ausschnitt,  dessen  Querschnitt  Mmm'M'  ist, 
auf  der  einen  Seite  von  dieser  Kraft  T'  nach  H  hingezogen 
und  auf  der  andern  von  einer  T  gleichen,  aber  entgegenge- 
setzten Kraft  abgezogen  wird ;  und  da  der  Voraussetzung  ge- 
mäss auf  diesen  Ausschnitt  keine  gegebene  Kraft  wirkt,  so 
muss  T'  =^  T  sein.  Demnach  ist  die  Kraft  T  in  der  ganzen 
Länge  der  Platte  constant  und  folglich  gleich  der  Componente 
in  Richtung  dieser  Länge  der  gegebenen  Kraft,  welche  an 
ihrem  freien  Ende  wirkt.  Die  Dehnung  S  ist  gleichfalls  con- 
stant, dieser  Kraft  proportional  und  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  diese  Kraft  die  Längsfaden  zu  verlängern  oder  zu- 
sammenzudrücken sucht.  Sie  hat  keinerlei  Einfluss  auf  die 
Gestalt  der  Platte :  aber  wenn  man  sie  gemessen  hat,  so  kann 
sie  dazu  dienen,  die  Grösse  der  Elasticitätsconstante  a  ffir  die 
Substanz  der  Platte  zu  bestimmen.  Bezeichnen  wir  mit  p  ein 
der  Kraft,  welche  die  Platte  im  Sinne  ihrer  Längsrichtung 
zieht,  äquivalentes  Gewicht,  und  mit  co  den  Querschnitt  der 
Platte,  so  ist 

ci)  =  2X6,  T  =  J)  =  a|ö8,  a  =  -^. 
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Um  die  Gestalt  der  Platte  zu  bestimmen,  legen  wir  durch 
den  Punkt  A  .zwei  rechtwinklige  Axen  Ax  und  Ay,  von  denen 
die  erstere  die  Tangente  der  Curve  AMB  ist  und  die  Rich- 
tung der  Platte  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  darstellt, 
während  die  zweite  nach  der  concaven  Seite  gerichtet  ist. 
Seien  x  und  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des 
mittleren  Fadens  in  Beziehung  auf  diese  Axen;  a  und  b  die- 
jenigen seines  freien  Endes,  welches  wir  als  Angriffspunkt  der 
gegebenen  Kraft  annehmen,  die  die  Platte  im  Gleichgewicht 
hält ;  P  und  Q  die  Gomponenten  dieser  Kraft  in  Richtung  der 
Coordinatenaxen.  Durch  den  Punkt  (x ,  y)  legen  wir  eine  zur 
Ebene  der  Figur  senkrechte  Axe,  auf  welche  sich  das  Drehungs- 
moment (1  bezieht,  und  eine  zu  dem  mittleren  Faden  senk- 
rechte Ebene.  Für  das  Gleichgewicht  des  Theiles  der  Platte, 
welcher  zwischen  dieser  Ebene  und  ihrer  freien  Endfläche  liegt 
ist  erforderlich,  dass  die  Summe  des  Momentes  p.  und  der 
Momente  von  P  und  Q  in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe  gleich 
Null  werde,  wenn  man  den  Sinn  der  Richtung  berücksichtigt, 
in  welcher  die  verschiedenen  in  Betracht  kommenden  Kräfte 
diesen  Theil  der  Platte  zu  drehen  streben;  es  muss  also 

{.  +  P  (b  -  y)  -  Q  (a  ->  X)  =  0 

sein.  Wählt  man  die  Abscisse  x  als  unabhängige  Yariabele 
und  beachtet,  dass  die  Platte  gegen  die  x-Axe  convex  ist, 
so  erhält  man 

dV 
1    _  dx* 

7  "" 


i/'^r 


wo  die  Wurzel  als  positive  Grösse  zu  betrachten  ist. 

Setzt  man  nun  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  |i.  ein, 
und  darauf  diesen  in  die  vorhergehende  Gleichung,  und  setzt 
zur  Abkürzung 

I  »Xs«  =  ß 
so  erhält  man 
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^.  =  {q  (.  -  X)  -  P  (b  -  y)}  {/,  +  (J-yjl    (.) 

als  Gleichung  der  Curve,  welche  von  der  elastischen  Platte 
im  Qleichgewiehtszustande  gebildet  wird. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  enthält  zwei  willkürliche 
Constanten,  welche  durch  die  Bedingungen 

y  =  e  und  3^  =  0,  für  X  =  0, 
•^  dx 

zu  bestimmen  sind,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  von  » 
durch  die  Gleichungen 

y  =  0  und^^  =  0. 
•^  dx 

Setzt  man  darauf  in  diesem  Integral  x  =  a  und  y  =  b,  so 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  a  und  b,  welche  man 
mit  derjenigen  für  die  gegebene  Länge  der  Platte  verbinden 
kann ;  man  erhält  dadurch  die  beiden  zur  Bestimmung  von  a 
und  b  nothwendigen  Gleichungen,  und  auf  diese  Weise  ist  die 
elastischeCurveim  eigentlichen  Sinne  vollständig  bestimmt. 

§  309.  Wenn  die  Platte  an  ihrem  Ende  A  nicht  ein- 
gespannt, sondern  ganz  frei  ist,  so  muss,  um  sie  im  Gleich- 
gewichte zu  halten,  auf  dieses  Ende  eine  Kraft  wirken,  deren 
Componenten  den  Kräften  P  und  Q  gleich  und  entgegengesetzt 
sind ;  wählt  man  das  entsprechende  Ende  des  mittleren  Fadens 
zu  ihrem  Angriffspunkt,  so  muss  ausserdem  die  Resultante  von 
P  und  Q  durch  diesen  Punkt  gehen ;  dazu  ist  erforderlich,  dass 

Qa  =  P  (b  —  e) 

ist.  Diese  Gleichung  ist  die  hinreichende  Gleichgewichtsbe- 
dingung, wenn  die  Platte  an  einer  festen  Axe  befestigt  ist, 
welche  durch  das  Ende  des  mittleren  Fadens  geht  und  die 
Richtung  ihrer  Breite  hat.  Ist  sie  dagegen  nur  gegen  eine 
zu  ihrer  Längsrichtung  senkrechte  Ebene  gelehnt,  so  dass  sie 
sich  um  die  Kante  einer  ihrer  beiden  Hauptseitenflächen  drehen 
kann,  so  muss  die  Reibung  dieser  Kante  gegen  die  Ebene, 
oder  eine  andere  Kraft,  die  Platte  am  Gleiten  hindern. 
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Wenn  die  Platte  nicht  eingespannt  ist,  so  kennt  man 
die  Richtung  ihrer  Tangentialebene  in  A  nicht  mehr;  behält 
man  diesen  Punkt  als  Coordinatenanfangspunkt  bei,  so  ist 
immer  noch  y  =  s  oder  y  =  0 ,  für  x  =  0 ;  aber  man  kann 
nicht  mehr  die  x-Axe  mit  der  Tangente  in  A  identificiren, 
deren  Richtung  nicht  a  priori  gegeben  ist.  Diese  Axe  wird 
alsdann  die  gegebene  Richtung  der  Kraft  P  sein,  und  die 
Gleichung  zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  muss 
durch  die  obige  Gleichung  zwischen  den  Momenten  der  Kräfte 
P  und  Q  ersetzt  werden,  für  welche  man  auch 

Qa  =  Pb 
schreiben  darf. 

§  310*  Sei  die  Kraft  P  =  0,  so  dass  die  Platte  durch 
eine  zu  ihrer  ursprünglichen  Richtung  senkrechte  Kraft  Q 
gebogen  wird ;  dies  ist  beispielsweise  der  Fall  bei  einer  hori- 
zontalen Platte,  die  an  ihrem  einen  Ende  eingespannt  ist, 
während  am  anderen  £nde  ein  gegebenes  Gewicht  Q  aufge- 
hängt ist. 

Ich  setze  in  diesem  Falle 

ß  =  c«Q, 

WO  c  eine  Linie  ist,  deren  gegebene  Länge  im  Allgemeinen 
sehr  gross  ist,  wofern  nicht  Q  auch  einen  sehr  grossen  Werth 
hat.     Die  Gleichung  (l)  geht  dann  über  in: 


{»/' + m 


3 


=  a  -  x;  (2) 


dy 
integrirt  man  und  bestimmt  die  Gonstante  so,   dass  -~  =  0 

dx 

wird  für  x  =  0,  so  erhält  man 

2c»  ^ 

dx  «  • 

=  2ax  —  X*. 


v^ + m' 
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Daraus  folgt 

_         (2ax  —  x^  dx 


dy 


V4c^  —  (2ax  —  x^* 


,  2cMx 

ds  = 


vTc^  —  (2ax  —  x^y 

wo  ds  das  Bogeneleroent  der  Curve  bedeutet. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  vollständig  integriren;  ist  aber  c  sehr  gross,  so 
ist  s  nahezu  gleich  x,  und  alsdann  reducirt  sich  die  Gleichung 
für  dy  auf 

dy  =  — j  (2ax  —  x*)  dx, 

aus  welcher  sich 

6cV  =  3ax*  —  X« 

als  Gleichung  der  Curve  ergibt. 

Wenn  sich  die  Platt.e  nur  wenig  von  ihrer  horizontalen 
Richtung  entfernt,  so  darf  man  die  Abscisse  a  als  ihre  Länge 
betrachten,  während  b  ihre  grösste  Abbiegung  darstellt.    Da 

3Qc"  =  aa>e« 

ist,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  wie  oben  2eX  =  w  setzen,  für 
den  Punkt  x  =  a,  y  =  b: 

ao>e%  =  a*Q, 

und  daraus  folgt,  dass  für  Platten  von  gleicher  stofiflicher 
Beschaffenheit  die  Grösse  b,  um  welche  die  Platte  gebogen 
wird,  dem  Gewichte  Q  und  dem  Gubus  ihr^r  Länge  a  direct, 
und  dem  Quadrate  ihrer  Dicke  und  ihrem  Querschnitte  tt>  um- 
gekehrt proportional  ist. 

Wenn  man  für  owo  den  Werth  ^  aus  §  308  •  substituirt 

0 

und  mit  h  die  ganze  Verlängerung  aS  der  Platte  bezeichnet, 
die  durch  ein  Gewicht  p  bewirkt  wird,  so  erhält  man 
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ha»Q 


b  = 


^  P 


Setzt  man  p  =  Q,  so  folgt  hieraus,  dass,  wenn  dasselbe  Ge- 
wicht Q  am  freien  Ende  einer  elastischen  Platte  einmal  im 
Sinne  ihrer  Länge  und  darauf  senkrecht  zu  ihrer  Längsrich- 
tung wirkt,  die  Verlängerung  h  und  die  Biegung  b  sich  zu 
einander  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Dicke  und  der  Länge 
der  Platte,  vorausgesetzt,  dass  beide  im  Vergleich  mit  der 
Länge  a  klein  sind. 

§  311.  Welches  auch  die  Kräfte  P  und  Q  sein  mögen: 
man  wird  immer  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (l)  erhalten, 
wenn  man  derselben  durch  Transformation  der  Coordinaten 
die  Form  von  (2)  gibt.  Wir  werden  uns  auf  die  Betrachtung 
des  Falles  beschränken,  in  welchem  die  gegen  eine  Ebene 
gelehnte,  aber  nicht  eingespannte  Platte  sich  nur  wenig  von 
ihrer  ursprünglichen  Gestalt  entfernt.  Dieser  Fall  liegt  zum 
Beispiel  vor,  wenn  ein  elastischer  Stab  (etwa  eine  gestreckte 
Uhrfeder)  mit  seinem  unteren  Ende  A  auf  einer  horizontalen 
Ebene  steht  und  an  seinem  oberen  B  mit  einem  gegebenen 
Gewichte  belastet  ist.  Wir  nehmen  an  dass  der  Stab,  indem 
er  sich  unter  dieser  Last  biegt,  sich  sehr  wenig  von  der 
Senkrechten  AB  entfernt,  und  dass  die  Tangente  der  Curve, 
welche  er  im  Gleichgewichtszustande  bildet,  in  seiner  ganzen 
Länge  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  dieser  geraden  Linie 
bildet.  Fig.  78  stellt  verschiedene  Gestalten  dar,  die  er  in 
diesem  Zustande  annehmen  kann. 

Wählen  wir  als  x-  und  y-Axe  die  Verticale  Ax  im  ent- 
gegengesetzten Sinne   der  Schwere  und  die  Horizontale  Ay. 

dy 
Die  Grösse  -~-  ist  dann  nach  Voraussetzung  sehr  klein,   und 

wir  vernachlässigen  daher  ihr  Quadrat  in  der  Gleichung  (1); 
da  femer  die  Kraft,  welche  an  dem  Ende  B  wirkt,  vertical 
gerichtet  ist,  so  hat  man  Q  =  0,  und  daraus  ergibt  sich, 
vermöge  der  Gleichung  Qa  =  Pb  des  §  309,  b  =  0.  Femer 
muss  man,  da  die  Kraft  P  von  B  nach  A  gerichtet  ist,  in 
der  Gleichung  (1)  das  Vorzeichen  dieser  Kraft  umkehren,  da 
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jene  Gleichung  die  Kraft  als  im  entgegengesetzten  Sinne  ge- 
richtet, voraussetzt.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

1  c* 

ß  =  -  awe'  =  —  P 


so  nimmt  die  Gleichung  (i)  die  einfache  Gestalt  an: 

d«y 

dx' 


c«  -^  =  -  irV 


Es  bedeutet  hier  w  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  des 
Stabes  senkrecht  zu  seiner  Längsrichtung,  e  seine  halbe  Dicke 
in  dem  Sinne,  in  dem  er  gebogen  wird,  und  a  eine  Grösse, 
welche  von  der  Natur  seines  Stoffes  abhängt.  Diese  drei 
Grössen  werden  als  constant  vorausgesetzt  und  folglich  ist  c 
eine  Linie  von  constanter  und  gegebener  Länge. 

Aus  der  obigen  Differentialgleichung  ergibt  sich  nun  durch 
Integration,  da  y  =  0  ist  für  x  =  0, 

y  =  k  sm  — , 
•^  c 

dy         Tck  nx 

T^  =  —  cos  — , 
dx  c  c 

wo  k  die  Integrations-Constante  bedeutet,  die  entweder  gleich  0 
oder  wenigstens  im  Vergleich  mit  c  sehr  klein  sein  muss. 

Ist  k  =  0 ,  so  bleibt  die  Feder  gerade  und  es  wird  nur 
ihre  Länge  AB  durch  den  Druck  des  Gewichtes  P  ein  wenig 
verringert.  Ist  dagegen  diese  Constante  von  0  verschieden, 
so  wird  sich  die  Feder  biegen ;  im  Punkte  B  ist  x  =  a  und 
y  =  b  =  0;  bezeichnet  man  mit  i  eine  ganze  Zahl,  so  er- 
hält man 

a  =  ic 

als  Werth  von  a  oder  von  AB.  Bezeichnet  man  die  Länge 
der  Feder  mit  I,  so  ist 

0  0 
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k 
vernachlässigt  man  die  4*?  Potenz  von  —  und  setzt  für  a  seinen 

Werth,  so  wird 
und  hieraus  folgt: 


k  =  2cYi_i.  (3) 

TT      '       IC 


Der  Coefficient  k  muss  also   entweder  gleich  Null  sein  oder 
durch  diese  Formel  ausgedrückt  werden. 

§  3 1 2.  Aus  diesem  Resultate  lassen  sich  mehrerti  wich- 
tige Schlüsse  ziehen. 

1 .  So  lange  I  kleiner  ist  als  c ,  ergeben  sich  aus  Formel 
(3)  imaginäre  Werthe  von  k  für  jede  ganze  Zahl  i;  man  darf 
den  Werth  dieses  Coefficienten  nicht  verschieden  von  0  an- 
nehmen, und  die  Feder  wird  daher  durch  das  Gewicht  P  nicht 
gebogen. 

2.  Wenn  nun  die  Länge  l  der  Feder  grösser  ist  als  c  — 
was  man  dadurch  erreichen  kann,  dass  man  entweder  direct 
eine  längere  Feder  wählt  oder  die  Grösse  c  verkleinert,  in- 
dem man  das  Gewicht  P  wachsen  lässt  —  so  ergibt  sich  für 
i  =  1  ein  von  0  verschiedener  reeller  Werth  von  k,  und  die 
Feder  wird  von  dem  Gewichte  gebogen  werden.  Bezeichnen 
wir  mit  f  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setzen 


•=«('+'-?). 


so  haben  wir 

i  =  l,a  =  c,k  =  fa 

und  die  Gleichung  der  Curve,   welche  die  Gestalt  der  Feder 
darstellt,  ist  daher 

y  =  ta  sm   --; 

•^  a 

man  sieht,   dass  diese  Curve  die  Verticale  AB  zwischen  den 
beiden  Endpunkten  A  und  B  nicht  schneidet. 
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3.  Wenn  ^er  Quotient  I :  c  immer  grösser  wird  und  die 
Zahl  2  übersteigt,  so  wird  auch  der  Werth  von  k,  welcher 
i  =  2  entspricht,  reell,  und  die  Feder  kann  eine  von  der  vor- 
hergehenden verschiedene  Gleichgewichtslage  annehmen.  Be- 
zeichnen wir  mit  f  wieder  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setzen 

I  =  2c  (l  +  itaf»), 

so  erhalten  wir 

i  =  2,  a  =  2c,  k  =  fa; 

alsdann  ergibt  sich: 

2nx 


y  =  f  a  sin 


a 


und  diese  Curve  schneidet  die  Verticale  AB  in  der  Mitte, 
nämlich  in  dem  Punkte  x  =  |. 

4.  Allgemein:  ist  I  >>  ic  geworden,  und  setzt  man 

wo  f  einen  sehr  kleinen  Bruch  bezeichnet,  so  darf  man 

a  =  ic,  k  =  y.a 

annehmen  und  erhält 

.     iffx 
y  =  y  a  sm  — -, 

eine  Curve,  welche  die  Gerade  AB  in  i  +  1  gleichweit  von 

einander  entfernten  Punkten  schneidet,  die  beiden  Endpunkte 

mit  eingerechnet. 

Wenn  I    ein  Vielfaches   von  c  um   eine  beträchtlichere 

Grösse  übertrifft,   so  ist  der  durch  die  Formel  (3)  gegebene 

Werth  von  k  nicht  mehr  sehr  klein  gegen  c ;  und  da  alsdann 

dy 

-^  aufhört,  ein  sehr  kleiner  Bruch  zu  sein,  so  lässt  sich  die 

dx 

Gestalt  der  Feder  durch  die  vorhergehende  Untersuchung  nicht 
mehr  bestimmen.  Man  bemerke,  dass  in  allen  Fällen  die  ge- 
radlinige Gestalt,  welche  k  =  0  entspricht,  möglich  ist;  die- 
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selbe  ist  aber  nur  so  lange  eine  stabile  und   nothwendige 
Gleichgewichtslage,  als  I  kleiner  als  c  ist. 

§  313.  Wir  wollen  unter  der  Kraft  einer  Feder  — 
die  wir  wieder  als  senkrecht  stehend  annehmen  wollen  —  das 
grösste  Qewicht  verstehen,  welches  dieselbe  tragen  kann,  ohne 
sich  zu  biegen.  Dieses  Gewicht  P  ist  durch  die  Gleichung 
c  =  I  bestimmt;  aus  ihr  ergibt  sich 

und  man  sieht,  dass  die  Kraft  einer  Feder,  caeteris  paribus, 
dem  Quadrate  ihrer  Länge  umgekehrt  proportional  ist.  Wenn 
die  Feder  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedum  ist,  so  findet 
man  femer,  wenn  man  sie  nach  den  verschiedenen  Seiten- 
flächen zu  biegen  sucht,  dass  ihre  Kraft  proportional  dem 
Quadrate  ihrer  zu  der  betreffenden  Fläche  senkrechten  Dicke  ist. 
Die  absolute  Grösse  von  P  erhält  man,  indem  man  in 
die  vorhergehende  Formel  den  Werth  von  a  einsetzt,  und 
dieser  ergibt  sich  entweder  aus  der  Dehnung  h  oder  der  Bie- 
gung b ,  welche  die  Feder  durch  ein  Gewicht  p  erleidet ;  es 
findet  sich  nach  §  308  und  310,  da  ad  =  h  und  a  =  t  ist: 

a  =  -^  und  a  =  -^, 
a>h  (oe'b 

und  mithin  erhält  man 

^        3lh  ''^^'  *^         3b  • 

§  314.  Die  Resultate  des  §  307  lassen  sich  leicht  auf 
einen  elastischen  Stab  ausdehnen,  wenn  man  denselben  in 
seinem  natürlichen  Zustande  als  gerade  oder  einfach  gekrümmt 
voraussetzt,  und  er  auch  bei  der  Biegung  von  einfacher  Krüm- 
mung bleibt  und  keinerlei  Torsion  erfährt.  Man  hat  in  diesem 
Falle  als  mittleren  Faden  denjenigen  anzusehen,  welcher  durch 
die  Schwerpunkte  aller  zur  Längsrichtung  des  Stabes  senk- 
rechten Querschnitte  geht ;  diese  letzteren  können  unter  ein- 
ander gleich  oder  verschieden  sein,  wenn  nur  ihre  Dimensionen 
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klein  sind  im  Vergleich  mit  dem  Krümmungsradius  des  Stabes. 
Sei  w  die  Fläche  eines  beliebigen  dieser  Querschnitte.  Wir 
zerlegen  w  in  streifenförmige  Elemente  senkrecht  zu  der  Ebene 
in  welcher  der  mittlere  Faden  nach  seiner  Biegung  liegt;  sei 
vdu  der  Flächeninhalt  des  Elementes,  dessen  Abstand  von 
dem  Faden  u  ist;  die  Variabele  u  kann  dann  positiv  oder 
negativ  sein,  und  v  ist  eine  gegebene  Function  von  u.  Be- 
zeichnen wir  nun  mit  k  und  —  k'  die  äussersten  Werthe  von 
u,  so  ist 


i  vdu  =  ö), 


und,   da  der  Anfang  der  Variabein  u   der  Schwerpunkt  von 
(0  ist, 


k 


vudu  =  0 . 

Bezeichnen  wir  mit  a ,  a' ,  8 ,  8' ,  p  dieselben  Grössen,  wie 
in  §  307,  und  mit  Tt  T  »  r  das,  was  a,  o',  p  im  ursprünglichen 
Zustande  des  elastischen  Stabes  waren,  dann  hat  man  für 
die  beiden  Zustände  des  Stabes 

y'    —   Y   4-  ^^ 

T    =  T  +  Y» 

,     UC3 
0     =0+-. 

und  för  den  Übergang  aus  dem  einen  in  den  anderen 

a  =  Y  (1  +8), 
3  =  f  (1  +  8'). 

Hieraus   folgt,   wenn   man  die  Producte  —  und  —  vemach- 
°  r  p 

lässigt, 

.  =  .  +  .(■-!),  ■ 
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eine  Gleichung,  die  mit  derjenigen  des  §  307  zusammenfällt, 
wenn  der  Stab  im  natürlichen  Zustande  gerade,  d.  h.  wenn 
r  ==  oo  ist. 

Sei  ferner  T  die  Summe  der  zu  co  senkrechten  Kräfte, 
welche  den  einen  der  beiden  durch  diesen  Querschnitt  von 
einander  getrennten  Theile  des  Stabes  anziehen  oder  abstossen, 
und  bezeichnen  wir  mit  (i  das  Moment  dieser  Kräfte  in  Be- 
ziehung auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  von  o>  gehende  und 
zur  Ebene  des  mittleren  Fadens  senkrechte  Axe:  dann  ist 
unter  der  Voraussetzung  des  §  307 

k 

5'vdu  , 


vudu , 


wo  a  eine  von  der  Natur  des  Stabes  abhängende  Grösse  be- 
zeichnet, welche  für  alle  Punkte  eines  Querschnittes  co  constant 
ist,  aber  von  einem  Querschnitte  zum  andern  variiren  kann. 
Substituiren  wir  für  8'  seinen  obigen  Werth  und  setzen  zur 
Abkürzung 

k 

vuMu  =  —  »q*  , 

80  ergibt  sich  daraus 

T  =  owS  , 


^   =  -3-    Ip  -  -r)  ' 


Wenn  der  elastische  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande 
oder  nach  seiner  Deformation  von  doppelter  Krümmung  ist, 
so  gilt  für  T  noch  dieselbe  Formel.  Überdies  darf  hian  —  wenn 
man  als  mittleren  Faden  immer  denjenigen  betrachtet,  welcher 
die  Schwerpunkte  aller  senkrechten  Querschnitte  enthält,  und 
mit  r  und  p  seine  Krümmungsradien  für  denselben  Punkt  vor 
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und  nach  der  Biegung  bezeichnet  —  den  Ausdruck  fQr  |i.  als 
das  Elasticitätsmoment  in  Beziehung  auf  eine  durch  jenen 
Punkt  gehende  und  zur  Erümmungsebene  des  mittleren  Fadens 
normale  Axe  ansehen;  man  muss  alsdann  aber  die  Torsion 
des  Stabes  berücksichtigen,  wie  wir  es  sogleich  thun  werden. 

§  315.  Vergleicht  man  den  obigen  Werth  von  |t  mit 
dem  im  §  307  gefundenen,  so  sieht  man,  dass  sich  die  Dif- 
ferentialgleichung der  ebenen  Curve,  welche  von  der  Schwer- 
punktslinie eines  nicht  tordirten  elastischen  Stabes  gebildet 
wird,    sich  von   der  Differential-Oleichung  der  Curve    einer 

elastischen  Platte  nur  darin  unterscheidet,  dass  jene 

P         r 

an  Stelle  von  —  ,  und  die  Grösse  q  an  Stelle  der  halben  Dicke  e 

P 

enthält.  Wenn  der  elastische  Stab  homogen  und  in  seinem 
natürlichen  Zustande  ein  lang  gestrecktes  Prisma  oder  ein 
ebensolcher  Cylinder  ist,  so  sind  die  drei  Grössen  a ,  o>  und  q 
constant  und  man  hat  r  =  oo  .  Daraus  folgt,  dass  die  Bie- 
gung eines  von  Natur  geraden  Stabes,  welche  durch  ein  senk- 
recht zu  seiner  Längsrichtung  wirkendes  Gewicht  Q  hervor- 
gebracht wird,  so  wie  die  Federkraft  dieses  Stabes  sich  aus 
den  in  §  310  und  313  gefundenen  Formeln  für  b  und  P  her- 
leiten lassen,  wenn  man  darin  q  an  Stelle  von  e  setzt.  Durch 
diese  Substitution  erhält  man,   wenn  I  die  Länge  des  Stabes 

bedeutet : 

_    l'Q  p  _  g^<«>q* 

~  awq«  '  31«     ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

kHQ 


3P 


"  —  1'    /  vuMu  . 


Für  zwei  verschiedene  Stäbe  von  gleicher  Länge  sind  daher 
die  Biegungen,  welche  durch  dasselbe  Gewicht  hervorgebracht 
werden,  umgekehrt  proportional  den  Federkräften,  so  dass  es 
genügt,  bei  den  verschiedenen  Annahmen  über  die  Gestalt  des 
normalen  Querschnittes  diese  Kräfte  unter  einander  zu  ver- 
gleichen. 
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Betrachten  wir  den  Fall,  dass  der  senkrechte  Querschnitt 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist,  und  dass  der  ^tab[||80  ge- 
bogen wird,  dass  die  der  Basis  dieses  Dreiecks  entsprechende 
Fläche  eine  concave  oder  convexe  Cylinderfläche  bildet.  Seien 
a  und  c  die  Basis  und  die  Höhe  des  Dreiecks.  Da  nach 
§  807  die  Werthe  von  u  nach  der  convexen  Seite  der  Biegung 
hin  als  positiv  betrachtet  werden  sollen,  so  hat  man  im  Falle 
der  convexen  Biegung 


und  demnach 


^=3'''        ^=cl3^  +  "j' 


x*aac' 


361' 
Dagegen  ist  im  Falle  einer  concaven  Biegung 

und  daraus  folgt: 


7c*aac* 


121 


t     » 


im  letzteren  Falle  ist  daher  die  Federkraft  des  Stabes  dreimal 
so  gross  als  im  ersten. 

Ist  der  normale  Querschnitt  ein  Quadrat  mit  der  Seite  f , 
und  soll  der  Stab  so  gebogen  werden,  dass  zwei  gegenüber- 
liegende Flächen  Cylinderflächen  werden,  so  ist 

und  mithin 

_  it»af* 
""   121«  • 

Ist  der  Querschnitt  ein  fireis  vom  Radius  k,  so  ist 


k'  =  k,        V  =  2  j/k«  -  u« , 
Ffannstiel,  Poisson's  Lehrbuch  der  Mechanik.  34 
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und  folglich 

Nimmt  man  in  den  beiden   letzten  Fällen   den  Flächeninhalt 
des  normalen  Querschnittes  als  gleich  an,  so  dass 

ist,  80  sieht  man,  dass  im  letzteren  Falle  die  Federkraft  des 
Stabes  sich  zu  der  im  vorigen  wie  3  :  tc  verhält. 

Untersuchen  wir  noch  den  Fall,  dass  der  cylindrische 
Stab  eine  Röhre  ist,  deren  concentrische  innere  und  äussere 
Oberflächen  die  Radien  g  und  g  haben.  Um  die  Federkraft 
eines  solchen  Stabes  zu  bestimmen,  müssen  wir  nacheinander 
g'  und  g  an  Stelle  von  k  in  die  letzte  Formel  für  P  ein- 
setzen und  die  beiden  Werthe  von  einander  abziehen.  Es 
ergibt  sich 

p  _  ^»«  (g  «  +  g^  (g  »  -^  g«) 

Wenn  nun  der  Flächeninhalt  ic(g'*  —  g*)  des  ringförmigen 
Querschnittes  gleich  ick^  vorausgesetzt  wird,  so  ist 

«»ak«  (k*  +  2g») 


P  = 


41= 


und  durch  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  dem  in  Formel 
(a)  dargestellten  ergibt  sich,  dass  —  gleiche  Substanzen,  gleiche 
Längen  und  gleiche  Massen  zweier  Stäbe  vorausgesetzt  — 
die  Federkraft   einer  Röhre  grösser  ist,   als  die  eines  vollen 

1  4-  2g* 
Stabes,  und  zu  der  letzteren  in  dem  Verhältniss  — ,  ^       :  1 

steht,  wo  2g  der  Durchmesser  der  Höhlung,  und  xk*  der 
Flächeninhalt  des  normalen  Querschnittes  durch  das  Material 
der  Stäbe  ist. 

§  316.    Wir  wollen  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  einen   beliebigen   elastischen  Stab  aufstellen,  auf  dessen 

Punkte  gegebene  Kräfte  wirken. 
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Seien  A  und  B  die  beiden  Enden  des  mittleren  Fadens; 
femer  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M 
dieser  Curve,  s  der  Bogen  AM ,  a>  der  Flächeninhalt  des  nor- 
malen Querschnittes  des  Stabes  im  Punkte  M ,  y  seine  Dich- 
tigkeit in  diesem  Punkte,  und  folglich  ifcods  die  Masse  eines 
unendlich  dünnen  Ausschnittes  aus  dem  Stabe.  Bezeichnen 
wir  mit 

Xifwds ,       YYwds ,       Zifwds 

die  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  diese  Masse  parallel  den 
Axen  der  x ,  y  und  z  wirken,  so  dass  X ,  Y ,  Z  die  Grössen 
dieser  Kräfte  in  Beziehung  auf  die  Masseneinheit  sind :  so  ist 
die  Summe  ihrer  Componenten  in  Richtung  der  Tangente  des 
mittleren  Fadens  im  Punkte  M ,  welche  den  Bogen  s  zu  ver- 
grössem  strebt, 

Femer  sei  T  die  Kraft,  mit  welcher  der  eine  Theil  des 
Stabes  auf  den  anderen  wirkt,  welche  an  einer  der  Flächen 
des  Querausschnittes  Yoods  senkrecht  zu  co  angreift  und  den 
Bogen  s  zu  verkleinern  oder  zu  vergrössern  strebt,  je  nach- 
dem sie  positiv  oder  negativ  ist.  Die  andere  Fläche  von  Y<ods 
wird  dann  im  entgegengesetzten  Sinne  augezogen  oder  abge- 
stossen  von  einer  Kraft  T  +  dT  ,  und  es  ist  daher  zum 
Gleichgewichte  des  Ausschnittes  erforderlich,  dass  die  Kraft 
dT  der  gegebenen  Tangentialkraft  gleich  und  entgegengesetzt 
ist,  oder  dass  die  Gleichung  stattßndet 

dT  +  TO)  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  0 ,  (a) 

eine  Bedingung,  die  mit  der  Gleichung  (3)  des  §  300  im  Ein- 
klang steht. 

Wegen  der  geringen  Dehnbarkeit  der  Materie  des  Stabes, 
wird  man  in  der  Gleichung  (a)  für  7  und  a>  die  Dichtigkeit 
und  den  Querschnitt  des  Stabes  in  seinem  natürlichen  Zustande, 
beides  bezogen  auf  den  Punkt  M  ,  setzen  dürfen.  Wenn  diese 
beiden  Grössen  constant  sind,  und  der  Ausdruck  in  der  Klammer 

34* 
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ein  vollständiges  Differential  ist,  so  erhält  man  den  Werth 
von  T  durch  einfache  Integration;  und  weil,  nach  §  307  , 

T  =  aü)S 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus  die  positive  oder  negative  Dilatation 
des  Elementes  ds ,  welches  in  dem  Verhältnisse  1  +  S  :  l 
verlängert  werden  wird.  Dagegen  lässt  sich  daraus  kein 
Schluss  ziehen  in  Beziehung  auf  die  Dilatation  des  Quer- 
schnittes (0  und  die  Dichtigkeitsänderung  des  Stabes  im  Punkte 
M.  Nach  meinen  Auseinandersetzungen  in  der  zu  Anfang 
dieses  Abschnittes  erwähnten  Abhandlung  ist  aber  die  Ver- 
längerung oder  Verkürzung  von  ds  immer  von  einer  Verklei- 
nerung resp.  Vergrösserung  von  cd  begleitet,  und  z>¥ar  so, 
dass"*sich  das  Volumen  wds  in  demselben  Sinne  wie  ds ,  die 
Dichtigkeit  7  aber  im  entgegengesetzten  ändert.  Wenn  da- 
her ein  homogener  prismatischer  oder  cylindrischer  Stab  an 
einem  Ende  befestigt  ist  und  an  dem  anderen  von  einer  Kraft 
in  Richtung  seiner  Verlängerung  gedehnt  wird,  so  findet  gleich- 
zeitig eine  Verlängerung  und  eine  Volumvermehrung  statt, 
die  beide  dieser  Kraft  proportional  sind;  dies  wird  in  der 
That  durch  den  Versuch  bestätigt.  Wenn  umgekehrt  der 
Stab  senkrocht  auf  eine  horizontale  Ebene  gestellt  und  an 
seinem  oberen  Ende  mit  einem  Gewichte  belastet  wird,  welches 
ihn  nicht  biegt,  so  verkürzt  er  sich  und  erfährt  eine  Volum- 
verminderung, beides  proportional  der  Grösse  jenes  Gewichtes. 

§  317.  Wir  wollen  jetzt  auf  dem  mittleren  Faden  einen 
M  unendlich  benachbarten  Punkt  m  annehmen.  Durch  den- 
selben legen  wir  einen  normalen  Querschnitt  und  denken  uns 
den  Theil  des  Stabes  zwischen  diesem  Querschnitte  und  dem 
Ende  A  ganz  unbeweglich  und  den  Theil  zwischen  dem  Quer- 
schnitte von  M  und  dem  anderen  Ende  B  von  unveränder- 
licher Gestalt.  Suchen  wir  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  diesen  zweiten  Theil  auf,  den  wir  mit  K  bezeichnen  wollen. 

Vermöge  der  Torsion  des  Stabes  wirken  auf  die  Punkte 
der  dünnen  Platte,  welche  von  den  durch  M  und  m  gelegten 
Querschnitten  abgegrenzt  wird,   Kräfte,  welche  die  verschie- 
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denen  Längsfäden  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zuriickzudrehen 
streben ;  dieselben  wirken  in  Ebenen  die  auf  Mm,  der  Tangente 
des  mittleren  Fadens  in  M,  senkrecht  stehen.  Diese  Kräfte 
sind  bestrebt,  K  um  diese  Mittellinie  in  einem  der  Torsion 
entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen.  Sei  x  ihr  Moment  in  Be- 
ziehung auf  diese  Linie,  das  Torsionsmoment  des  Stabes, 
für  den  Punkt  M.  Zieht  man  durch  M  Parallele  zu  den  Axen 
der  X ,  y  und  z  und  beachtet,  dass  die  Axe  des  Torsions- 
momentes mit   diesen   Linien   Winkel   bildet,    deren   Cosinus 

1-  >    1    >   T-    sind,  SD  ergeben  sich  nach  8  281 
ds      ds      ds 

dx  dy  dz 

~"  ^  ds  '  "  ^  ds^;  ""  ^  d^ 

als  die  Momente  der  auf  K  im  Sinne  der  Torsion  wirkenden 
Kräfte  in  Beziehung  auf  jene  drei  Parallelen. 

BezeichuLMi  wir  mit  (i-  das  Elasticitätsmoment  im  Punkte 
M  ,  das  heisst  das  Moment  der  Kraft  T  in  Beziehung  auf 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  und  zur  Krümmungsebene 
des  mittleren  Fadens  senkrechte  Axe ;  mit  r  und  p  die  Krüm- 
mungsradien für  denselben  Punkt  im  ursprünglichen  Zustande 
des  Stabes  und  nach  der  Deformation  und  endlich  mit  ß  eine 
positive  Grösse,  die  von  der  Materie  des  Stabes  und  dem 
normalen  Querschnitte  im  Punkte  M  abhängt,  so  ist  nach 
§  314: 


.=^Ci--:): 


sind  ferner  f ,  g  und  h  dio  Winkel,  welche  die  Axe  dieses 
Momentes  mit  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen  bildet,  so 
sind  die  Eiasticitätsmomente  in  Beziehung  auf  diese  drei  Linien 

jt  cos  f ,  (1  cos  g  ,  [1  cos  h  . 

Sei  nun  M'  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  MB ;  x  , 
y'  ,  z'  seien  seine  Coordinaten,  s'  bedeute  den  Bogen  AM'  , 
und  es  mögen  7' ,  (o' ,  X' ,  Y'  ,  Z'  für  den  Punkt  M'  dieselbe 
Bedeutung  haben,  wie  die  ungestrichelten  Buchstaben  für  den 


534  Statik.  II. 

Punkt  M  .    Nennen  wir  ferner  die  ganze  Länge  des  mittleren 
Fadens  I  und  setzen 
l 

j  [  Y'  (x'  --  X)   --  X'  (y'  -  y)  ]  7 Vds'  =  Z,   , 


B 
I 


J  [r  {z    -   z)  -  Z'  (x    -  x)l  TVds    =  Y,  , 

8 
l 

J[  Z'   (y    -  y)  -  Y'   {z    -  z)  ]  T'co'ds'  =  X,  , 

8 

so  sind  Xi ,  Y^  und  Z^  die  Momente  der  auf  K  wirkenden 
gegebenen  Kräfte  in  Beziehung  auf  drei  Äxen,  welche  durch 
den  Punkt  M  in  Richtung  der  Coordinatenaxen  gelegt  sind. 

Mögen  endlich  noch  besondere  Kräfte  auf  das  freie  Ende 
von  K  wirken ;  seien  P ,  Q  und  R  die  Summen  ihrer  Compo- 
nenten  nach  den  Coordinatenaxen,  und  a',  b',  c'  die  Coordi- 
naten  des  Angriffspunktes  ihrer  Resultante;  dann  sind  ihre 
Momente  in  Beziehung  auf  dieselben  Axen,  auf  welche  sich 
X^,  Yj  und  Z^  beziehen: 

Q  (a   -  X)  -  P  (b'  -  y) , 
P  (c   -  z)  —  R  (a    -  x) , 

R  (b'   _   y)   _   Q  (c    -    z). 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Endpunktes  B  des  mitt- 
leren Fadens  mit  a ,  b ,  c ,  so  kann  man  diese  Momente  auch 
in  der  Form 

Q  (a  -  x)  -  P  (b  -  y)  +  R' 
P  (c  —  z)  —  R  (a  —  x)  +  Q' 

R  (b  _   y)  _  Q  (c    _   z)  +   p', 

schreiben,  wo  zur  Abkürzung 

Q  (a  -  a)  -  P  (V  —  b)  =  R', 
P  (c  -  c)  -  R  (a  -  a)  =  Q', 
R  (b'  -  b)  -  Q  (c    -  c)  =  P' 

gesetzt  ist. 
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Im  Allgemeinen  werden  die  Coordinaten  a' ,  b' ,  c'  von 
a,  b,  c  verschieden  sein,  da  die  Kräfte  P,  Q,  R  nicht  un- 
mittelbar an  dem  elastischen  Stabe  angebracht  sind,  vielmehr 
an  Hebelarmen  wirken  werden.  Mögen  diese  Kräfte  nun  eine 
einzige  Resultante  haben,  oder  nicht :  die  Grössen  P' ,  Q' ,  R' 
werden  ihre  Momente  in  Beziehung  auf  drei  Axen  sein,  welche 
parallel  den  Coordinatenaxen  durch  den  Punkt  B  gelegt  sind ; 
nimmt  man  daher  an,  dass  in  diesem  Punkte 

dx  ,  dy  -.,  dz 

--  =  cos  a  ,         V^  =  cos  3  ,         — -  =  cos  T  , 

ds  ds  ds 

sei,  und  setzt  man 

P'  cos  a  4-  Q  cos  ß'  -f-  R  cos  y  ==  L, 
so  stellt  die  Grösse  L  das  Moment  der  äussersten  Kräfte  in 
Beziehung  auf  die  Tangente  des  mittleren  Fadens  im  Punkte 
B  dar  (§  281);  und  hieraus  kann  man  schon  schliessen,  dass 
L  das  Torsionsmoment  für  den  Endpunkt  B ,  oder  der  Werth 
von  T  für  divs<m  Punkt  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  ist  zum  Gleichgewichte  des  Theiles 
K  des  elastischen  Stabes  etforderlich,  dass  die  Summe  der 
Momente  aller  Kräfte,  die  auf  seine  verschiedenen  Lamellen 
und  auf  seine  Enden  wirken,  in  Bezug  auf  jede  Axe  gleich  0 
sei;  diese  Bedingung  wird  durch  die  drei  Gleichungen  aus- 
gedrückt : 

[1  cos  f  -  T  ^  +  Xi  +  P'  +  R  (b  -  y)  -  Q  (c  —  z)  =  0 

|icosg-T^^-  +  Yi  +  Q'  +  P(c-  z)-R(a-x)  =  0(b) 

dz 
|ico8 h-  T?^  +  Zi  +  R'  +  Q  (a  -x)  —  P(b  —  y)  =  0  . 

§  318.     Nach  den  Formeln  des  §  19  ist 

„       dyd^z  —  dzd*y , 
cos  f  =  — — r^-i — -^ 

Xds' 

dzd*x  —  dxd^z , 
«««8  = xd^a 

dxd*y  —  dyd*x , 

cos  h  = Vr-ö 

Xds* 
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wo  Xds*  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der 
Zähler  darstellt.     Mithin  ist 

d(|I.COBg)  =  dzd^-dxd^. 


d(^co8h)  =  dxd^-dyd^' 


und  folglich 


j^d  ((1  cos  f)  +  ^d  (|i  cosg)  +  ^d  (|i  cos  h)  =  0 


Andrerseits  ist 


dx*    ,    dy*    .dz*  

d?  +  d^  +  d^  ~  ^' 


^  H  —  -U  ^^  H  ^y  -J-  ^^  H  ^^   ft 

ds      ds        ds      ds       ds      ds 
Düferenzirt  man  daher  die  Gleichungen  (b),  multiplicirt  die- 
selben resp.  mit  t-  »  3^  >  ^-  und  addirt.  so  erhält  man 

'^        •  ds     ds     ds 

dT  =  ^  dX,  +  ^  dYi  +  ^  dZi  . 
ds       *        ds       ^        ds     ^ 

Da  nun  die  Grenzen  der  Integrale  X^ ,  Y^ ,  Z^  die  Integrations- 
variabele  nicht  enthalten,  so  darf  man  nach  §  14  in  Beziehung 
auf  X ,  y ,  z  unter  dem  Integralzeichen  differenziren,  uro  dX, , 
dY|,   dZ,  zu  bilden;  man  erhält  einfach 

I  l 

dXj  =  dz  1  Y'^Vds'  —  dy  I  Z'Y'co'ds'  , 

8  8 

l  l 

dY^  =  dx  I  Z'if'w'ds'  —  dz  1  X'Y'co'ds'  , 


8 
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dZi  =  dy  Tx'v'co'ds'  -  dx  frYi^'ds 


S  8 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung 
einsetzt,  so  reducirt  sich  dieselbe  auf 

dt  =  0  . 

Es  ist  daher  das  Torsionsmoment  eines  im  Gleichgewichte  be- 
findlichen elastischen  Stabes  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
constant,  welches  auch  die  darauf  wirkenden  Kräfte  sein  mögen. 

Seine  Grösse  ist  daher  überall  dieselbe  wie  an  den  beiden 
Enden  des  Stabes;  und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  im 
Punkte  B  t  =  L  ist,  wie  wir  schon  oben  gesagt  haben.  In 
der  That  ist  für  diesen  Punkt 

X  =  a,  y  =  b,  z  =  c; 

die  Integrale  X, ,  Y, ,  Z^  verschwinden ,  und  die  Gleichungen  (b) 
gehen  über  in 

T  cos  a'  =  (1  cos  f  +  P'  , 

t  cos  ß'  =  [1  cos  g  -{r  Q' , 

t  cos  Y    ==  P-  cos  h  +  R  • 

Da  die  Normale  der  Krümmungsebene  des  mittleren  Fadens 
und  die  Tangente  dieser  Curve  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  ist  für  denselben  Punkt  B  • 

cos  a    cos  f  +  cos  ß'  cos  g  +  cos  t'  cos  h  =  0 ; 

addirt  man  also  die  vorhergehenden  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  resp.  mit  cos  ol  ,  cos  ß' ,  cos  Y  multiplicirt  hat,  so 
verschwindet  die  Grösse  (i,  und  man  erhält  mit  Rücksicht 
auf  (^en  früher  gefundenen  Werth  von  L 

T  =  L. 

Aber  nur  dais  Torsionsmoment  lässt  sich  aus  den  Gleichge- 
wichtsbedingungen herleiten ;  was  die  Torsion  selbst  anbelangt, 
80  ist  ihre  Grösse  längs  des  Stabes  variabel,  sobald  die  Materie 
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oder  der  normale  Querschnitt  sich  von  Punkt  zu  Punkt  ändert. 
Wenn  der  Stab  homogen,  und  sein  Querschnitt  überall  constant 
ist,  so  ist  die  Differenz  der  Torsionswinkel  für  die  beiden 
Endpunkte  gleich  langer  Strecken  des  Stabes  dieselbe  und, 
wenn  die  Strecken  verschieden  sind,  proportional  der  Länge 
derselben.  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  dass  man  einen 
prismatischen  oder  cylindrischen  Stab  mit  einem  Ende  fest 
einspanne  und  an  seinem  anderen  zwei  gleiche,  parallele  und 
entgegengesetzte  Kräfte  anbringe,  welche  in  gleichen  Ab- 
ständen zu  beiden  Seiten  der  Mittellinie  des  Stabes  angreifen: 
dann  wird  der  Stab  gerade  bleiben,  aber  eine  Torsion  er- 
fahren, welche  seiner  Länge  und  dem  Drehungs-Momente 
dieser  beiden  Kräfte  in  Beziehung  auf  den  mittleren  Faden 
proportional  ist,  und  dieses  Drehungsmoment  wird  gleich  L 
sein.  Ich  habe  ferner  in  der  schon  citirten  Abhandlung  (§  306) 
gefunden,  dass  bei  einem  kreisförmigen  Querschnitte  die  Grösse 
der  Torsion,  caeteris  paribus,  der  vierten  Potenz  seines  Durch- 
messers proportional  ist,  und  die  Beobachtung  hat  dies  bestätigt. 

§  319.  Aus  zweien  der  Gleichungen  (b)  oder  zwei  be- 
liebigen Combinationen  dieser  Gleichungen  lässt  sich  durch 
Substitution  des  Werthes  von  |i  und  Einsetzung  von  L  an 
Stelle  von  t  die  Gleichgewichtsgestalt  des  Stabes  bestimmen. 
Wenn  derselbe  von  Natur  gerade  ist,  und  alle  darauf  wirken- 
den Kräfte  in  einer  einzigen  Ebene  liegen,  so  reduciren  sich 
die  drei  Gleichur^en  (b)  auf  eine  einzige,  welche  die  von  dem 
mittleren  Faden  gebildete  ebene  Curve  darstellt. 

Wählen  wir  diese  Ebene  zur  xy-Ebene,  so  ist: 

z  =  0  ,       cos  f  =  0  ,       cos  g  =  0  , 

c  =  0  ,       c'  =  0  ,       R  =  0  ,       cos  t'  =  0  , 

und  es  wird 

Xj  =  0  ,       Y,  =  0  , 

P'  =  0  ,       Q'  =  0  , 

T  =  L  =  0, 

und    die   beiden   ersten   Gleichungen  (h)    verschwinden.    Da 
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r  =  oo  ist  so  reducirt  sich  der  Werth  von  |jl  auf  —  ;  ferner 

9 

wird  cos  h  =  Hh  1  ;  berücksichtigt  man  aber  den  Sinn  der 
Wirkung  von  T  auf  den  Theil  K  des  Stabes  (§  314)  so  sieht 
man  leicht,  dass  man  in  der  dritten  der  Gleichungen  (b) 

cos  h  =  —   1 

zu  nehmen  hat,  und  diese  Gleichung  geht  alsdann  über  in 

l 


r[r  (x'  -  X)  -  X'  (y'  -  y)]T'a>ds' 


(c) 


8 


+  R'  +  Q  (a  -  x)  -  P  (b  -  y)  =  ^  , 
WO  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  des  §  314 

k 

ß  =  a  I  vuMu 

zu  setzen  ist. 

Wenn  die  Kräfte  X  und  Y  gleich  0  sind,  so  fällt  die 
Gleichung  (c)  mit  der  Gleichung  (1)  des  §  308  zusammen, 
wenn  man  beachtet,  dass  in  der  letzteren  die  Kräfte  P  und 
Q  an  dem  Ende  des  Stabes  selbst  wirken,  wodurch  ihr  Moment 
R'  verschwindet.  In  allen  Fällen  kann  man  durch  Differen- 
tiation die  Integrale  in  der  Gleichung  (c)  zum  Verschwinden 
bringen,  und  diese  geht  dadurch  in  eine  Differentialgleichung 
4ter  Ordnung  über. 

Wenn  nun  die  Gestalt  des  Stabes  der  Gleichung  (c)  ent- 
spricht, so  müssen,  damit  Gleichgewicht  wirklich  vorhanden 
sei,  die  darauf  wirkenden  gegebenen  Kräfte  nach  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen des  §  261  genügen,  welche  sich  auf  drei 
reduciren,  da  diese  Kräfte  alle  in  einer  Ebene  liegen.  Be- 
zeichnen wir  daher  mit  D  und  E  die  Summen  der  besonderen 
Kräfte,  welche  am  Ende  A  des  Stabes  parallel  der  x-  und 
y-Axe  wirken,  und  mit  F'  ihr  Drehungs-Moment  in  Beziehung 
auf  den  Punkt  A  ,  so  dass  D  ,  E ,  F'  in  Beziehung  auf  diesen 
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Punkt  dieselbe  Bedoutnng  haben,  wie  P ,  Q  und  R'  für  da.s 
andere  Ende  B  :  dann  sind  die  drei  Gieichgewichtsbedingungen 

I 

D  +  P  +  Tx'T'w'ds'  =  0 , 


l 
E  +  Q  +  I  Y'T'w'ds'  =  0 , 


(d) 


F'  +  R-  +  Q  (a  -  X)     -  P  (b  -  y) 

+  rJY'  (x'  -  X)  -  X'  (y'  -  y)|  T'co'ds'  =  0  , 

b 
wo  für  X  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  A  zu  setzen  sind. 

Wenn   die  beiden  Enden   des  Stabes   ganz  frei  sind,    so 

sind  die  äussersten  Kräfte    und   ihre  Momente  gegeben.     Ist 

dagegen  der  Stab  an  seinem  £nde  A  eingespannt,  so  sind  die 

Kräfte  D  nnd  E ,  sowie  ihr  Moment  F'  nicht  gegeben ;   man 

dy 
kennt  jedoch  alsdann  die  Werthe  von  x,   y  und   ,  -   für  den 

Punkt  A.  Ist  von  dem  einen  Ende  des  Stabes  nur  der  Punkt 
A  festgelegt,  so  sind  die  Kräfte  D  und  E  gleichfalls  unbe- 
stimmt: ihre  Resultante  ist  der  Last,  die  dieser  Stützpunkt 
zu  tragen  hat,  gleich  und  entgegengesetzt  und  drückt  den 
Widerstand  aus,  den  derselbe  leistet,  während  ihr  Monnent 
F'  =  0  ist:   man   kennt  alsdann  die  Werthe   von  x  und  y, 

dy 
aber  nicht  den  von  -p  für  jenen  Punkt.    Dieselben  Bemerk- 
ungen gelten  für  den  Punkt  B. 

§  320.  Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  der  Stab  sei  ho- 
mogen und  von  Natur  prismatisch  oder  cylindrisch ;  dann  sind 
die  drei  Grössen  7  ,  co  ,  ß  constant.  Setzen  wii-  ferner  voraus, 
dass  er  nur  Kräften  unterworfen  sei,  welche  senkrecht  gegen 
seine  Länge  gerichtet  sind  und  ihn  nur  wenig  aus  seiner  An- 
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fangslage  herausbringen,  und  nehmen  wir  den  mittleren  Faden 
in  dieser  Anfangslage  zur  x-Axe,  so  ist 

D  =  0,  X  =  0,  P  =  0, 

und  die  erste  Gleichung  (d)  fällt  somit  weg.    Vernachlässigen 

dy 
wir  das  Quadrat  von  ~    ,  so  ist  ferner 

dx 

ds  =  dx  , 

p  dx* 

und  die  Gleichung  (c)  geht  über  in 

ß  ^^i  =  R'  +  Q  (a  -  X)  +  7«  j'r  (x-  -  x)  ds'  ;      (o) 

durch  Differentiation  ergibt  sich  hieraus 

l 


d'jr 
dx' 


ßl^.=  -Q 


—  fo»  I  Y'ds'  . 


Nach  §  14  ist 

I 
d  fY'ds'  =  -  Yds  ; 


■/■ 


man  erhält  daher  durch  nochmalige  Differentiation,  wenn  man 
zugleich  dx  für  ds  schreibt 

f^i^=Ta>Y.  •        (f) 

Die  vier  willkürlichen  Constanten  des  vollständigen  Inte- 
grals dieser  Gleichung  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen, 
denen  die  beiden  Enden  des  Stabes  unterworfen  sind,  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  der  Werth  von  y  ,  der  sich  aus  dieser 
Gleichung  ergibt,  den  beiden  vorhergehenden  für  alle  Werthe 
von  X   genügen   muss.     Da  nun    die  Gleichung  (f)  aus  jenen 
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beiden  durch  Differentiation  hervorgegangen  ist,  so  ist  hierzu 
nur  erforderlich,  dass  der  Werth  von  y  diesen  Gleichungen 
für  einen  einzigen  Werth  von  x  genügt.    Es  braucht  daher  nur 

dV  _ 
dx' 


ß^,  =  R'. 


ß^=-Q 


(g) 


ZU  sein  für  x  =  a ,  zwei  Bedingungen,  die  sich  aus  der 
Gleichung  (e)  und  ihrem  ersten  Differentiale  ergeben,  wenn 
man  darin  x  diesen  besonderen  Werth  beilegt.  Setzt  man 
darin  für  x  seinen  auf  den  Punkt  A  sich  beziehenden  Werth, 
80  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (d) 

dV 
dx' 


3  ^  =  ~  F' 


d*v 


(h) 


aber  diese  Gleichungen  sprechen  keine  anderen  Bedingungen 
aus  als  diejenigen,  welche  in  den  Gleichungen  (d)  und  (g) 
enthalten  sind,  und  man  kann  diese  letzteren  daher  durch  die 
Gleichungen  (g)  und  (h)  ersetzen. 

§  321.  Diese  Gleichungen  umfassen  den  Fall  eines 
schweren  Stabes  vollständig.  Wir  wollen  nun  den  Punkt  A 
als  fest  annehmen  und  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x 
und  y  wählen;  die  x-Axe,  die  ursprüngliche  Richtung  des 
Stabes,  sei  horizontal;  die  positive  y-Axe  sei  die  Richtung 
der  Schwerkraft,  welche  wir  mit  g  bezeichnen  wollen.  Dann 
ist  Y  =  g  und  das  Integral  der  Gleichung  (f)  ist 

ßy  =  ^^  X*  +  Cx»  +  C'x»  +  C"x  ,  (i) 

wo  C ,  C ,  C"  drei  willkürliche  Constanten  bezeichnen,  wäh- 
rend die  vierte  gleich  0  ist,  da  für  den  Punkt  A  x  =  0  und 
y  =  0  ist. 

Denken  wir  uns  nun   den  Stab   an  diesem  Ende   eiuge- 
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dy 
spannt,  so  muss  für  x  =  0  auch  t^  =  0  sein,  und  daraus  folgt 

C"  =  0  . 

Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  das  Gewicht  Q  unmittel- 
bar an  dem  Punkte  B  angebracht  sei,  so  dass  sein  Moment  R' 
gleich  0  ist:  dann  ist  vermöge  der  Gleichungen  (g),  welche 
sich  auf  diesen  Punkt  beziehen 

l  gYwa^  +  6Ca  +  2C'  =  0 

g'fcoa  +  6C  =  —  Q  . 

Setzt  man  die  hieraus  sich  ergehenden  Werthe  von  C  und  C 
in  die  Gleichung  (i)  ein  und  bezeichnet  das  Gewicht  des  Stabes 
g^coa  mit  q  ,   so  kommt : 


Q 


py  = 


qx* 
24iä  ~   6 


^Q  +  q)x«  +  i(Q  +  |)ax«. 


eine  Gleichung,  welche  mit  der  des  §  310  übereinstimmt, 
wenn  man  das  Gewicht  des  Stabes  vernachlässigt  und  s  =  Qc^ 
setzt. 

Für  die  beiden  Specialfälle  Q  =  0  und  q  =  0  erhält  man 

.        qa»  ,         Qa» 

b  =  —    resp.    b  =  ^ 

für  die  Ordinate  des  Punktes  B  oder  die  ganze  Biegung  des 
Stabes.  Setzt  man  Q  =  q ,  so  sieht  man,  dass  die  Biegungen, 
welche  an  einem  mit  seinem  einen  Ende  eingespannten  Stabe 
einmal  durch  ein  an  seinem  freien  Ende  aufgehängtes  Ge- 
wicht Q ,  das  andere  Mal  durch  dieselbe,  aber  auf  seine  ganze 
Länge  vertheilte  Last  hervorgebracht  werden,  sich  zu  einan- 
der wie  8  :  3  verhalten. 

§  332»  Wenn  der  Punkt  B  gleichfalls  fest  ist  und  mit 
A  in  einer  horizontalen  Linie  liegt,  so  muss  auch  fik*  x  =  a 
die  Ordinate  y  =  0  sein;  dann  geht  die  Gleichung  (1)  über  in 

ßy  =  Jg^  (x«  -  a«)  +  Cx  (x»  -  a«)  +  C'x  (x  -  a)  ,     (2) 
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wo  q  wieder  das  Gewicht  des  Stabes  bedeutet.  Den  ver- 
schiedenen Werthen  der  Constanten  C  und  C  entsprechend, 
sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Wenn  der  Stab  an  seinen  beiden  Enden  eingespannt 

dy 
ist,  so  muss  ,  -  =  0  sein  für  x  =  0  und  x  =  a ;  daraus  folgt 

dx 

und  die  Gleichung  (2)  lautet 

qx*  (x  —  a)* 


ßy  = 


24a 


Bezeichnen  wir  den  Sinus  versus  der  von  dem  Stabe  gebildeten 
Curve,  also  den  Werth  von  y ,  welcher  der  Mitte  des  Stabes 

oder  der  Abscisse  x  =  —  entspricht,  mit  f ,  so  erhält  man 

f  =    ^*' 


16.24.ß  • 

2.  Wenn  der  Stab  einfach  durch  die  Festigkeit  der  Punkte 

A  und   B   gehalten  wird,   so  sind   die  Lasten,   welche  diese 

Stützpunkte  zu  tragen  haben,  die  Kräfte  E  und  Q,  gleich  und 

entgegengesetzt,   während   ihre  Momente  F'  und  R'  gleich  0 

sind  (§  319).     Vermöge   der  ersten  Gleichungen  (g)   und  (h) 

d*y 
muss  dann  j—  =  0  sein  für  x  =  0  und   x  =  a,   und  da- 
dx' 

raus  folgt 

C  =  -j^q,         C'  =  0. 

Es  wird  demnach 

ßv=:  q^  (a  —  x)  (a*  +  ax  —  x«) 
^^  24a 

und  der  Sinus  versus  f  wird  in  diesem  Falle 

f  =     5qa» 
16.24.?i ' 
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d.  h.  fünfmal   so  gross,   als  im   ersten   Falle.     Gemäss   den 
letzten  Oleiehungen  (g)  und  (h)  ist  ferner 

E  =  Q  =  -  ^  q, 

Werthe  die  sich  auch  im  ersten  Falle  finden,  und  welche  sich 
von  selbst  verstehen. 

8.  Wenn  endlich  der  Stab  mit  seinem  einen  Ende  A  ein- 
gespannt, und  an  seinem  anderen  Ende  nur  durch  einen  festen 

dy 
Punkt  B  unterstützt  ist,  so  hat  man  -^-  =  0  für  x  =  0  und 

•  dx 

dV 

— ^  =  0  für  X  =  a  .     Diese  Bedingungen  liefern 

5q  p'  _  95 

48  '  16 


C  =  -  ^,        C  =  .,.  , 


und  die  Gleichung  (2)  geht  in  diesem  Falle  über  in 

^  qx*  (a  —  x)   (3a  —  2x) 

py-  = 48^ • 

Aus  den  zweiten  Gleichungen  (g)  und  (h)  ergibt  sich  alsdann 

Q=    -|q,  E  =  -|q 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  das  Gewicht  des  Stabes  sich 
in  diesem  Falle  ungleichmässig  auf  die  beiden  Stützpunkte 
vertheilt,  und  dass  sich  die  Last  an  dem  eingespannten  Ende 
zu  der  am  anderen  verhält  wie  5  :  3. 

S  323«  Wir  wollen  nun  den  Fall  untersuchen,  dass 
sämmtliche  Punkte  der  Längsrichtung  des  Stabes  mit  belie- 
bigen Gewichten  belastet  sind,  während  seine  Endpunkte  A 
und  B  in  einer  horizontalen  Linie  als  fest  vorausgesetzt  werden, 
und  der  Stab  homogen  und  prismatisch  ist. 

Sei  also 

Ta.Y  =  %  (x)  , 
a 

WO  9  (x)  eine  gegebene  Function  bedeutet,  welche  für  x  =  0 
Pfannstiel,  Poisson's  Lehrbuch  der  Mechanik.  35 
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und   X  =  a  verschwindet,   und  q   das   Gesammtgewicht   des 
Stabes  ist;  diese  Festsetzungen  fordern,  dass 


a 


<p(x)dx  =  a 


ist.     Die  Function  7  (x)  kann  eine  stetige  Function  sein ;  sie 

darf  aber  auch  unstetig  sein ,    d.  h.  ihr  analytischer  Ausdruck 

darf  zwischen  den  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a  ein  oder  mehrere 

mal  wechseln;   oder   mit  anderen  Worten:   wenn   man   diese 

Function  als  Ordinate  einer  Linie  ansieht,  deren  Abscisse  x 

ist,    so  darf  diese  Linie  aus   Stücken   verschiedener  Curven 

zusammengesetzt  sein.     Bezeichnet  man   mit  ß   eine  Strecke 

von   beliebig  kleiner  Länge,   so  können  wir  z.  B.  annehmen, 

a 
dass  y  (x)  von    x  =  0    bis   x  =  —  —  8,    und   ebenso  von 

x=^— -|-5bisx  =  a  gleich  0  sei,  so  dass  diese  Function  nur 

a 
in  dem  kleinen  Intervalle  8  zu  beiden  Seiten  von  x  =  —  von 

Null  verschieden  ist.  Dieser  Fall,  den  wir  in  folgenden  Para- 
graphen näher  untersuchen  werden,  würde  vorliegen,  wenn 
ein  Gewicht  q  in  der  Mitte  des  als  gewichtlos  gedachten 
elastischen  Stabes  angreift. 

Welches  aber  auch  die  stetige  oder  unstetige  Function 
9  (x)  sein  möge:  sobald  dieselbe  für  x  =  0  und  x  =  a  ver- 
schwindet, lässt  sie  sich  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a ,  mit 
Einschluss  dieser  Grenzen,  in  der  Form 

a 

.  .        2  ^    .     nffx  r  .     nir£ 

darstellen,  wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Diese 
Formel  rührt  von  Lagrange  her,  welcher  dieselbe  in  den 
Memoires  de  l'Academie  de  Turin  [Bd.  lU,  S.  261]  gibt.  Wir 
werden  dieselbe  später  ableiten.  Mit  Benutzung  derselben 
geht  die  Gleichung  (f)  des  §  320  über  in 
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d V  _  2q 
^  dx*  "~  a» 


a 
2  ®*"  ~^  /  ®*"  ~SL~  ^^^       ' 


Integrirt  man  und   beachtet,   dass  y  für  x  =  0  und  x  =  a 
verschwindet,  so  wird 


Q  2qa*^   1     .    njrx  r  .    nir$ 


-  I  sm  — 


+  X  (a  -  X)  [Cx  +  C  (a  -  x)]  ,  (b) 

wo  C  und  C  willkürliche  Gonstanten  sind,  die  man  wieder 
den  Bedingungen  des  Problems  entsprechend  zu  bestimmen 
hat,  wie  in  den  drei  Fällen  des  vorigen  Paragraphen. 

§  324.  Untersuchen  wir  nun  speciell  den  Fall,  dass  das 
Gewicht  q  in  der  Mitte  des  Stabes  aufgehängt  ist,  so  dass 
also,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  y(S)  für  alle  Werthe  von  S , 

a 

welche  von  —  verschieden  sind,  gleich  0  ist. 

Wir  dürfen  alsdann  in  dem  Factor  sin  —  ,    welcher  in 

a 

a 
dem  Integral  vorkommt,  £  =  ö  setzen  und  erhalten 


sin  —  ?(£)d£  =  sin  — -  1  <p($)d$  =  a  sin 


nw 

^    ^,,,_       _.    ^      ^,„.,  —\ 

demnach:  verschwinden  alle  Glieder  unsrer  Summe  ^ ,  welche 

einer  geraden  Zahl  n  entsprechen.    Bezeichnen  wir  mit  i  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl,    setzen  n  =  2  i  —  1  und  dehnen 

die  Summe  y]  über  alle  Werthe  von    i    von  1  bis  oo  aus,  so 

geht,  da 

ist,  die  Gleichung  (b)  über  in: 

35» 
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ßy  =  X  (a  -  X)  [Cx  +  C  (a  -  x)] 
_  2qji»  ^    (--  IV      .    (2i  —  1)^ 

i=l 

Nach  einer  bekannten  Formel,  die  wir  später  auch    noch  ab- 
leiten werden,  ist  nun 

2(2i^l)*^"(^^-^>"  =  -24-   32" 

TT  fL 

für  alle  Werthe  von  o)  zwischen  0  und  -  .    Ist  daher  x  <C  :r, 

so  setzen  wir  <o  =  —  und  erhalten 

a 

^    (-  1)'     .    (2i  -  1)  1CX  «*    ,,    s        o  .  ^ 

i=l 

a                                              Tcfa  ~~*"  X I 
ist  dagegen  x  >  -  ,   so   setzen  wir  co  =  — ^^ und  er- 

^  a 

halten,  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

.    (2i  -   1)  :r(a  —  x)         .    {2i  —  l):rx 
sm — ^ =  sm 


a  a 


Somit  erhalten  wir  eine  von  den  beiden  Gleichungen : 

ßy  =  X  (a  -  x)  [cx  +  C  (a  -  x)l  -  %  (ix»  -  3a»x) , 

L  J       48  (1) 

ßy  =  x  (a-  X)  [Cx  +  C  (a   -   x)]-  ^ [4(a - x)« - 3a« (a - x)] , 

und  es  erübrigt  nur  noch,   die  Constanten  C  und  C  für  die 
folgenden  drei  Fälle  zu  bestimmen: 

1.  Ist  der  Stab  an  seinen  beiden  Enden  eingespannt,  so 
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(jy 

ist  ,—  =:  0  für  X  =  0  und  x  =  a ,  und  es  wird 
dx 

Die  Gleichungen  (1)  gehen  über  in 

ßy  =  ^^  (:iax»  -  4x»)  , 

ßy  =  ^^  [sa  (a  -  X)«  -  4(a  -  x)»]  ; 

dy 
In  der  Mitte  des  Stabes  ist  ^     =  0 ,  wie  an  den  beiden  Enden, 

dx 

und  der  Sinus  versus  f,  oder  die  x  =  - entsprechende  Ordi- 

nate  wird 

f  =  ^^ 

4.48ß  ' 

d.  h.  doppelt   so   gross   wie  in   dem   ersten  Falle  des  §  322. 
Ferner  ist  vermöge  der  zweiten  Gleichungen  (g)  und  (h) 

wie  a  priori  zu  erwarten  war. 

2.  Wenn   der  Stab   an   seinen   Enden   einfach   von   zwei 

dV 
festen  Punkten  gehalten  wird,  so  dass  man  ^-t.  =  0  hat  für 

dx 

X  =^  0  und  X  -=  a,  so  ergibt  sich 

C  =  C  -=  0  , 


und  mithin 


ßy  =  ^%  (3**^  -  ^^'J ' 

?y  =  ^g[3a»(a-x)-4(a-x)»]. 
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Die  Tangente  im  mittelsten  Punkte  der  Curve  ist  horizontal, 

und  die  Werthe  von  Q  und  E  sind  —  ^  ,    wie   im    vorigen 

Falle;  die  Ausbiegung  f  hat  aber  diesmal  den  Werth 

j  ^  qa»  / 


48ß  ' 

ist  also  viermal  so    gross    wie  im  vorigen  Falle  und  verhält 

sich   zu  der  im   zweiten  Falle   des   §  322  wie  8:5.     Zieht 

man  durch  einen  der  Endpunkte  A  und  B  eine  Tangente  an 

die  Curve  des  elastischen  Stabes  und  bezeichnet  ihre  Neigung 

gegen   die  Abscissenaxe  mit  a ,   ihre   verticale  Ordinate  für 

a 
den  Punkt  x  =  —  mit  f ,  so  ist 

dt 

qa* 

f  =  |tga; 
demnach  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  vorige  Gleichung, 

f  =  -  f  • 
2      ' 

in  dem  zweiten  Falle  des  §  322  würde  f  :  f  =  8  :  5  sein. 

3.  Wenn  endlich  der  Stab  mit  dem  Ende  A  eingespannt, 
dagegen  am  Ende  B  nur  durch  einen  festen  Punkt  gestützt 

ist,  so  ist  :=^  =  0  für  X  =  0  ,  und  ^  -,  =  0   für  x  =  a  ;   in 
dx  dx*  ' 

diesem  Falle  wird 

^ 16'        ^-""32' 

und  die  Gleichungen  (I)  gehen  über  in 

ßy  =  ^(9ax«-llx«), 

ßy  =  A  (5x»  -,  I5ax»  +  12a^  —  2a'^}  . 
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Dieselben  liefern  für    x  =  -  ein  und  denselben  Werth  von  y , 

nämlich 

_    7qa^ 

^  ~  '8.96.ß  ' 

aber  es  ist  dieses  nicht  die  grösste  Ordinate.     Ferner  ist 

1.^  —  _  ^^^  O—  -^ 

16    '  ^~        16' 

so  dass  sich  die  Last  q  auf  die  beiden  Stützpunkte  A  und 
B  in  diesem  Falle  in  dem  Verhältniss  von  11:5  vertheilt. 

§  325.  Wir  wollen  nun  die  Lagrange'sche  Formel  her- 
leiten, die  wir  oben  angewendet  haben.  Zu  dem  Ende  be- 
trachten wir  den  Ausdruck 

^1  -^h»_ 

1  -  2h  cos  6  +  h^  ' 

eine  gebrochene,  in  Beziehung  auf  h  rationale  Function,  in 
welcher  6  einen  reellen  Winkel  bedeutet.  Ihre  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  h  ist : 

1  +  2h  cos  6  4-  2h^  cos  26  +  2h«  cos  36  + ; 

dies  lässt  sich  leicht  zeigen ;  denn,  wenn  man  die  unendliche 
Reihe  mit  dem  Nenner  l  -  2h  cos  6  +  h*  multiplicirt  und 
berücksichtigt,  dass 

2  cos  n  6  cos  6  =  cos  (n  +  1)0  +  cos  (n  —  1)6 

ist  für  jede  beliebige  Zahl  n,  so  erhält  man  den  Zähler  unseres 
Bruches.  Wenn  der  absolute  Werth  von  h  kleiner  als  1  ist, 
so  ist  diese  Ueihe  convergent,  und  ihr  Grenzwerth  ist  genau 
gleich  dem  obigen  Bruche.    Da 

1  -  2h  cos  6  +  h«  =  (1  —  h)*  +  4h  sin^l 
ist,  so  erhalten  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

i-h»  °° 


=  1+2  2^-008  nÖ  . 


(1  _  h)»  +  4h  sin»  \  "=> 
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Bezeichnen   wir  nun  mit  f|6)   eine  beliebige  Function    von  6 
und  mit  a  eine  beliebige  reelle  Constante,  so  ist  auch 

(1  -  h')  f(e)de 


(l  -  h)^+  4h  sin«- 


91  n 

=  rf{e)de  +  2  2  h"    fm  cos  n(e  -  a)  dÖ  . 

Ist  g  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse,  so  wird  diese 
Gleichung  noch  bestehen,  wenn  wir  darin  h  =  1  —  g  setzen, 
da  sie  für  jedes  h  gilt,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als 
die  £inheit  ist.     Für  alle   endlichen  Werthe  von  n  ist   dann 

h°  =  (1  -  g)»  =  1  ; 

für  unendlich  grosse  Werthe  dieses  Exponenten  kann  sich 
h"  von  der  Einheit  unterscheiden;  führt  man  aber  die  Inte- 
gration durch  Theile  aus,  so  erhält  man 


/ 


f(e)cosn(e-a)de  =  if(e)sinn(e-a) 


-If 


^^  sin  n  (6  -  a)  de  , 


und  diese  Gleichung  lehrt,  dass,  wenn  f(6)  zwischen  den 
Grenzen  6  =  0  und  6  =  « ,  mit  Einschluss  dieser  Grenzen, 
nicht  unendlich  wird,  das  Integral 


f' 


f (6)  cos  n  (6  —  a)  dö  , 

0 

welches  in  unsrer  vorigen  Gleichung  als  Factor  von  h"*  auf- 
tritt, für  n  =  oo  verschwindet.  Daraus  folgt,  dass  man  h» 
unter  dem  Summenzeichen  stets  gleich  1  setzen  darf.  Im 
Zähler  des  unter  dem  Integralzeichen  enthaltenen  Bruches 
hat  man   1  —  h'  =  2g  zu  setzen,  indem  man  g*  gegen  2g 


1 
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vernachlässigt;    im    zweiten   Oliede   des   Nenners   darf  man 
h  =  1  —  g  =  1  setzen  und  erhält  alsdann : 

n  n 

\  rf(e)de  +  2       A(Ö)  cos  n  (6  -  a)  dÖ 


0  "— '      0 


5^  &*  +  4  sm«  — — 

Der  Coefficient  von  d6  in  dem  letzteren  Integrale  ist  unend- 
lich klein,  ausser  für  Werthe  von  6 ,  die  sich  von  a  unendlich 
wenig  unterscheiden,  und  für  welche  der  Nenner  unendlich 
klein  wird/  Dieses  Integral  ist  daher  unendlich  klein  oder 
gleich  Null,  so  lange  die  Differenz  6  —  a  eine  endliche  Grösse 
ist;  dies  ist  für  das  ganze  Integrationsgebiet  der  Fall,  wenn 
wir  a  <  0  oder  a  >  tc  voraussetzen,  und  demnach  gilt, 
sobald  a  ausserhalb  dieser  Gfenzen  liegt,  die  Gleichung 


"  -J  n=l      :J 


f(e)cosn(e  -  a)de  =  0  .         (2) 


Liegt  dagegen  a  zwischen  den  Grenzen  0  und  ir,  so  sind 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  Werthe  von  6  vorhanden, 
die  sich  von  a  nur  unendlich  wenig  unterscheiden;  setzen 
wir  dann 

e  =  a  +  u, 

de  =  du  , 

so  verschwindet  das  fragliche  Integral  auch  in  diesem  Falle 
für  alle  endlichen,  dagegen  nicht  für  die  unendlich 
kleinen  positiven  oder  negativen  Werthe  von  u;  hinsicht- 
lich dieser  hat  man 

m  =  f(«) 

6  —  a         .    u        u 
8.n-2— =  8in-  =  -; 

mithin  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (1) 
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Wie  wir  gesehen  haben  verschwindet  dieses  Integral  für  alle 
endlichen  Werthe  von  u ,  daher  können  wir  es,  ohne  seinen 
Werth  zu  ändern  über  beliebige  positive  oder  negative  Werthe 
von  u  erstrecken  und,  wenn  es  uns  beliebt,  die  Integration 
von  u  =  —   oo   bis  u  =  oo  ausdehnen;  es  ist  aber 

oo 

gdu 


/ 


g«  +  u» 

-oo 


=  TT 


und  somit  erhalten  wir  iür  0  <  a  <;  ;r : 

^  rf(e)d6  +  2       A(6)  cos  n  (6  -  a)  dö  =  rf(a)  .        (3) 

Diese  Schlussfolge  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  a  mit  einer 
der  beiden  Grenzen  0  und  tt  zusammenfällt ;  dabei  ist  jedoch 
zu  bemerken,  dass  die  Variabele  u  für  a  =  0  nur  positive, 
für  a  =  TT  nur  negative  Werthe  annehmen  kann,  wenn  6, 
welches  wir  gleich  a  +  u  gesetzt  haben,  die  Integrations- 
grenzen  nicht   überschreiten   soll.     Dann    reducirt   sich   aber 

unser  Integral  auf  die  Hälfte,   d.  h.  auf  -  ;    und    wenn    wir 

die  Werthe  von  f(a)  für  a  =  0  und  a  —  tu  mit  ß  Und  f  be- 
zeichnen, so  geht  für  diese  beiden  Fälle  die  Gleichung  (3) 
über  in :  •         ' 


n  n 


\  rf(e)d  +  2     Aw  cos  nö  de  =  I  ß , 

•y  n=l       «^ 


o 


n 

OO 


(4) 


•  /'f(6)de  +  2     Aw  cos  ne  de  =  I  -r . 


2 

o  o 


Wir  setzen  nun 


a  a 

und 
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(t)  =  »'« ■ 


Da  X  positiv   und   kleiner  als  a  ist,   so   können   wir   in    der 

TTx  ?rx 

Gleichung  (2) ,  und  in  Gleichung  (8)  —  an  Stelle  von  a 

a  a 

Setzen:  beachtet  man,  dass  die  Grenzen  für   £  0  und  a  sind 

so  ist 

ißii)  dS  +  i  I  Jm  cos  i^?l  dj  =  0  , 

O  • 

(5) 

a  qq  a 

^fm  ds  +  ^  g  Jm  cos  H(iji-?l  ds  -=  cp(x) ; 

o  o 

und,    wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  von  einander  sub- 
trahirt,  so  erhält  man 


oo  «^ 


-2  sin  -"-   1  f(S)  sin  ^^ —  d4  =  'f(x)  , 

o 

und  dies  ist  die  Gleichung,  welche  wir  herleiten  wollten. 

§  326.  Diese  Gleichung  stellt  die  Function  f{x)  für  alle 
Werthe  der  Variabein  x  dar,  welche  positiv  und  kleiner  als  a 
sind,  und  auch  für  die  Grenzen  x  =  0  und  x  =  a ,  wenn  f{x) 
für  diese  Grenzwerthe  gleich  0  ist.     Es  ist   von  Wichtigkeit 

zu  bemerken,   dass  die  Reihe  T]  immer  convergent  ist ;  denn 

für  sehr  grosse  Werthe  von  n  wird  das  Integral  mit  dem 
Argumente  x  eine  sehr  kleine  Grösse,  welche  mit  wachsen- 
dem n  immer  kleiner  wird  und  endlich  für  n  =  oo  ganz  ver- 
schwindet, wie  wir  oben  gesehen  haben.  Dieser  Umstand  ist 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Gültig- 
keit ^er  zuletzt  abgeleiteten  Formel. 
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Die  verschiedenen  Formeln,  durch  welche  man  auf  diese 
Weise  Theile  von  beliebigen  stetigen  oder  unstetigen  Func- 
tionen durch  convergente  Reihen  darstellen  kann,  lassen  sich 
aus  den  Gleichungen  (5)  ableiten.  Wir  werden  uns  hier  mit 
der  Ableitung  zweier  dieser  Formeln  begnügen,  die  uns  später 
von  Nutzen  sein  werden.  Eine  vollständige  Theorie  dieser 
Art  von  Entwickelungen  findet  man  in  meinen  Memoires  sur 
le  Calcul   integral  in   dem  Journal  de  TEcole  Polytechnique. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (5)  einmal  addirt,  darauf  die 

zweite  von  der  ersten  subtrahirt,   dann  a  durch  21   ersetzt, 

alsdann  x  -|-  (  und  4  +  I  a"  Stelle  von  x  und  S ,   und  hierauf 

wieder  'f(x)  und   <p(S)    an  Stelle   von    (p{x  +  0   und    y(S  -|-  I) 

schreibt,   so   gehen  die  Grenzen   der  Integrale  in  Beziehung 

auf  X  über  in  +  l  und  —  l,   und   wir  erhalten   aus  jenen 

Gleichungen : 

I 

—  i 

n=l  •      J 


OO 


l 


,  .        1   V«    •    nw  (x  +  I)     C  ...    .     mr  f€  +  l)  ,. 
TW  =  y  2j  «*"  ~      21  I  ^^^^  ®^"  2r         ^  ' 

n=l  ./ 

-l 

Wir  zerlegen  die  beiden  Summen  in  je  zwei,   von   denen  die 

eine  die  geraden  Werthe  von  n,   die  andere  die   ungeraden 

enthält.     Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  mit  i  eine  beliebige 

ganze  Zahl  und  setzen  einmal  n  =  2i    und   das    andere   Mal 

n  =  2i  —  1 ;   es  ist  dann 

2i7r{x  +  1)        .      ^ . .         iJTx 
cos  — ^^ '-  =  (—  1)*  cos  -j-  , 

.    2in{x  +  1)        .      ,..    .    iicx 
sm  -  -'  21 =  (—  0   si«  -J-  ' 

(2i-l)^(x  +  I)       ,      ...    .    (2i  ^  \)nx 
cos -^ -^  =  (-  ly  sin 2j--^—  , 
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.    (2i-ni:{x  +  l)       .      ,,i         (2i-  1)  1CX 
s,n =  {-  !)■  cos  2j • 

und  ganz  entsprechende  Werthe  ergeben  sich  für  die  Cosinus 
und  Sinus  mit  dem  Argumente  i  unter  den  Integralzeichen. 
Man  erhält  daher 

?(x)  =  -j^m  d«  + 1 2  ^^«  7"  /?(«)  ^^«  X  ^^ 

.      1     ^       .      (2i   -    1)  TTX       r    ,,,        .      (2i  -   1)  TZJ  ^, 

-f  j  2j  »"^  2f  /  ^^^^    ^^"  ^ 21  ^ ' 

- 1 

(6) 


^ 


?(x)  =  -j-J]    sin  y^     i  ?(S)  sin  ^  d£ 


QO 


.    1   ^          (2i-  l)7cx     /•,,.          (2i-l)7r4    ., 
+  J  2j  ^^» 21   —    /  ^^^^  ^^^  ^ 2l  ^  • 

Diese  Gleichungen   gelten   für  alle   Werthe   von   x   zwischen 
den  Grenzen  +  I  "^d  —  I  . 

Genügt  nun  die  Function  f(x)  der  Bedingung 

?(-  x)  =  ~  9(x) 


so  ist 


Tf  (S)  dS  =  0  , 
—  l 


/' 


i 

y(€)  cos  -f  d4  =  0  , 


—  I 

—  i 


y($)cos^--;"-^d$  =  o, 
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und  ausserdem 

l  l 

Cfü)  sin  j^  d$  =  2  ffii)  sin  ^  dS  , 
—  I  0 


...     .    (2i  ~  1)  ir£    ,,        _   r  ,,,     .    (2i~l)^$   ,, 
f(i)  sin  ^^ ^ —  de  =  2  I  tpii)  sin  ^^ ^ — d^. 


0 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  aus  der  zweiten  Gleichung 

{{'))  die  Gleichung  (a)  hervor,   wenn   man  in  jener  noch  a  an 

Stelle  von  I  schreibt,  während  sich  die  erste  der  Gleichungen 

(6)  in 

I 

0 

verwandelt. 

Ist  dagegen  die  Function  <|p(x)  so  beschaffen,  dass 

?(—  x)  =  f  (x) 
ist,  so  hat  man 

I 


/ 


(p(S)  sm  ^^ 21  —  de  =  0  , 


—  l 

l 

ffii)  sin  ^  dS  =  0 

—  l 

und  kann  die  übrigen  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und 
1  nehmen,  wenn  man  ihnen  den  Factor  2  hinzufügt.  Die 
zweite  Gleichung  (6)  geht  dann  wieder  in  die  Gleichung  (7) 
über,  wenn  man  darin  l  —  x  an  Stelle  von  x  setzt  und  für 
<p(l  —  x)  wieder  f{x)  schreil)t.  Die  erste  Gleichung  (6)  ver- 
wandelt sich  in : 

l  oo  .  ^ 

y(x)  =  \  Jfii)  de   +  y  2  cos  '^  Jfii)  cos  'f-  de .   (8) 

0  *~  0 


p 


Formeln  von  Lagrange.  559 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  stellen  f(x)  für  alle  Werthe 
von  X  zwischen  den  Grenzen  0  und  I  dar;  diejenigen,  welche 
man   durch  Differentiation  nach   x   daraus  erhält,   geben   die 

Werthe  von      ,       in   demselben   Intervalle  an.     Sollen   diese 

dx 

Gleichungen   auch  für   die   Grenzen  selbst   gelten,   so   ist  in 

Betreff  der  Gleichung  (7)  erforderlich,  dass 

(p(x)  =  0  für  X  =  0 

«„d  .^  ==  0  für  X  =  I  ; 

dx 

in  Betreff  der  Gleichung  (8),  dass 

df(x) 


dx 


=  0  ist  für  X  =  0  und  x  =  t . 


Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  haben  die 
Gleichungen  und  ihre  Differentiale  für  die  Grenzwerthe  von  x 
keine  Geltung. 

§  337.  Umgekehrt  lassen  sich  durch  solche  Formeln 
die  Summen  zahlreicher  periodischer  Reihen  darstellen,  welche 
man  auf  verschiedenen  Wegen  erhalten  hat.  Um  zum  Beispiel 
die  Reihe  zu  summiren,  von  der  wir  im  §  324  Gebrauch  ge- 
macht haben,  addiren  wir  die  Gleichungen  (2)  und  (3) ,  nach- 
dem wir  in  der  ersteren  a  durch  —  a  ersetzt  haben ;  es  kommt 

/f(e)de  +  2  2  cos  n«    Aö)  cos  nÖ  de  =  Jtf  (a) 
Setzen  wir  nun  f(8)  =  6 ,   so  wird 

rf{e)cosnede  =  ^'''^,--^ 

und  diese  Grösse  verschwindet  für  alle  geraden  Zahlen  n  und 
wird  gleich 

2 
(2i  —  1)» 


I 

• 


►T» 


